BOLUM 9. AGIRLIK MERKEZI VE ATALET MOMENTLERI

9.1. Kiitle Merkezi ve Bir Cismin Agirlik Merkezi

Bir cismin bileske veya toplam agirligin1 ve konumunu bilmek, bu kuvvetin cisim tlizerindeki etkisini diistiniirken 6nemlidir. Bu konum noktasina
agirlik merkezi denir, ve bu boliimde diizensiz sekilli bir cismin agirlik merkezini nasil bulacagimizi gosterecegiz. Daha sonra, bu yontemi kiitle

merkezini ve geometrik merkezi gostermek igin genisletecegiz.
Agirhik Merkezi

Bir cisim sonsuz sayida farkli boyuttaki pargaciklardan olusur, bu nedenle eger cisim bir yer¢ekimi alaninda bulunuyorsa, o zaman bu pargaciklarin
her birinin bir agirhigi dW olacaktir. Bu agirliklar paralel bir kuvvet sistemi olusturur ve bu sistemin sonucu, cismin toplam agirligidir, bu agirlik

merkezi olarak adlandirilan tek bir noktadan geger, G.

Agirlik merkezinin konumunu nasil belirleyecegimizi gostermek icin, Figiirdeki cubugu (a)

dikkate alalim, burada dW agirliga sahip olan segment, keyfi bir konumda x'de bulunmaktadir.

Cubugun toplam agirligi, tiim pargaciklarinin agirliklarinin toplamidir, yani
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Agirlik merkezinin, y ekseni etrafindaki momenti, bu ayn1 eksende bulunan tiim parcaciklarin

agirliklarinin momentlerinin toplamina esitlenerek, y ekseni {izerinden 6lgiilen konumu

belirlenir. Bu nedenle,
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Benzer bir sekilde, eger cisim bir levhay1 temsil ediyorsa, Sekil b'de oldugu gibi, merkez

(f ’ :)_/) konumunu belirlemek i¢in bir moment dengesi gereklidir. Bu durumda,
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Kiitle Merkezi

Bir cismin dinamik tepkisini veya ivmeli hareketini incelemek igin, cismin kiitle merkezi
Cm'nin konumunu belirlemek 6nemlidir. Bu konum, yukaridaki ifadelere dW=gdm'yi yerine

koyarak bulunabilir. g sabitse, bu ifade i¢cinden ¢ikar ve boylece
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Geometrik Merkez

Eger bir alan x—y diizleminde ve y=f(x) egrisiyle sinirlanmigsa, o zaman geometrik

merkezi bu diizlemde olacaktir ve su formiilden bulunabilir:
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Bu integral, bir dikdortgen serit kullanilarak tek bir entegrasyon

yaparak degerlendirilebilir. Ornegin, dikey bir serit
kullaniltyorsa, Sekil b'de oldugu gibi, elemanin alan1 dA=ydx ir -
.o~ ~ o . H\ (.X. _1")
olur ve merkezi x =x ve y =y/2 konumundadir. Eger yatay bir g
serit diisliniiyorsak, Sekil c'de oldugu gibi, dA=xdy olur ve \ ' ¥ =fx)
. . ~.

merkezi x =x/2 ve y =y konumundadir. V e _[_
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Onemli Noktalar

e Geometrik Merkez, cismin olusturan malzeme homojen ise, kiitle merkezi veya agirlik merkeziyle ayni noktaya denk gelir.
o Agirlik merkezini veya merkezini bulmak i¢in kullanilan formiiller, sistemdeki tiim pargalarin momentlerinin toplami ile sistemin "bileske"
momenti arasinda bir dengeyi temsil eder.

e Geometrik merkez simetri ekseni tizerindedir.



Ornek 1.

Verilen seklin agirlik merkezini bulunuz. y
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9.2. Birlesik Cisimlerin Agirhk Merkezi

Bir kompozit gévde, dikdortgen, ti¢ggen, yari daire seklinde olabilecek bagl
"daha basit" sekilli gdévdeler dizisinden olusur.

Bu tur bir govde genellikle bilesik parcalara boltnebilir veya boéltinebilir, ve
her bir parcanin agirligi ve agirlik merkezinin konumu bilindiginde, tim
govdenin agirlik merkezini belirlemek icin entegrasyon gereksinimini
ortadan kaldirabiliriz.

Bunu yapmanin yontemi, oncekilerde aciklandidi gibi ayni prosediiri izler;
ancak, sonsuz sayida diferansiyel agirhigi hesaba katmak yerine, sonlu
sayida agirhigimiz vardir.

Bu nedenle,
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Burada

X, 3_/ kompozit govdenin agirlik merkezi G'nin koordinatlarini temsil
eder.

~ A~

X, Y govdenin her bir bilesik pargasinin agirlik merkezinin koordinatlarini temsil eder.

W, govdenin tum bilesik parcalarinin agirliklarinin toplami veya sadece govdenin toplam agirligidir.
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Analiz Prosediirii

e Bir ¢izim kullanarak, gévde veya nesneyi daha basit sekillere sahip birkag bilesik parcaya ayirin.

e Bir bilesik govde bir delige veya malzemesi olmayan bir geometrik bolgeye sahipse, deliksiz bilesik govdeyi dikkate alin ve deligi negatif
agirliga veya boyuta sahip ek bir bilesik par¢a olarak diistiniin.

e (Cizim iizerinde koordinat eksenlerini belirleyin ve her par¢anin agirlik merkezi veya merkezi koordinatlarini belirleyin.

e  Agirlik merkezi denklemlerini uygulayarak govdenin agirlik merkezi koordinatlarini belirleyin.

e Bir nesne bir eksen etrafinda simetrikse, nesnenin agirlik merkezi bu eksende bulunur.

e Istenirse, hesaplamalar tablo formunda diizenlenebilir.



Ornek 2.

Verilen seklin agirlik merkezini bulunuz.
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Ornek 3.

Verilen seklin agirlik merkezini bulunuz.
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Ornek 4.

Verilen seklin agirlik merkezini bulunuz.
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9.3. Atalet Momentleri

Asagidaki sekildeki kiriglere bakin. Boyutlar1 ayn1 ve izotropiktirler. Ayni kesitlere sahipler ve tek farklar1 yonlendirilmis olmalaridir.

Ayni yiik tasima kapasitesine sahip mi? Hangi yonlendirme daha fazla yiik tagir?"

Atalet momenti veya alanin ikinci momenti, bir alanin geometrik bir 6zelligidir ve noktalarinin bir belirsiz eksenle iligkili olarak nasil dagildigini
yansitir. Alanin ikinci momenti genellikle ya I (alanin diizlemi {izerinde olan bir eksen i¢in) ya da J (diizleme dik olan bir eksen i¢in) ile

gosterilir. Atalet momenti dogrudan bir yap1 elemaninin moment yiikleme kapasitesini etkiler.
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Tanim geregi, x ve y eksenleri etrafindaki bir diferansiyel alanin dA momentleri
aredly = y2 dA ve dly = x2 dA ‘dir. Tiim alan A'nin atalet momentleri integral
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Bu miktari dA'nin "kutup" O veya z ekseni etrafindaki momenti icin de formiile
edebiliriz. Bu, kutupsal atalet momenti olarak adlandirilir. Bu, r'yi kutba (z ekseni)
olan dik uzaklik olarak tanimlar ve dA elemanindan kutba olan dik uzaklik olarak a3

ile belirlenir.

belirlenir. Tim alan icin kutupsal atalet momenti su sekildedir: 0

-
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JO ve Ix, ly arasindaki bu iligki, r& = x4 +y2 oldugu i¢cin mimkdndr.

Yukaridaki formiillerden, Ix, Iy ve JO'nun, mesafe karesi ve alanin ¢arpimini igerdigi i¢in her zaman pozitif olacagi goriiliir.

Ayrica, atalet momenti birimleri, dérdiincii kuvvet olarak uzunlugu icerir, drnegin, m*, mm?®,
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9.3. Paralel Eksen Teoremi

Paralel-eksen teoremi, merkez yolu gegen bir eksene paralel herhangi bir eksene ait bir y y’

alanin atalet momentini bulmak i¢in kullanilabilir.

Bu teoremi gelistirmek i¢in, gdlgeli alanin x eksenine gore atalet momentini bulmay1

distinelim.

Baslamak icin, merkezi x’ ekseni boyunca olan bir eksene gore paralel bir mesafede yer

alan farklisdzde bir eleman dA seceriz. Paralel x ve x’ ekseni arasindaki mesafe dy ise,

dA'nin x eksenine gdre atalet momentiis  dly = (Y’ + dy)2 dA olur. Tiim alan icin,

I, = /(y* + d,)? dA vl
A
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[lk integral, alanin agirlik merkezinden gegen eksenlere gore atalet momentini temsil eder. Ikinci integral sifirdir ¢iinkii x” agirlik merkezi C’nin

iginden geger. Ugiincii integral, toplam alan1 A’y1 temsil ettiginden, sonug olarak elde edilir.

L =1 + Ad
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Benzer sekilde,

I, =1+ Ad;
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1.4 Alanin Atalet Yarigapi

Bir alanin eksen etrafindaki atalet yarigapi, uzunluk birimine sahiptir ve yapisal mekanikte siitunlarin tasariminda sik¢a kullanilan bir miktar.
Alanlar ve atalet momentleri bilindigi takdirde, atalete yaricaplar asagidaki formiillerle belirlenir:
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Bu denklemlerin formu, bir alanin bir eksen etrafindaki atalet momentini bulma formiiliine benzedigi i¢in kolayca hatirlanabilir. Ornegin,
Ix = kx2A; fakat bir diferansiyel alan icin, dix = y2 dA.
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Ornek 5.

Dikdortgen alanin momenti asagidaki eksene gore belirleyiniz.
(@) Geometrik merkezden gegen X’ eksenine,

(b) Geometrik merkezden gecen y’ eksenine,

(c) Dikdortgenin tabanindan gegen xp ekseni boyunca,
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Bazi temel alanlarin atalet momentleri
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9.2. Birlesik Alanlarin Atalet Momentleri

Bir bilesik alan, dikdortgenler, tiggenler ve daireler gibi bir dizi bagh "daha basit"
pargcadan veya sekilden olusur. Her bir par¢anin atalet momentinin bilindigi veya
ortak bir eksene gore belirlenebildigi takdirde, bu eksene gore bilesik alanin

atalet momenti, tim pargalarinin atalet momentlerinin cebirsel toplamina esittir.

Ornegin, sekildeki T-kiris, iki dikddrtgen elemanin birlestiriimesiyle olusur.
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Analiz Prosediirii

Bir bilesik alanin bir referans ekseni etrafindaki atalet momenti, asagidaki prosediir kullanilarak belirlenebilir.

Bilesik Parcalar.

Bir eskiz kullanarak alani bilesik pargalara ayirin ve her bir parganin merkezine olan dik mesafeyi referans eksene gosterin.

Paralel Eksen Teoremi.

Her bir parca igin merkezi eksen referans ekseni ile ortiismiyorsa, parganin referans ekseni etrafindaki atalet momenti belirlenirken, paralel

eksen teoremi kullaniimaldir.

Toplama.
Tim alanin referans ekseni etrafindaki atalet momenti, bu eksene gore bilesik pargalarin sonuglarinin toplanmasiyla belirlenir.

Bir bilesik par¢ada bos bir bolge (delik) varsa, bu bolgenin atalet momenti, bu bdlgeyi de igeren parganin toplam atalet momentinden bu

bélgenin atalet momentinin gikarilmasiyla bulunur.
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Ornek 6.

Verilen alanin x eksenine gore atalet momentini bulunuz.
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Ornek 6.

Verilen kesitin agirlik merkezinden gecen x’ eksenine gore atalet momentini bulunuz.
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Ornek 7.

Verilen kesitin agirlik merkezinden gecen x’ ve y’ eksenlerine gore atalet momentini bulunuz.




