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OZET

I',(N) Kongriians Alt Grubunun Psl;(R) deki Normalliyeninin
Alt Yoriingesel Graflar

Bahadir Ozgiir GULER

Bu calismada, esas amacimiz alt yoriingesel graflar lizerinde yaptigimiz calismalarin
Nor(N) nin simgesindeki invaryantlarin bulunmasina yardimci olacag diisiincesidir.

Bolim 1°de PSL,(R), I'-Modiiler grubu ve I'(N), I'|(N), I'j(N)-Kongriians alt
gruplarinin baz1 6zellikleri verildi. Ayrica bazi kongriians alt gruplarinin normalliyenleri
ve ayrik gruplar, Riemann yiizeyleri, temel bolgeler, graf teori, imprimitif hareket ile ilgili
ihtiya¢ duydugumuz temel tanmimlar verildi.

Boliim 2’de Nor(N) nin yapisini daha iyi anlamak icin bazi 6nemli alt gruplarindan ve

periyotlarindan bahsedildi. Son olarak Vor(N) nin alt yoriingesel graflar elde edildi.

Anahtar Kelimeler : PSL,(R), I', I' | (N), Nor(N), Transitif Permiitasyon Grubu,
Alt Yoriingesel Graf



SUMMARY

Suborbital Graphs for the normalizer of I'j(N) in PSL,(R)

Bahadir Ozgiir GULER

In this thesis, the main thinking is that our attempts on suborbitals might help to find

invariants of the signature of the normalizer Nor(N).
In Chapter 1, we give some of the properties of PSL,(R), I'-Modular group, I'(N),
I',(N), T';(N)-Congruence Subgroups. We also give the normalizer of some congruence

subgroups and the preliminary definitions we require for discrete groups, Riemann

surfaces, fundamental domains, graph theory and imprimitive action.

In Chapter 2, some important subgroups and periods of Nor(N) which enable us to

understand its structure are described. Finally we obtain the suborbital graphs of Nor(N).

Key Words : PSL,(R), I', I';(N), Nor(N), Transitive Permutation Group,
Suborbital Graph
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1. GENEL BiLGIiLER
1.1. Giris

Tanmm 1. G bir grup ve ayn1 zamanda bir topolojik uzay olsun.

i) F:GxG—>G

(xy) = xy

i) f:G—>G

X = x

doniisiimleri siirekli ise G ye bir topolojik grup denir.

Tamm 2. G bir grup ve X#J bir kiime olsun. Asagidaki sartlari saglayan bir
¢:GxX — X fonksiyonu varsa G ye X iizerinde hareket ediyor(act on) denir,
1) Vg,,g,€ G ve Vxe X icin 9(g,g,,%) = (g, P(g,,X))
ii) 1€ G birim eleman ise Vxe X i¢in ¢(1,x) =x
Burada G bir topolojik grup, X bir topolojik uzay ve ¢ doniisiimii siirekli ise [G, X] ciftine

bir topolojik doniisiim grubu denir.

Onerme 1. G, X iizerinde hareket etsin. " x = y :< gx = y olacak biciminde bir ge G

elemani vardir" X iizerinde bir denklik(esdegerlik) bagintisidir.

'

Tanmm 3. "=" bagintisinin esdegerlik siniflarina hareketin yoriingeleri denir. Ayrica xe X

noktasini iceren yoriinge x in yoriingesi denir ve bu Gx ile gosterilir. Bu tanima gore

Gx = { gx| ge G} dir. x = y oldugunda Gx ve Gy yoriingelerine egleniktir denir.

Tanmm 4. G, X iizerinde hareket etsin ve x,ye X keyfi olsun. gx=y olacak bi¢ciminde bir
g€ G elemani varsa G ye X lizerinde transitif olarak hareket eder. Bu tanima gore hareket

transitif ise Vx € X i¢in Gx=X elde edilir. Yani bir tek yoriinge vardir.

Onerme 2. [G,X] bir topolojik doniisiim grubu T, X iizerindeki topoloji ve P: X —X/G

X = Gx



olsun. Bu takdirde T, :={A < X/G|P™'(A)e 1} ailesi X/G iizerinde P yi siirekli yapan en
ince topolojidir.

Genel olarak X/G boliim uzayina ydriinge uzay: adi verilir.

Tamm 5. G, X iizerinde hareket etsin ve xe X olsun. G = { ge G| gx = x} alt grubuna x

in G deki sabitleyeni(stabiliser) denir.

Tanim 6. G bir grup olsun. H = { g€ G|Vx e G,gx = xg} kiimesine G nin merkezi denir.

Tamm 7. G bir grup olsun. G = <a> olacak sekilde bir ae G varsa G ye bir devirli(cyclic)

grup denir.

Tammm 8. G bir grup ve H< G olsun. N;(H) = {g € G|gHg_1 = H} kiimesine H nin G

deki normalliyeni(normalizer) denir. Normalliyen H y1 normal alt grup olarak iceren en

biiyiik kiimedir.

Tanmm 9. N € Z olmak iizere, p2 [N olacak sekilde bir pe P yoksa N ye karesiz (square-

free) denir.

Tamm 10. Bir T-doniisiimiiniin periyodu (veya mertebesi(order)), T" =1 esitligini

saglayan en kiiciik pozitif tamsayidir. Boyle bir m-tamsayis1 yoksa T sonsuz periyotludur.

Tanmm 11. Ne Zi¢in 1<a <N ve (a,N)=1 olan a tamsayilarinin sayis1 @(N) ile gosterilir

ve bu fonksiyona Euler fonksiyonu denir. m =p,'py’...p," ise

¢(m) = m(l—ij(l—i)..[l—ij dir.
pl p2 pr



1.2. PSL;(R) Grubu
SL,(R) ile katsayilari reel ve determinanti 1 olan 2x2 tipindeki matrislerin grubunu
a b
SLZ(R):{( j:a,b,c,de R,ad—bc:l}
c d
gosterelim. SLo(R) nin kendi merkezi {£1} ile b6liimiinden

PSL,(R)=SL, (R)/{#1}

grubu elde edilir. Burada

elemanlan 6zdes olarak ayni kabul edilir ve ayn1 elemanla temsil edilir.

PSL,(R) grubu U={ze C:Im(z) >0} iist-yar diizlemi iizerinde

a b az+b
1z
c d cz+d

ile hareket eder. U lizerinde ds-metrigi (hiperbolik uzunluk)

, dx+dy? |dZ|2
- 2 - .2

y

ile tamimlanir.Boylece parcali, siirekli, diferansiyellenebilir bir C-egrisinin hiperbolik

ds

(z=x+1y)

uzunlugu

Jdx* +dy’
I(C) = J ds = '[ & Ty
C C y
ve Olciilebilir bir E kiimesinin hiperbolik alanm

W(E) = ﬂ

dir. Boylelikle U hiperbolik geometri i¢in uygun bir model olurken, PSL,(R) de onun

dxdy
yZ

konform otomorfizmalarinin grubuna tam olarak karsilik gelir. ¢ nun C = CU{eo} daki

st R = Ru{oo} dir ve PSL,(R) onun iizerinde de tipki ¢/ daki gibi hareket eder (Jones

ve Singerman, 1987, sf. 221-225).



PSL,(R)’nin elemanlarinin klasik siniflandirilmasi sabit nokta kiimelerine gore yapilir.
a by ... : :
Buna gore ( dj bicimindeki bir eleman iz (trace)’ine gore

|a + d| =2 ise parabolik

la+d|>2 ise hiperbolik

la+d| <2 ise eliptik
seklinde siiflandirilir.

Buna gore bir parabolik eleman U/ nun sinir1 iizerindeki bir sabit noktayla, bir hiperbolik

eleman U nun s iizerindeki iki sabit noktayla ve bir eliptik eleman U/ daki bir sabit

noktayla hareket eder.

G, PSLy(R) nin bir alt grubu olsun. G’nin bir parabolik elemaninin &/ nun siirinda

sabit biraktifi noktaya G’nin bir parabolik noktast veya cusp’t denir. G’nin parabolik

noktalarinin kiimesine G’nin cusp kiimesi denir. G'nin cusp kiimesindeki keyfix,,x, i¢in
gx, =X, : ge G olacak sekilde bir eleman bulunamiyorsa bu noktalara G-esdegersiz denir.

G’nin G-esdegersiz noktalarimin sayisina G’nin parabolik sinif sayisi denir.

1.3. Modiiler Grup

PSL,(R) nin iizerinde en ¢ok calisilan alt grubu olan Modiiler grup,

a b
'=PSL,(Z)=SL, (Z)/{il} = {( dj e PSL,(R):a,b,c,de Z}
c
ile tanimlanir. Simdi PSL,(R) nin asagidaki elemanlarini goéz oniine alalim;

o4 o) 1) =i )

X 2-mertebeli bir eliptik eleman, Y 3-mertebeli bir eliptik eleman ve Z bir parabolik

elemandir. I', X ile Z ve X ile Y =XZ tarafindan iiretilir. Modiiler grubu iicgen gruplarin



bir iiyesi olarak ele almakta miimkiindiir. Bir tiggen grup ( /, m, n ) ile gosterilir, burada

[, m,ne Z veya oo dur, ve
{ Lol om _ on _ _
X,Y,Z:X =y =2 —xyz-l}
< o - . T T I .
bagintisina sahiptir. Geometrik bir yorum i¢in, bir X uzayinda T acil1 bir T-liggeni
m n

gdz Oniline alinmalidir, burada X kiire, Euclid diizlemi ya da hiperbolik diizlemdir. Bu
durumda 7 nin kenarlarinda X in yansimalar tarafindan iiretilen grup 2-indeksli bir alt
gruba sahiptir ve ( [, m, n )’ye izomorf konform doniigiimlerden meydana gelir. X uzay1

[, m, n tamsayilari tarafindan belirlenir ve

l+i+l >1 ise Kiire,

[ m n

1 1 1 ) R )
—+—+—=1 ise Euclid Diizlemi,

I m n

1 1 1 ) ) S )
—-+—+—<1 ise Hiperbolik Diizlemdir
I m n

(Jones ve Singerman, 1987, sf. 238-239).

I" y1 bir icgen grup olarak ele alirsak,

I'=(2,3,)

izomorfizmasi elde edilir. I nin cusp kiimesi Q = QU{eo} ve I bunun iizerinde

a b at+b o
:£_> v =ax+by , ie@
c d)y c¢i+d cx+dy y

ile hareket eder. Bir bagka gosterimle X, (x,y) =1 indirgenmis formu alindiginda SL»(Z)
y

2x1’lik bir vektor tizerinde
a b)) (x a b)(x ax +by
: - =
c d)\y c d\y cx +dy

ax +by

ile hareket eder. Eger (x, y)=1 ve ad—bc=1 ise indirgenmis formdadir.

cx +dy

+by
+dy

.. ax o : o
Aksini varsayalim; indirgenmis formda olmasin. Buna gore



dne Z 6.k n|ax+by ve n|cx+dy.

Bu durumda 3 k, /e Z ax+by=kn (1) ve cx+dy=In (2). (1) esitliginin her iki tarafi d ile
(2) de —b ile ¢arpildiginda

(ad—bc)x = (kd—bl)n...(I)
benzer sekilde (1) —c ve (2) a ile carpildiginda
(ad—bc)y = (al—ck)n...(I)

elde edilir. (I) ve (II) den n| X,y celiskisi elde edilir.

1.4. Ayrik Gruplar ve Riemann Yiizeyleri

b
PSL,(R) nin (a dj -elemanmi  R*iin (a,b,c,d) Oyle ki ad-bc=I-eleman ile
c

tanimladigimizda PSL,(RR) nin bir topolojik-grup yapisina sahip oldugu gériiliir. Bu uzayda
bir A c PSL,(R) alt grubunun ayrik olmasi i¢in gerek ve yeter sart I-birim matrisinin bir
U-komsulugu vardir dyle ki UNA={I} olmasidir. PSL,(R) nin bir ayrik alt grubuna ayni1

zamanda Fuchsian grup adi verilir. Her sonlu {iiretilmis Fuchsian grubu da asagidaki gibi

bir gdsterime sahiptir :

Ureticiler : a,b,,...,a,,b, (hiperbolik)
X,,...X, (eliptik)

p;»---» P, (parabolik)

g s
Bagmular : x" =...=x =[Jaba; b [[x,]]p. =1

Simge:( g ; my...m ;S )

burada g-grubun cinsini, m;-eliptik elemanlarin mertebelerini ve s-parabolik sinif sayisini

temsil etmektedir. Simge, {izerinde ¢alisilan grubun invaryantlarini ortaya koymasi



bakimindan son derece 6nemlidir (Beardon, 1983, sf. 268).

I' bir Fuchsian gruptur ve simgesi
(0;23:1)

bicimindedir. Ayrica bir ayrik grubun tiim alt gruplar1 da ayrik oldugundan I"’nin biitiin alt

gruplart Fuchsian’dir.

Teorem 1. A bir sonlu iiretilmis Fuchsian grubu ve A, A nin M< oo indeksli bir normal

alt grubu olsun. Bu durumda,

Parabolik Sinif Sayisi = Mz% , =e” (modAo)
i=1 i

Eliptik Simif Sayis1 = Mz% , t=en™ o =fili<i<n, i, <m,]

€eQ 1

(Akbas, 1989, sf.56).

Riemann Yiizeyi. X bir baglantili, Hausdorff topolojik uzay1 olsun. Bir UcX acik alt
kiimesi ve bir z : U->VcC homoemorfizmasindan meydana gelen bir (U,z) ¢iftine X in
bir koordinat komsulugu denir. (U,,z,) ve (U,,z,) koordinat komsuluklar1 uyumlu

(compatible) denir; eger
2,02, :2,(U; NU,) = 2,(U NU,)
fonksiyonu holomorfik ise. Koordinat komsuluklarinin bir ( U;,z; )ic1 ailesine,
®»H X=u(Uy)
(1) V(@,))eIXI i¢in ( Ui,z ) ile ( Uj,z; ) uyumludur,

kosullarinin  saglanmasi halinde bir koordinat ortiim(coordinate covering) denir. Iki
Ortiimiin birlesimlerinin de bir ortiim meydana getirmesi halinde bu ortiimler esdegerdir
denir. Bu ortiimlerin kiimesi iizerinde bir esdegerlik bagintis1 tanimlar ve esdegerlik

sinifina da bir kompleks yapi adi verilir.



Tanmmm 12. Bir baglantih, Hausdorff topolojik uzayina bir kompleks yapiyla birlikte bir

Riemann yiizeyi ad1 verilir.

R* deki acik kiimelere homeomorf kiimelerle olusturulmus bir acik ortiimii mevcut
olan bir baglantili Hausdorff uzayma bir ylizey adi verilir. Eliptik eleman icermeyen

keyfi bir A-Fuchsian grubu da PSL,(R ) nin bir alt grubu olarak ¢/ iizerinde hareket eder

ve boliim topolojisi ile meydana gelen boliim uzay: bir yiizeydir. Diger taraftan I/ daki

kompleks yapt U/A -yiizeyine transfer edildiginde bir Riemann yiizeyi elde edilir. Eger A

eliptik eleman igeriyorsa sonug yine bir Riemann yiizeyidir, ancak bu durumda U — U/A

izdiisiimii dallanmigtir. Ancak olusan yiizey kompakt degildir, bunu saglamak i¢in ¢/ yerine

U U{ oo} alinir (Jones ve Singerman, 1987, sf. 249-250).

Teorem 2. Her basit baglantili Riemann yiizeyi asagidakilerden birine konform
esdegerdir:

(i) X-Riemann Kiiresi
(ii) C-Kompleks Diizlem

(iii) U-Ust Yar1 Diizlem

(Jones ve Singerman, 1987, sf. 200).

Bu Riemann yiizeylerinin otomorfizm gruplari asagidaki gibidir;
Teorem 3. (i) Aut(X)=PSL,(C)

(ii) Aut(C)={z »az+b:a,be C,a=0}

(iii) Aut(U)=PSL,(R
(Jones ve Singerman, 1987, sf. 232).

Teorem 4. U{/A kompakt ise A parabolik eleman icermez (Jones ve Singerman, 1987, sf.

254).



1.5. Modiiler Grubun Kongriians Alt Gruplari

Kongriians alt gruplarn eliptik egrilerin aritmetigi, integral kuadratik formlar, eliptik
modiiler formlar gibi konulardaki Onemleri itibariyle modiiler grubun {istiinde en ¢ok
durulan alt gruplaridir. Ik hesaplamalar F.Klein, R. Fricke, A. Hurwitz tarafindan
yapilmis, sonraki donemde A. Ogg, B. Schoeneberg, J. P. Serre bu konudaki ¢alismalar

ileri seviyelere tagimiglardir.

Keyfi NeZ icin I' nin temel kongriians alt grubu

I'(N) = {(a EJE I':a=d=1(mod N),b =c=0(mod N)}
c

ile tammmlanir. I”’nin I'(N)-temel kongriians alt grubunu iceren herhangi bir alt grubuna

kongriians alt grubu denir. Uzerinde ¢alisilan baz1 kongriians alt gruplar;

FI(N):{(a ijasdsl (modN) , ¢=0 (modN)}
C

a b
I'y(N)= :c=0 (modN)
c d
0 a b
I"(N)= :b=0 (modN);.
c d

Bunlar arasindaki iliskiyi keyfi Ne Z icin
N <I'’(N)<T’',(N)<I"
bicimindedir.
Ayrica I'(N)<I” dir, dolayisiyla I'(N), I'o(N) ve I')/(N) nin de normal alt grubudur. Diger

taraftan I'(N)<{I'o(N) dir. Buna gore indeksler N >2 i¢in

|F:FO(N)|=NH[1+1J,
p

p|N

N’ 1
IC:T/(N) =7H(1——2J,

pIN
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IT:T(N) :%H(l—izj.

p‘N p

N=2 durumunda |[:T,(2)|=3 |I:I(2)=3 |[:T(2)|=6 bicimindedir. N>2 igin

yukarida verilen indekslerden asagidaki sonuclar kolayca elde edilir;

C:T,(N)| N ( 1] o(N)
C((N):T(N) = AT 1-= |=22
L0, C:T,N)| 250 p) 2
|1“1(N) : F(N)| = m =N
IC:T,(N)|

L'o(N), I'i/(N) ve I'(N)’nin de cusp kiimesi Q “dir. Ciinkii bunlar I" nin sonlu indeksli alt

gruplaridir ve bir A-Fuchsian grubunun sonlu indeksli herhangi bir alt grubu da A ile ayn1

cusp kiimesine sahiptir (Schoeneberg, 1974, sf.78-79).

1.6. Baz1 Kongriians Alt Gruplarinin Normalliyenleri

Teorem S. I'(N)’ nin PSL,(IR) deki normalliyeni I"dir.

Ispat. X, I'(N)’nin PSL,(R) deki normalliyeni olsun.
I'(N)<I < PSLy(R)

oldugundan, I'S X. Ancak X, PSL,(R) de dongiisel-olmayan bir Fuchsian grubunun

normalliyenidir, dolayisiyla o da Fuchsian’dir. Fuchsian gruplarinin sonlu indekse sahip
tiim alt gruplarinin bir siniflandirmasini bulabiliriz, buradan I" min herhangi bir Fuchsian
grubunun sonlu indeksli bir alt grubuna karsilik gelmedigi goriiliir. Diger taraftan I' y1
sonsuz-indeksli bir alt grup olarak iceren hi¢bir G-Fuchsian grubu yoktur, aksi halde G nin

herhangi bir temel bolgesinin alan1 0 olurdu. Sonug olarak I'S X olamaz, I'= X elde edilir.

: . . JT(N), N=#d4icin
Teorem 6. I';(N)’nin PSL,(Z) deki normalliyeni o dir.
I'y(2), N=4icin
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Ispat. T'y(N)nin PSLy(Z) deki normalliyeni X olsun. I'j(N)<I'o(N) oldugundan

I'y(N)c . Tersini gosterelim;

alalim. Buradan,
A b A'eT(N)
€
01 !

ve daha ac¢ik yazildiginda,

ad—ac—bc *
X eI'/(N)

cd—c"—cd —bc+ac+ad

boylece,
1-ac * I (N)
€
—* l+4ac !

buna gore,

—c>=0(modN) ve I—ac=1+ac=1(modN) ya da
—c*> =0(mod N) ve 1—ac =1+ac =-1(mod N)

Birinci durumda —c” =0(mod N) ve ac =0(mod N) kongriianslarindan N |c? ve

N | ac. Eger (a,N)=1 oldugunu gosterirsek, N | ac oldugundan N | ¢, dolayisiyla aradigimiz
neticeyi Ae[o(N) ‘yi elde etmis oluruz. Siiphesiz (a,N)#1 ise 3 pe P dyle ki p| a ve
pIN. Nlc* oldugundan p| ¢ ve p-asal oldugundan p|c. Ancak pla ve plc olmasi
celigkidir, ciinkii (a, c)=1.

Ikinci durumda 1-ac=-1(modN) ve l+ac=-1(modN) denklemlerinden

=—-2(modN) elde edilir. Boylece N|4 yani N=1, 2, veya 4. Bu durumlarda I'j(N)=

['o(N), dolayisiyla normalliyenlerin sirasiyla I'o(1), T'o(2) ve T'o(4)’e karsilik geldigi

goriliir.

Teorem 7. I'o(N)’nin PSL,(R) deki normalliyeni

ae b/h
Nor(N)= :det=e>0
cN/h de
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ile tanimlanir. Buradaki biitiin harfler tamsayz, e|| N/ h® ve h, hz‘ N sartin1 saglayan 24’iin

en biiyiik bolenidir. r||s yani "r, s’nin bir tam bélenidir" demek (r,%) =1 anlamindadir.

Oncelikle T, (N) nin PSLy(Z) deki V0r,g 5 (N)-normalliyeninin nasil elde edildigini

gosterecegiz.

Lemma 1. N=0"q >1 veq-karesiz olsun. Bu durumda & nin  Nong ., (N)=T,(N/A))

esitligini saglayan bir A, bdleni mevcuttur.

a b
Lemma 2. Her A=(

N dje I',(N) ve o i¢in €l(d-a) kosulunu saglayan bir €-bdleni
c

mevcut olsun. Bu durumda €A, dir.

Newman yaptig: ispatlarla A =h oldugunu gosterdi ve ayrica yukaridaki lemmalari

kullanarak Teorem 4 iin ispatin1 da yapmistir.

Teorem 8: N=2“3"N,>1, (N,,6)=1 ve u=min(3,{%D,V=min(l,{gD ve ayrica

[x], kiigiik veya esit x olan en bilyiik tam say1 olmak iizere N onrg , (N)=T (ZTI\;VJ dir

(Lehner ve Newman, 1964).

Teorem 7 nin ispati : M -normalliyeninin keyfi bir eleman1 olsun ve matris gosterimi

o
olarak da M=[ EJE PSL,(R) alalim. Bu takdirde
Y

M(l IJM"{I_(’;Y “ JEFO(N) (1)

01 -y 1+oy



13

M(l 1JM,1:[1+N138 -NB JER)(N) @
N 1 N&* 1-NBS
(1) ve (2) den oa=+ut , p= %IE‘ , E=4at, , y=Asl, burada

u, t,a b, 1,k g t,s, 1, hepsibirer tam say1; (a,b)=(ak)=(b],)=1ve u,s, g ab

karesizdir. (2) de NB* bir tam sayidir, bu yiizden

bkIN 3)

elde edilir. oy bir tam say1 oldugundan u=s ve P& bir rasyonel say1 oldugundan ‘/ g%

bir rasyonel sayidir, bu ise g=ab esitligini verir, ciinkii g, a, b karesizdir. Bu yiizden

al

t -1

M= Vuy \/; k
Jul, +fabt,

al
det M=+/uabt,t —‘/u——ll =1 4
1%2 bk 2 ()

dolayisiyla  buradan kx/%tlt2 -, /u%lll2 =k

Kuat’t + u%lflj —2KI,1,t,t,ua=k>

Bu u%lfﬁ nin bir tam sayr olmast gerektigini sdyler ancak (ab)=(ak)=1

oldugundan a=1 olmak zorundadir.

ul
Jubtt, _\/b:Ellz =1

but L, —\/EIEIIZ - Vb

(4) kullanildiginda

elde ederiz. Boylece

Ju btltz—l—llz =b
k
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1,1

dolayistyla \/E :; bir rasyonel sayidir. u ve b karesiz oldugundan u=b
bt,t, —f

esitligi elde edilir. Buna gore

11
M= Yt kJu )

Jul, +ut,

u=b oldugundan (3) den N= O(mod ukz) dir. Oyleyse q karesiz olmak iizere N=0’q

dur. o°q= O(mod ukz) ve o°,N yi bolen en biiyiik karesiz oldugundan k’lo, buradan
klo dir.

2

ul,”,

0q ile boliinebilir oldugundan ¢ I1,> dolaysiyla o |1, dir. Buna gore z bir

tam say1 olmak ilizere 1,=ozdir. Simdi klo oldugundan
o 2
(Ej q=0(mod u)

det M=ut,t, —% =ut,t,—1, %z =1

2

bu yiizden (u,%} =1, buradan (u,%j =1dir. Boylece ulq dur. Dolayisiyla

1
t. L
M=Vu| ' ku
12 t2
Yukaridan 1,° = 0'2ng dir. Bu ylizden q,, s bir tam say1 olmak iizere dg biciminde
u u

olmak zorunda, buradan 1, = oqs/u esitligi elde edilir. Boylece

1
t 1
Meva| | K

SO
Ko

Simdi t=l,0/k olsun. Bu durumda
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t
t, —

M=\/E uo

Yoy
%ot

a b
M nin asil bi¢cimini elde etmek amaciyla VA:[
c

dje [,(N) icin MAM"' e I, (N)
bagintisin1 kullanalim. Matris ¢arpimi gerceklestirildiginde

VAeTl,(N) icin (a-d)t,t=(a-d)st, =0(modo)

b
elde edilir. Simdi VA=| *
cN d

Je [,(N) i¢in & =¢ (N)=EBOB(a-d) tanimlayalim,

(o

a

burada EBOB ile VA=
cN d

je [,(N) i¢in (a-d) nin en biyiik ortak béleni

gosterilmektedir. Daha sonra &, =(&,0) yazalim. Buradan tt=st,=0(modo/¢,)

oldugu goriilir. Lemma 1 ve Lemma 2 kullanildiginda &, |h (esasinda h=g,) ve her

b
A=[ 211\1 d)e [, (N) i¢in a-d =0(modh) sonucu ¢ikar.Bu yiizden t,t=st, =0(mod o /h)
c

denkligini elde ederiz. t;t=0(modo/h) olmasi  Alg/ olmak iizere t,=rA oldugunu
gosterir, boylece t=xo/hA dir. Benzer sekilde st,=0(modo/h) ve (t,s)=1

oldugundan s=yo/hA ve t,=vA, Al % elde ederiz. Bu yiizden

rA X A
M=u uo (6)
N
huA

elde edilir, (6) Lehner ve Newman tarafindan verilen bigimdir.

rA\/E X

M=u hAvu _detM=1

% VA\/E
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ruA? X
M=l b1 detM=uA®
Al
h

det M=rvu’A* —xyN/h* = uA” dir. ulq ve Al % oldugundan uA’|oc’q/h’ :% dir.

Diger yandan det M=uA’ oldugunu biliyoruz. Bu yiizden uA® || h—l\i dir. Dolayisiyla

ac V

3 h
M= C% de

bicimindedir. Lemma 2 kullanildiginda, tersine olarak bu bicimdeki elemanlarin

,det=e>0, e" h—l\i

PSL(2,R) de I'y(N) nin I'y (N) normalliyenine ait olacagi goriilebilir.

Nor(N), ilk kez 1964 yilinda Lehner ve Newman tarafindan I'o(N)’nin "Weierstrass
noktalar1" ile ilgili calismalarinda kullanildi, daha sonra 1974’de Ogg normalliyenin "basit
gruplar'la iligkisini ortaya koydu, 1978’de Pizer Hecke’in "modiiler formlar"la ilgili
iddiasinin normalliyenle olan baglantisini gosterdi. 1979 yilinda yine basit gruplarla ilgili

bir calismada Conway ve Norton Nor(N)’'nin yukarida da kullandigimiz bilinen en iyi

tanimini verdiler.

1.7. Bazi1 Kongriians Alt Gruplarinin Yan Siiflari

a b a’ b
Teorem 9. Ne Z olsun. Az( dj’ Bz[ i ,j matrisleri asagidaki kongriians alt
c c

gruplarinin ayni yan sinifina aittir:
(i) I')(N) & ac’—ca’=0(mod N)
(i) I'|(N) & a=a’(modN), c=c’(modN) veya,
a=-a’(modN), c=—c'(modN)
(iii) '(N) & a=a’(modN), b=b(modN), c=c'(modN), d=d’(mod N) veya,

=-a’(modN), b=-b(modN), c=—c'(modN), d=-d’(mod N)
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Ispat. Burada elemanter grup teorisinden ¢ok iyi bilinen bir neticeyi kullanacagiz; bir G-

grubunun g, ve g, gibi keyfi iki eleman1 verildiginde bunlarin bir H alt grubunun aym
yan-sinifina ait olmalari igin gerek ve yeter kosul g, ~'g, e H.
Sonug olarak A, B nin I'j (N)nin ayn yan-sinifina ait olmalari igin gerek ve yeter sart

A"'BeTI,(N), yani
» d -b)a v da’—=bc” db'—bd’
A B = ’ = ’ ’ ’ ’
-c a )¢ d —ca’ +ac’ —cb'+ad
[, (N)nin bir elemandir, bu da ac’—ca’=0(mod N) olmast ile miimkiindiir.

(i) nin ispati i¢in 6ncelikle a=a’(mod N) ve ¢ =c’(mod N) oldugunu farz edelim. Ote

yandan A nin determinantindan gelen ad—bc=1 esitligini de kullandigimizda
da’—bc’=da—bc=1(mod N)
kongriiansi elde edilir. Benzer sekilde B nin determinanti kullanildiginda
—cb’+ad’=-c'b’+a’d" =1(mod N)
ve son olarak,
—ca’+ac’ =—ca +ac = 0(mod N)

Bunun anlami yukarida hesapladigimiz A™'B, T',(N) nin bir elemanidir ve bundan dolay1

A ve B, I'|(N) nin ayn1 yan sinifindadirlar.
a=-a’(modN), ¢ =—c'(mod N) durumu da benzer sekilde yapilir.

(i1) nin ispatim1 tamamlamak ic¢in simdi de A ve B nin, I';,(N) nin ayn: yan sinifinda

olduklarini farz edelim. Ayrica o yan siniftan bir

elemanim keyfi secip sabit tutalim. O yan smifta A ve B yi iceren keyfi matris C ile

I', (N) nin bir elemaninin ¢arpimi olarak yazilabilir. Bu yiizden A=CD o&yle ki
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D=[1+ Na, b,

el (N
Nc, 1+Nd2j ()

olsun, diger bir deyisle
A:[al blj [1+Na2 b, jz(al +Na,a, + Nb, *j
¢, d, Nc, 1+Nd, ¢,+Nca,+Ndc, =*

ve buradan

a=a,(modN), c=c (modN) veya,

a=-a,(modN), c=-c (modN)
Aynt iglemler B icin yapildiginda

a’=a,(modN), ¢’=c,(modN) veya,

a’=-a,(modN), ¢’=—c,(mod N)
Bu sonugclar birlestirildiginde

a=a’(modN), c=c(modN) veya,

=-a’(modN), ¢ =—c’(mod N)
(ii) nin ispatim bitiren netice elde edilir.
(iii) nin ispat1 da (ii) nin kanit1 gibi yapilir. Eger
a=a’'(modN), b=b(modN), c=c’(modN), d=d’(mod N)
ise, determinantla birlikte yorumlandiginda
da’—bc’=—cb’+ad” =1(mod N) ve —ca’+ac’=0(mod N).
Boylece istenen 1. ve 3. kongriians denklemleri elde edildi, ayrica
db’—bd’ = db —bd = 0(mod N)

denklemiyle beraber gz 6niine alindiginda A™'Be I'(N) oldugu goriiliir

a=-a’(modN), b=-b'(modN), c=-c'(modN), d=-d'(modN) durumu benzer

sekilde yapilir.
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Tersine olarak A ve B, I'(N) nin ayn1 yan simifindaki iki matris olsun. O yan siniftan

bir

elemanini keyfi secip sabit tutalim. A y1 Cile

(1+ Na, Nb,

e I(N)
Ne, 1+Nd,

elemaninin ¢arpimi olarak yazabiliriz, yani
A a, b )(1+Na, Nb,
“l¢, d,)U Nc, 1+Nd,
esitliginden

Ae a,+Naa,+Nbc, Nab,+b +Nbd,
“|¢,+Ncja, +Nd,c, Neb,+d, +Ndd,

elde edilir. Buna gore
a=a,(modN), b=b,(modN), c=c,(modN), d=d,(modN) veya,
=-a,(modN), b=-b,(modN), ¢=—-c,(modN), d=-d,(modN)
Aynt iglemler B icin yapildiginda
a’=a,(modN), b’=b,(modN), ¢’=c¢,(modN), d’=d,(mod N) veya,
a’=-a,(modN), b’=-b,(modN), ¢’=—¢,(modN), d"=—d,(modN).
Elde edilen bu neticeler birlestirildiginde
a=a’(modN), b=b"(modN), c=c’(modN), d=d(modN) veya,
=-a’(modN), b=-b'(modN), c=—c'(modN), d=-d’(mod N)

Boylece (iii) nin, dolayisiyla 6nermenin ispati tamamlanmis olur.



20

1.8. Temel Bolgeler

Bir A-Fuchsian grubu verildiginde, asagidaki ozellikleri saglayan bir Fc U/ kapal

kiimesine A nin bir F-temel bolgesi(fundamental region) denir:

i JT®E=u

TeA

(i) YT e A\{1} igin FAT(F) =&

Buna gore ; F= {(x,y)e R*:x*+y° >1,Ix IS% Ly > 0} kiimesi I'-modiiler grubu i¢in

bir temel bolgedir.

L J

Y

-2 -1-uz 0 w2l 2
Sekil 1. T" nin F temel bolgesi
T(z)= z+1 igin T(s,)=s, ve U(z):—l icin U(s,)=s, oldugundan (sl,sl') ve
z

(sz,sz') kongrii kenar ciftleridir. Bu nedenle T ve U doniisiimleri I" modiiler grubunu

tiretir(Schoeneberg, 1974, sf.17-18).

A bir Fuchsian grubu olsun. Bu takdirde A’ min herhangi bir temel bdolgesinin

T
A) =271 2(eg —1 1- ! .
U(A) n{ (g )+i§1[ /nijﬂ}

hiperbolik alani;
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(Beardon, 1983, sf. 269).
Hiperbolik 6l¢iim yardimiyla son derece kullanigl olan Riemann-Hurwitz formiilii elde

edilir; A bir Fuchsian grubu ve Q < A olsun. Buna gore | A: Ql< oo ise

A
A0k Asqi A

w(Q)

Teorem 10. ab € R olsun. I/da a’y1 b’ye birlestiren geodezik (iki nokta arasindaki en
kisa yol) iki tiirlii olabilir;
(i) a€ R’den b=oo’a giden reel eksene dik dogru-parcasi

(ii) a, be R ’yi birlestiren merkezi reel eksen iizerinde olan yari-cember

Dikkat edilecek olursa yukaridaki temel bolgenin sinirinin da geodeziklerden olustugu

goriiliir. PSLy(R), izometrilerin bir grubu olarak geodezikleri geodeziklere resmeder (Jones

ve Singerman, 1987, sf. 223-224).

1.9. Temel Bolgenin Cinsi

Bir kompakt, yonlendirilebilir X-Riemann yiizeyini g6z Oniine alalim. X de reellerin
kapali birim araliginin bir homeomorf resmine bir yay (simple arc) adi verilir. Bir yaym
bitim noktasi ile bir sonrakinin baslangi¢ noktasinin birlesimiyle olusan yaylarin sonlu bir
dizisine X iizerinde bir egri (curve) denir. Bir egrinin baslangic noktasi ile bitim noktasi
cakistyorsa bu egriye bir kapal egri (closed curve) adi verilir. Oklid diizlemindeki bir
kapali dairenin X deki bir homeomorf resmine X iizerinde bir polygon adi verilir. Simdi S,
X iizerinde sonlu sayidaki noktada kesisen sonlu sayida egrinin meydana getirdigi bir
sistem olsun. Ayrica 3 mnin biitiinleyenlerinin baglantili bilesenlerinin kapaniglari
poligonlar olsun ve kesigimler de ya tek bir nokta ya tek bir kenar ya da bos kiime olsun.

Egrilerin boyle bir sistemine X in bir poligonal ayrigmast denir.

Bir poligonal ayrismada meydana gelen kose(vertex), kenar(edge) ve yliz(face) iin

anlami aciktir. Bunlarin sayisini sirasiyla v,e ve f ile gosterecegiz.
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Teorem 11 (Euler). X in her poligonal ayrismasinda v—e+f sayist invaryant kalir

(Schoeneberg, 1974, sf.93).

Tamm 13. g:zl—v_e-’_f

kesismeyen ve X i parcalamayan kapali egrilerin maksimal

sayisidir(Schoeneberg, 1974,sf.93). Bu 6nemli topolojik invaryanta X in cinsi(genus) denir.

Teorem 12. T',(N) kongriians alt grubunun temel bdlgesinin cinsi

T TR A T
formiilii ile verilir. Burada
0 eger9|N 0 eger 4N
g, = H(H(ﬁn aksi halde , ¢ = H(H(__ID aksi halde
p|N p p|N p

ve 6., =y ¢((t.2)) bigimindedir(Schoeneberg, 1974, sf.103).
N

N< 25 icin elde edilen sonuclari verelim;

g=0 N=1, ..., 10, 12, 13, 16, 25 i¢in;
g=1 N=11, 14, 15,17, ..., 21 i¢in;
g=2 N=22,23 icin;

g=3 N=24icin.

1.10. Graf Teori

X#J bir kiime, Ac XxX bir bagint1 olsun. G=(X,A) ikilisine bir graf (graph) denir. X
in elemanlarma grafin koseleri ve A’nin elemanlarina grafin kenarlar1 denir. (a,b)e A ise
bu durum a—b ile gosterilir. Eger a—b veya a<—b ise a ve b ye bir kenar ile baglanmistir

denir. Bu durumda a ve b ye komsu koseler denir.
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G=(X,A) bir graf ve Ac X olsun. G"=(A,AN AXxA) grafina kise kiimesi A olan G
nin bir alt grafi denir.

a=ay,a,,...,a, =b bir G-grafinin koselerinin bir dizisi olsun. Eger I<i<nigin a, ,
ve a, bir kenar ile baglanmiglarsa a’dan b’ye n-uzunlugunda bir yol vardir denir. Eger a=b
ve d,,d,,...,d, , koselerinin tiimii farkli ise bu yola n-kenarli bir devre denir. Ayrica
a,,a,,, ikilileri i¢in a,—a,,, ise bu devreye yonlenmis bir devre (circuit) denir. Ucg kenarh

bir devreye bir iicgen (triangle), dort kenarli bir devreye bir dortgen (rectangle) ve alt

kenarl1 bir devreye bir altigen (hexagon) denir.

S

H-Dértgen H--Alfigen fagen

Hiperbalik Ug?gé‘?ﬁ kendi ile eglegmis kenar

Sekil 2. Devreler

G=(X,A) bir graf olsun. X iizerinde bir =-bagintisini1 0yle tanimlayalim:
a=b <& a=b veya a’dan b’ye bir yol vardir.
Acik olarak, = bir egdegerlik bagmtisidir. X in kendisi bu bagmntinin esdegerlik

siniflarindan birine esitse G-grafina baglantilidir denir.
Eger X, =-bagintisinin bir esdegerlik smifina esitse (X,,ANX,xX,) baglantili bir

graftir ve bu grafa G-grafinin baglantili bileseni denir.

Iki grafin koseleri arasinda 1-1 ve orten bir doniisiim mevcut ve bu doniisiim komsu
koseleri, komsu koselere gonderiyorsa bu iki grafa izomorf graflar denir (Tsuzuku, 1982,
sf. 186-187).

Simdi anlattiklarimiza daha agiklik kazandirmasi i¢in c¢ok iyi bilinen Farey Grafim

. b X .
ornek verelim: m =21 ve me N olsun. Biitiin —, |y| <m rasyonel sayilarindan olusan kesin
y

monoton artan diziye m. mertebeden Farey dizisi denir ve bu dizi Fy, ile gosterilir, 6rnegin
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Acik olarak F,c F,c Fsc ... ve UFm =Q’dur. Farey graf1 ile Farey dizileri arasindaki

m21

bagintiy1 veren asagidaki teoremi verelim:

Teorem 13. € Q olsun. Bu takdirde asagidakiler esdegerdir;

’

» | =
< | >

@) L e i, F’ de komsu koselerdir.
s y

(ii) Ty —sx = +1

(iii) T ve X birm dogal sayis1 i¢in Fy,,’nin ardisik terimleridir (Jones vd., 1991).
$ y

F nin komsu iki kosesini iist-yar1 diizlemde bulunan ve bu iki kdseden gecen merkezi
reel eksende ve reel eksene dik yari-cemberlerle baglayalim. Bu durumda F nin

kenarlanyla ilgili asagidaki 6nemli sonucu verebiliriz.

Teorem 14. F nin kenarlar1 U= {z e C:Im(z) > O} ist-yar1 diizleminde kesigsmezler.

Ispat. F grafinda LS ve r—,—>£, kenarlarinin kesistigini kabul edelim. ry—sx =%1
sy sy

oldugu g6z oniine alinarak S(z) := -2 secildiginde SeI” ve S(Ej = oo,S(iJ =0 dir.
—SZ+T1 S y
r X’ ) :
Ayrica S(—,) ve S(—,] F de komsu koselerdir.
s y

I' nin elemanlart geodezikleri geodeziklere resmettiginden S(r—,j yi S(L,] ye
S y

birlestiren reel eksene dik yari-cember, 0 noktasini e noktasina birlestiren Re(z)=0 dogru-

parcast ile U/ da kesisir. Dolayisiyla O noktas1 S(r—,j ile S(L,] komsu koseleri
y

N

arasindadir. Bu ise bir 6nceki dnermeye gore celigkidir.
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Sekil 3. Farey Grafi

1.11. imprimitif Hareket

X#J bir kiime olsun. & : X—X bire-bir, orten ise & ye X in bir permiitasyonu denir. X

in tiim permiitasyonlarimin kiimesi S™ ile gosterilir.

£,E eXise £oé, e X oldugu agiktir. S* grubuna X iizerinde simetrik grup denir. S* in

alt gruplarina da X {izerinde permiitasyon gruplan denir.

G, X lizerinde bir permiitasyon grubu olsun. Bu taktirde, G, X lizerinde hareket eder.
Gergekten geG ise g:X—X bire-bir ve Orten bir doniislimdiir. Bu durumda gx:=g(x)
olarak alinirsa (g;g2)x = gi(g2x) ve 1x = x oldugu aciktir. Bu harekete G nin X iizerindeki

dogal hareketi denir ve "(G,X) permiitasyon grubu" ifadesi kullanilir.

(G,X) bir transitif permiitasyon grubu ve R, X iizerinde bir esdegerlik bagintisi olsun.
V(x,y)eR ve Vge G icin (g(x),g(y))eR ise R ye bir G-invaryant esdegerlik bagintisi denir.
Bir G-invaryant esdegerlik bagintisinin denklik siniflarina esdegerlik bagintisinin bloklart

denir. Bu tanima gore;

i) Ozdeslik bagintis1 : (x, y)eR & x=y
ii) Evrensel bagint1 : R = XxX
bagintilarinin G-invaryant esdegerlik bagintilar1 oldugu aciktir (trivial bagintilar).

X iizerinde trivial bagintilarin disinda bir G-invaryant esdegerlik bagintis1 yoksa (G,X)
e primitif, aksi halde imprimitif denir (Biggs ve White, 1979).
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Lemma 3. (G,X) bir transitif permiitasyon grubu, HEG ve bir ae X icin G, < H olsun. Bu
takdirde
R:={ (g(ar), gh(a)) : ge G, heH }
bir G-invaryant esdegerlik bagintisidir. Ayrica
R 6zdeslik bagintisidir & H = G,
(Biggs ve White, 1979).

Lemma 4. (G,X) bir transitif permiitasyon grubu olsun.
(G,X) primitif & Vxe X i¢in Gy, X in maksimal bir alt grubudur
(Biggs ve White, 1979).

Teorem 15. (G,X) bir transitif permiitasyon grubu olsun. G, < H< G ise
g(w=h(a) < g'heH
iyl tamimli bir G-invaryant esdegerlik bagintisidir. Denklik simiflarin sayis1 da |G:H|

indeksidir(Biggs ve White, 1979).

1.12. Alt Yoriingesel Graflar

(G,X) bir transitif permiitasyon grubu olsun. G nin XXX {izerinde ge G olmak iizere

g (ap)—(g), gB)), (ap)eXxX
ile tamimli hareketini gdz Oniine alalim. Bu hareketin yoriingelerine G nin alt yoriingeleri
denir. (o) y1 igeren alt yoriingeyi O(a,p) ile gosterelim. O(o,B) dan bir G(a,) alt
yoriingesel grafim asagidaki gibi elde edelim.

G(a,B) nin koseleri X in elemanlaridir, x, ye X noktalari i¢in (x, y )e O(o.,p) ise x den y
ye yonlenmis bir kenar vardir ve bu durum x—vy olarak gosterilir. Bu kenar1 U-iist yar1
diizleminde bir hiperbolik geodezik olarak cizebiliriz.

Acik olarak O(B,o) da alt yoriingedir. O(a,p) = O(B,o) veya O(a,pB) # OB,or) dir.

Birinci durumda G(a,) = G(B,0) dir ve G(a,) grafinda x—vy ise yine G(o,p) grafinda

y—x saglanir. Bu durumda G(o,fB) grafina kendisiyle eslesmis graf diyecegiz. Ikinci
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durumda G(o,) grafinda x— y ise G(B,a) grafinda y— x saglanir. Bu durumda ise G(a.,[3)

ve G(B,o) graflarina «birbirleriyle eslesmis graf» diyecegiz.

O(a,00)={(x,x): xe X}, XXX in kosegenidir. O(a,o0) ya uygun G(o, o) alt yoriingesel
grafina asikar alt yoriingesel graf denir. Bu graf her bir kosesi ae X olan bir sigramadan

ibarettir.

G, X iizerinde transitif olarak hareket ettiginden bloklar1 transitif olarak permiite eder,

dolayisiyla alt graflarin hepsi izomorftur.

Yukarida 6zetlenen fikirler ilk defa Sims tarafindan ortaya konmus, daha sonra Biggs
ve White sonlu gruplar icin uygulamalar iizerinde durmuslar, ardinda da Tsuzuku bu

diisiinceleri bir kitapta toparlamistir.



2. YAPILAN CALISMALAR VE BULGULAR

N-karesiz icin Nor(N) nin simgesi bulunmustur (Maclachlan, 1981). N-keyfi oldugu

durumda g-cinsi ve 2-periyotlarin diginda yine simgenin tiim invaryantlart bulunmustur
(Akbas ve Singerman, 1992). Hurwitz formiilii dikkate alindiginda normalliyenin bir temel
bolgesinin hiperbolik 6l¢iimiiniin kullanilmasiyla tiim simgenin elde edilecegi goriiliir. Bu
tezde amacimiz normalliyenin alt yoriingesel graflarin1 elde ederek bu problemin

¢Oziilmesi yolunda bir yaklagim getirmektir.
2.1. Nor(N) nin Alt Gruplar:
Bu boliimde calismalarimizda zaman zaman 6nemli kolayliklar saglayan ve Nor(N) nin

yapisint anlamamiza yardime1 olan bazi alt gruplarim verecegiz:

Nor(N) de determinant1 1 olan doniisiimlerin kiimesi, /Vor(N) nin bir alt grubudur ve

FO(N/h2)=(g (I)JFC(N)((I) E)

0} . 2\ e -
1 ile F()(N/h ) nin bir eslenigidir.

[ (N) ile gosterilir.

(). |

0

ae b
We :( N d ] bicimindeki matrislere karsilik gelen doniisiimlerin kiimesi bir
c e
gruptur  ve [, (N) ile gosterilir, burada e||N ve detW,= e>0 dir. 'y (N) nin
elemanlar1 Atkin-Lehner doniisiimleri olarak adlandirilir(Akbas, 1989, sf.36).
Simdi gerekli olan Nor(N) de I’y (N) nin indeksini hesaplayalim. I'. (N),  Nor(N)

nin 2” indeksli normal bir alt grubudur, burada p, N/h’ nin farkli asal ¢arpanlarmin

sayisidir. Ty (N) <T.(N) oldugu agiktr.

Buna gore indeks 1T (N):T', (N)Il=h’c dur, burada 7= (%J (%)
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g

s o22202°N e o _[TioIN
10 ; aksi takdirde 2710 ; aksi takdirde

seklindedir. Gergekten,

a

[.(N), determinanti 1 olan (N/h
c

b/h
d] bicimindeki doniistimlerin kiimesi

oldugundan , yukaridaki ifadelerden yararlanarak;

IFC(N):FO(N)I:NH(H%j I N T [1+1j=h%

pIN plN/2) P
burada
1 1
c=[]1+=1| 7 [T |1+=
pIN p pI(N/L?) p
seklindedir.

Simdi her r tam sayis1 i¢in h(r) yi (h(r))2 It olmak iizere 24 iin en biiyiik bdleni
olacak sekilde yazalim. N, 2°3*K ve (K,6)=1 olacak sekilde yazildiginda, eger
o=2,4,6 veya B=2 ise 7#1 oldugu goriiliir.

p ve T yukaridaki gibi olmak iizere | N or(N):Tj(N)I=2”h*z dur.

Buradan 2”h’z=2"h’s esitligi kolayca elde edilir, burada r,p ve 7 yukaridaki gibi

ve

‘= % : 2|(h(2“))2||N - % , (h(3ﬁ))2:9”N

1 , aksi takdirde 1 , aksi takdirde

olmak iizere s =s,s, seklindedir (Akbas, 1989, sf.38).

Nor(N) nin her V elemamt We Ty, (N) ve Te I'.(N) olmak iizere bir WT ¢arpimu

olarak yazilabilir. Simdiye kadar bahsedilen normalliyenin alt gruplarina gore asagidaki

diyagrami elde ederiz;
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Aar(H)

\
<

,:, N
Nor(N) e (N) w(N) .
veya BN)= ——— , C(N) = , W) = olarak tanimlandiginda,
T, (N) L, (N) T, (N)

IB(N)=2"h*t=2'h’s, IC(N)I=h’c, IW(N)I=2" burada p ves yukandaki gibi ve

r, N nin farkli asal bolenlerinin sayisidir. Boylece;

B}

N

W(N) CEN)

\{I}/

IW(N)NC(N)I=2"" dur. Dolayistyla;

4, 3*|IN ve 2®|IN, 8§=12v3ise
IW(N)NC(N)I=42 , 3*|IN veya 2”||N ise
1 , aksi takdirde
Bu yiizden yalnizca son durumda B(N), W(N) ve C(N) nin bir yari-direkt ¢carpimidir.
Simdi bu alt gruplarin yardimiyla normalliyendeki eliptik elemanlarin mertebelerini
ortaya koyan, daha sonraki boliimlerde irdeleyecegimiz alt yoriingesel graflarla dogrudan
iliskisi olan ve graflardaki devrelerle birlikte yorumlandiginda sayilar teorisinde ilging

neticeler veren asagidaki teoremi ispatlayalim.

Teorem 16. N keyfi bir pozitif tam say1 olsun. Bu durumda Nor(N) yalmzca 2, 3, 4 ve

6 mertebeli periyotlara sahip olabilir ve iistelik;

a) JNor(N), 4. mertebeden en ¢ok bir periyoda sahiptir. Nor(N) nin 4. mertebeden bir

periyoda sahip olmasi i¢cin gerek ve yeter sart ,
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N/h*=2p,“..p," ve i=2,...,r olmak iizere, 2||N/h> ve p, =1(mod4).

b) MNor(N), 6. mertebeden en ¢ok bir periyoda sahiptir. Nor(N) nin 6. mertebeden bir
periyoda sahip olmasi i¢in gerek ve yeter sart,
N/h*=3p,"..p, ve i=2,...,r olmak iizere, 3|| N/h*> ve p, =1(mod3).
c) MNor(N), 3. mertebeden en ¢ok bir periyoda sahiptir. Nor(N) nin 3. mertebeden
bir periyoda sahip olmasi i¢in gerek ve yeter sart,
N/h?=p,“..p% ve i=3,...,r olmak iizere, p, =1(mod3) olmasidir

(Singerman, 1970).

ae %
C% de

hz‘N sartim1 saglayan 24 iin en biiyilk bolenidir. Buradan basit bir hesaplamayla,

ac l/

~ h
= C% de

farzedilirse E eliptik eleman1 i¢in asagidaki ii¢ olasilik s6z konusudur ;

ispat : Nor(N) nin elemanlari bicimindedir, burada e || %2 , det=e>0 ve h,

nin bir eliptik eleman ve a+d=0 ise E’*=I oldugu goriiliir. a+d=*1

i) e=1 ise E’=I
ii) e=2 ise E*=I
i)  e=3 ise B°=I

(i), (ii), (iii) icin benzer yolla hesaplamalar yapalim. e=1 oldugundan ve a+d=1 kabul

a % a-1 %

dir. detE=1 kullamildiginda E*= ve
NI d ¢
h

NS d-1

E’=I elde ederiz. a+d#0 ve e>3 olan durumlara baktigimizda |(a+d)el>2 elde

edebilecegimizden E=

edilir. Buna gore E ya parabolik ya da hiperboliktir. Dolayisiyla her iki durumda da E

sonsuz mertebelidir.

a) Farzedelim ki .Nor(N) nin 4. mertebeden bir periyoda sahip olsun. Bu durumda e=2 dir.
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2a %
CI% 2d

ve detE=4ad-bcN/h’=2 dir. d=1-a esitligi kullamldiginda (2a-1)’ =—1(mod N/h?)

Buna gore 2* || N ve k=1, 3, 5, 7 dir.Boylece E eliptik elemani bicimindedir

denklemi elde edilir. Bu kongriians denkleminin bir ¢oziimii olmasi icin gerek ve yeter

sart p, =1(mod4) olmak iizere N/h*=2p,™..p," , i=2,...,r olmasidir.
Simdi Nor(N) nin 4. mertebeden t tane periyoda sahip oldugunu varsayalim.
2a ly

E= h , 4. mertebeden keyfi bir eliptik eleman olsun. Dolayisiyla buradan

[ %2 20 [2a-1 Y

20% 4d-2| Cl% 2d-1

dir. Bu yiizden 4. mertebeden her periyot, 2modI'.(N) bilesenine sahiptir.Dolayistyla

eI(N)

I (N)=T,(N/h*) vel Nor(N):T(N)=2"" oldugundan T.(N), 2. mertebeden en
az t2"" tane periyoda sahiptir. Teorem 11 den t=1 sonucunu elde ederiz.

b) Nor(N) nin 6. mertebeden bir periyoda sahip olsun. Dolayisiyla 3 veya 3’ || N dir. (a)
da oldugu gibi

3al/

~ h
t Cl% 3d

olsun. detE=9ad-bcN/h’=3 diir. d=1-a esitligi  kullamildiginda 3a(1-a)-bcN/3h*=1

ve detE=3

esitligini elde ederiz. Bu 2{N/h® oldugunu soyler. Buradan (6a-3)" =-3(mod N/3h?)
elde ederiz. Bu kongritans denkleminin bir ¢dziime sahip olmasi icin gerek ve yeter
kosul N /3h% nin tiim p; asal bolenlerinin mod3 e gore 1 e kongrii olmasidir.

Simdi Nor(N) nin 6. mertebeden t tane periyoda sahip oldugunu farzedelim. (a) da

oldugu gibi MNor(N) de 6. mertebeden tiim periyotlarin 2mod I (N) bilesenine sahip

oldugunu ve bu yiizden I'.(N) nin 3. mertebeden en az t2"' tane periyoda sahip

olacagimm gorebiliriz. Teorem 1 ve Teorem 11 kullanildiginda t=1 elde edilir.
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c) Nor(N) 3. mertebeden bir periyoda sahip ise e=1 dir.

et
c%d

olsun. detE=ad—bcN/h’=1dir. Buradan a(1—a)—bcN/h*=1dir.

ve detE=1

Boylece(2a-1)" +4bcN/h® = =3 diir. Bu yiizden 3IN/h® ise 3l(2a—1)* ve dolayisiyla
3%(2a-1)* dir. Bu 3% N/h? oldugunu gosterir. Sonug olarak (2a—1)" = —3(mod N/hz) dir.

Bu kongriians denkleminin  bir ¢oziime sahip olmasi i¢cin gerek ve yeter sart ;
p; =1(mod3) olmak iizere N/h*=3%p,“..p,", a, <1, i=3,.,r dir. Simdi Nor(N), 3.

o
r 0

mertebeden bir periyoda sahip ise 3f N/h? oldugunu gosterelim. Eger N/ h*=3p,..p
p; =1(mod3) ,i=3,....r ise Teorem 11 kullanildiginda I'.(N) nin 3. mertebeden tam

olarak 2"* tane periyoda sahip oldugu ve 2. mertebeden hicbir periyodunun

olmadigin1 gériiriiz. Bu durumda Teorem 1 den 2> = 2”le dir. Dolayisiyla Nor(N),

ica
3. mertebeden bir periyoda sahip olsaydi, t, lerden en az biri 1 olacakti, ki bu
imkansizdir. Bu yiizden .Nor(N) nin 3. mertebeden periyotlara sahip olmasi icin gerek ve
yeter kosul N/h>=3p,“..p,%, p, =1(mod3), i=3,....,r dir. Nor(N) nin 3. mertebeden t
tane periyodu oldugunu kabul edelim, buradan I'.(N) nin 3. mertebeden t2™° tane

periyoda sahip oldugu goriiliir. Ancak I (N) , 3. mertebeden tam t2" tane periyoda

sahiptir. Bu ylizden t=1 dir.

2.2. Nor(N) nin @ Uzerindeki Hareketi

Teorem 17: ', @ tizerinde transitif olarak hareket eder.

. ac .~ a ¢
Ispat: g,ae Q ;Bia ve (a,b)=(c,d)=1 olsun.Bu durumda af —boa=1 ve ¢d—dy=1

olacak sekilde «,f,d,ye Z tam sayilari vardir.
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az+0ol

n(z) = il seklinde tanimlanirsa §(oo) =2 ve 1"(00) _¢

Burada &(z)= —
: bz+f dz+9 b d

olacak sekilde bir F,o‘r]_le I' dontigiimi vardir. Dolayisiyla T' Q iizerinde transitif

olarak hareket eder (Jones vd., 1991).

Teorem 18. I'y(IN) nin (@ iizerindeki hareketi transitif degildir.

Ispat. Aksini varsayalim ve 0, o« € (Q) secelim. Bu durumda I'j(N) nin
a b)(0) (1
N d){1) (0

b
N d) elemani vardir. Bu esitlikten b=1 ve d=1 elde edilir.

olacak sekilde bir A:(
cN

Determinant géz oniine alindiginda bunun a = c= N =1 olmasiyla, diger bir ifadeyle ancak

Ae T durumunda miimkiin oldugu goriiliir.

Teorem 19. NeZ keyfi ve N =2%3%p," ...p * asal ¢arpanlarina parcalanist olsun.

MNor(N) nin (Q) izerinde transitif olarak hareket etmesi icin gerek ve yeter sart

L7, 0053, veo<1:1=3,...,n

olmasidir (Akbas ve Singerman, 1992).

Imprimitif hareket agisindan ele alindiginda transitiflik vazgegilmez sartimizdir.
Dolayisiyla bu kosulun saglanmadigi durumlarda yapilacak is transitifligin saglandigi
maksimal alt kiimeyi bulmaktir. Simdi bu konuda bize biiyiik kolaylik saglayacak olan

asagidaki sonucu elde edelim.

k k
Lemma S. Bir EER, (s#0, (k,s)=1) rasyonel sayis1 verildiginde A(—j = (—1} S, |N
S S S

kosulunu saglayan bir AeI'((N) vardir.
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. a bl(k ak +bs .
Ispat. = dir. Buna gore
cN d/\s Nck +ds

Nck +ds=(N,s)...(1)

esitligini saglayan {c.d} ciftlerini buluruz, dolayisiyla s, =(N,s) isteneni saglar.

Nk , =1 oldugundan (1) esitligini saglayan bir {c,,d,} ¢ifti mevcuttur. Bu
(N,s) (N.s)

yiizden (1) in genel ¢coziimii;

cmep bt
(N,s)"
...(2)
d=d, —& , ne
(N, k)"

olarak elde edilir. N=q,™q," ...qk(]ak“ , N nin asal carpanlara parcalanisi olsun.

Hem (2) deki kosullart saglayan, hem de (Nc,,d,)=1 sartim1 saglayan bir

{c..d,}¢iftinin varoldugunu gostermek zorundayiz. (d,,N)=1 ise ispatlamaya deger bir

sey yoktur. (d,,N)>1 ise d,, N ile ortak bolene sahiptir, buna d, =d, —?&—Nl; q, diyelim.
.S
S, Nk . N
(1) esitligi yiiziinden qo,m =1 dir, bu yiizden (2) de n=1 alarak qo|dl sartini
.S

saglayan bir d, tamsayisi elde ederiz.

q,Nk

(d,,N)>1 ise d;, N ile bir ortak ¢arpana sahiptir, buna q, diyelim. d, =d, - (N.s)
.S

olsun, bu durumda d,’de q, ve q, carpanlart yoktur. (d,,N)>1 ise d,, N ile bir ortak

carpana sahiptir, buna q, diyelim. Bu islem siirdiiriildiigii taktirde su sonucu ulaglir;

d,=d, —% ( ve dolayisiyla d,’de q,, q,, q, ¢arpanlar1 yoktur)
Nk
do o= k“_% ( ve dolayisiyla d, ,,’de q,, q,, ..., q,, ¢arpanlar

yoktur)
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Béylece (d, ,,,N)=1 dir. d,=d, ,,+1 olsun ve c’ye de c, diyelim, buna gore

(Nc,,d,) =1 dir. Buradan ¢ikan sonu¢ sudur; en az bir A< I'j(N) eleman1 mevcut (aslinda

sonsuz ¢oklukta) dyle ki A(Ej = [EJ . S, |N dir.
S S,

Lemma 6. dN ve (a,,d)=(a,,d)=1 olsun. Bu durumda t= (d%) olmak iizere,

a a, .
d ve d esleniktir < a, =a, (modt).

. a b a aa, +bd, a, ) .. .
Ispat. A= aliirsa A = = dir. Bu ylizden
cN d d, Na,c+dd, d,

N
Na,c+dd, =d, veya d—alc+d=1
1

aa,—a, =0 (mod d,) = aa, —a, =0 (modt)

detA dan ad=1(modt) elde edilir ve yukaridan d=1 (modt) dir. Bu yiizden

a=1(modt). aa,—a,=0 (modt) oldugundan a, =a, (modt) dir.

Teorem 20. dIN olsun. % nin I'j(N) ile hareketiyle olusan yoriinge

A1_)1X_h- —da=x2 N
(dj—{yeQ.(N,y) d,a_xdmod(d,dj}

. a
kiimesidir. Ustelik (d]’ dIN yériingelerinin sayist @(d,N/d), ¢-Euler fonkiyonudur

(Akbas ve Singerman, 1992).

Ispat . n(N):Z(p((d,%))-parabolik sinif sayist ve Lemma 6 kullanilirsa kolayca

dN

gosterilebilir.
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2.3. N-karesiz icin MNor(N) nin Alt Yoriingesel Graflar:

N nin se¢iminden dolay1 Nor(N), @ tizerinde transitif olarak hareket eder.
G= MNor(N), H=I'o(N) ve Q:@ olarak secildiginde, N>1 icin
I', <I';(N)<Nor(N)
oldugu aciktir.
= ile I'o(N) tarafindan @ izerine indirgenen -invaryant esdegerlik bagintisini
gosterelim. Diger taraftan
V=£,W=§E© oyle ki (5N)=e, v PTG
S y (y,N)=e, Y=Y,
alalim. Buna gore e=N/e, ve f =N/e, ise Nor(N) nin
re D L ,
g= (SIN dlej,detg =e ve g= [le dzfj,detg =f
elemanlarinin oo u sirasiyla v ve w ya resmettigi goriiliir. Buradan da
v=w oe=f
gerek ve yeter sart1 elde edilir. Imprimitif hareketin neticesinde olusan bloklarin sayis1

W(N)=|Nor(N):Ty(N)|.

Lemma 7. W(N)=2" oyle ki r, N yi bolen asal ¢arpanlarin sayisidir (Akbas ve Baskan,
1996).

Teorem 21. r _,fe A, , olmasi icin gerek ve yeter sart deeZ :e | N ve %S .
sy '

Ayrica (n,e)=e,,n=nge, ,e=ee, ise

a) ry—sx=n, vex=e,ur (modn,), y=eus(modn,) yada
b) ry-sx=n, vex=-eur(modn,),y=-eus(modn,)
(Akbas ve Baskan, 1996).

ispat. ~>Xe A,, olsun. Bu durumda 3 Te MNor(N) 6.k.
s Yy
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T
(W’EJH[E’EJ T(oo):£ , T(Ejzidlr
n Sy S njy

T(eoy= 28 =L yep[ %] 2cutbn _x
cN s n cNu+dn vy

Determinant ade’ —bcN= e oldugundan r=a ve s=cN/e , yani % < elde ederiz.

ac b
matrisinin determinanti 1 oldugundan
cN/e

(aeu+bn,cNu/e+dn)=1.

ae b))l u) (ae aeu+bn | (ae e (acu+bn)
¢cN de)l0 n) (cN cNu+den) (cN e (cNu/e+dn)
_ (=D'er (—l)jenx
(=D'es (=D'e,y

Boylece,

burada i, j =0,1, elde edilir. i, j =0 ise
ae=er, e;(ae, u+bn, )=e.x, cN=es, e e, (cNu/ e+dn)=e,y .
Buradan x = ae,u + bn, ve y = cNue,/e+ dne, , dolayisiyla x = e ur (modn,) ve

y =e,us (modn,). Determinant alindiginda ry—sx =n, sartinin da saglandig1 goriiliir,

bdylece (a) ger¢eklenir. Benzer sekilde

i=1 ve j=0 i¢in (b)

i=j=-1icin (a)

i=0 ve j=1 icin (b)
elde edilir.

Tersine olarak (a) nin saglandigini kabul edelim. Bu durumda 3 b,de Z 6.k.
Xx=eur+bn, vey=eus+dne,
.. [re b N r u . X i . .
Simdi € MNor(N) oldugunu ve o’ u — ye, — yi — ye resmettigini gosterelim.
se de S n-y
ry—sx=n1n, ve %| S oldugu goz 6niine alindiginda rde* —bse= e bulunur, bu da yukaridaki

matrisin Nor(N) nin elemani oldugunu gosterir.
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re r reu+bn e (reu+bn X 4.
Son olarak —=~ ve =& (e D — . Boylece
se s seu+den e (seu+dn) 'y

(re;u+bn,,se;u+den)=1.

(b) saglandiginda da ispat benzer sekilde yapilir.

Teorem 22. A kendisiyle-eslesmistir : < Je IN 6.k.N |ne ve u’e =-1(mod n) (Akbas

ve Baskan, 1996).

Ispat A, , kendisiyle-eslesmis olsun. Bu durumda 3 Te Nor(N) 6.k.
(=2 )()
oo, — —| — , 00 .
n n
. ue b D
MNor(N) nin bunu gercekleyen eleman T:{ j, detT=e biciminde olmak zorundadir.
ne -ue

Buradanda ¢|N , N |ne ve u’e =-1(modn) kolayca elde edilir.

Tersine olarak e | N 6.k. N |ne ve u’e=-1(modn) olsun. u’e=-1(modn) oldugundan

3 b eZ .k —u’e-bn=1, yani —u’e —bne=e. Bu yiizden

ue b )
( ] e MNor(N)
ne -ue

ve istenen kosullar saglanir.

24. N=qp2 icin Mor(N) nin Alt Yoriingesel Graflar:

Burada g=1 veya qe P, p=3 ve pe P, g#p olsun. N nin se¢iminden &tiirii Nor(N) o)

izerinde transitif degildir. Bu durumda amacimiz Nor(N) nin (Q) izerinde transitif olarak

hareket ettigi maksimal alt kiimeyi elde etmektir.

Lemma 8. Fo(qu) nin (Q) tizerindeki hareketinin yoriingeleri;

e o)
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o [0k
o))

bi¢imindedir. Burada 1, t,, ...,t _, lerin herhangi iki tanesi mod p ye gore kongrii degiller

p-1

ve t;,1=2, 3, ..., p-1 ler q4i veya q|i durumuna gore i ya da p+i ye esittir.

Lemma 9. JV"or(qu) nin (Q) tizerindeki hareketinin yoriingeleri, /€ {1,2,...,p—1} olmak

tizere, asagidaki gibidir:

N A raX

MMM
e (MMM
(ke

Ispat. Yalnizca (1) i ispatlayalim, digerleri de benzer sekilde yapilir.

l

b) gflvel=p (modq) ise (
p

ac b
T =( 2 g ]e MNor(qp®) olsun. Bu durumda e=1, g, pz, qu olmak zorundadir.
gpc de

b\(1
( a ]( j:ﬂ,detzezl oldugundan

l
1) e=1 olsun. T( ] 5 >
p) \gpc d)\p) gpcl+dp

(al+bp , qpcl+dp )=1.

al+bp X e 2
= elde edilir, ¢iinkii ( qp°, p(qpc/+d) )= p. Buradan
p(apel+d) ) \p

x= (al+bp)(gpcl+d )mod p ve ad—bc(qu):l oldugundan x= / (mod p) .

1 b \(I
ii) e=q olsun. T( ]z[aqz J( quzal;bp'
p qp- dq){p) gqpcl+qdp
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ga b)) . ) 5
s nin determinant1 1 oldugundan
qp ¢

(qal+bp , pcl+d )=1.

qal+bp X ce 2
Dolayisiyla = elde edilir, ¢linkii ( qp”, qp(pc/+d) )= qp. Buradan
qp(pci+d) ) \qp

x= (qal+bp)(pcl+d)mod p ve determinant kullanildiginda

x= [ (mod p).

l l
Buna gore ( ]u[ ] ayn1 yoriingede olmak zorundadir.
P qp

! b (!
iii) e=p” olsun. T( ]:(apz ZJ[ J:—apl+b2 )
p gp’c dp’ )\p) qpcl+dp

apl+b X e o 2
= elde edilir, ¢linkii (qp”, p(qcl+dp))= p. Buradan
p(qel+dp)) \p

x= (apl+b)(qcl+dp)modp ve determinant kullanildiginda

x= -I (mod p).

[
P

! > b (1!
iv) e=qp” olsun. T( j:(aqu’ ZJ( j:&wz'
p) \gp’c dgp’ )\p) qpel/+dgp

agp/ +b X ce )
= elde edilir, ¢iinkii (qp~, gp(cl+dp))= qp. Buradan
qp(ci+dp) ) \qp

-1
Buna gore ( ju(p J ayni yoriingede olmak zorundadir.
p

x= (aqpl+b)(cl+dp)mod p ve determinant kullanildiginda

x= -/ (mod p).

l -1
Buna gore ( ]u[p J ayn1 yoriingede olmak zorundadir.
P qp
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Sonug 1. JV"or(qu) nin Q iizerinde transitif olarak hareket ettigi maksimal alt kiime
A~ L, (1 1 1 1
Qap)=| (Y] Y| LY ] -
1) {a) \p qap

a
Simdi imprimitif hareketi irdeleyelim. T=|
gpc dq

No :<FO (qu),T> ile tammlayalim. Bu durumda ‘J\/" or(qp’): NO‘ =2. Diger taraftan

elemanini goz Oniine alalim ve

G= Nor(qp?), H= Ny ve Q=Q(qp*)
olarak secildiginde,
Nor(qp®).. < N, <N or(gp*)

oldugu agiktir.

= ile Ny tarafindan Q(qu) izerine indirgenen JM-invaryant esdegerlik bagintisim

gosterelim. . Imprimitif hareketin neticesinde olusan bloklar

() = Mo

oldugu aciktir.

Teorem 23. E,i € [e=] olsun. Bu durumda bir £—>£ € Fu’p2 kenarinin olmasi i¢in gerek
ve yeter kosul ’ ’
(i) p’ls veqp’ts ise a) x=qur(modp?), y=qus(modgp?),ry—sx =p> veya

b) x =—qur(modp?), y=qus(modqp’), ry —sx = —p’

(i) qp’ls ise a) x =ur(modp’),y=us(modp’),ry—sx=p°> veya

b) x=-ur(modp’), y=—us(modqp’), ry —sx =—p
olmasidir.

Ispat. I X E o2 olsun. (i) p2|s ve quJ(s kabul edelim. Bu durumda 3 Te J\/br(qu)
sy ’

0.k.
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5 5 a
gp“ts oldugundan T =

5 ] biciminde olmak zorundadir.
gpc dq

T(o0) = g _CDr esitliginden r=(=1)'a ve s=(-1)'p’c, i=0,1.

S gpic (=D)'s

2 -1 aq b
T(lj __dautbp _(=D'x ,j=0,1. ( 1 dj matrisinin determinanti 1,
q p

p’) qplcu+qdp’ (-D)'y ¢

(u, p)=1 ve (qau+bp’, q)=1

oldugundan
( qau+bp?, qp°cu+qdp” )=1.
Dolayisiyla x =(-1) ¥(qau+bp?), y = (-1) (gp*cu+qdp?) .
Buradan x =(-1) "*'qau(mod p?) ve y =(-1) *'gsu(mod p?) elde edilir.
Diger taraftan i, j=0,1 i¢in
ag b1 u) ((-D'qr (-D'x
(quc qdj[o sz ) [(—l)i gs (=1 yj '
Determinanttan ry—sx = * p2 elde edilir. Boylece ispatin (i)-kismi tamamlanur.

Simdi gp’|s kabul edelim. Bu durumda

a b
T:{ ) J detT=1
gpec d

a (-D'r

bi¢iminde olmak zorundadir. Bu yiizden T(ec) =——= — esitliginden
qgpc (=D’s

a=(=1)'r ve gp’c=(-1)'s.

ifadesinden

2 1y
Benzer sekilde T 12 = a;1+bp > :( 1).X
p°) gpcu+dp” (=D'y

x = (=1)™ ur(mod p*) ve y=(=1)""us(modp?)

elde edilir. i =j =0 veya 1 ise (ii) a) i=1 ve j=0 veya i=0 ve j=1 durumlarinda da (ii) b) elde

edilir.
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Ters yonlii ispat1 yalmzca (i) a) icin yapahm, digerleri de benzer sekildedir. p*|s ve

qp’ts, ayrica x =qur(mod p®), y = qus(mod gp*), ry —sx = p> kabul edelim. Bu durumda

3 b,deZ 6.k. x= qur+bp® ve y = qsu+qdp’ . ry-sx =+ p* oldugundan qrd-bs=1, yani

r
q2 rd—gbs=q elde edilir. Buna gore T, = (q
gs

b
e N, ve T(w)== , T| = |=2 oldugu
qd s P )y

aciktir.
Lemma 10. Nor(gp®) nin E o2 alt yoriingesel grafinin kenarlar1 U/ da kesismez.

Ispat.  Genellikten bir sey kaybetmeksizin, @(qu) tizerindeki hareket transitif

5 u X X X u X
oldugundan co— —, o —2 ve —5<—<—%
p

y.p Y.P yp P Y.p

alabiliriz.

X, X, X, _u _ X,
T ; Ve 7 <7< 2

yp y.p b P Y.P

oldugundan

X X,
XY, —X,y,=-lve —<u<—
Vi Y2

elde edilir. Buradan 1 -~ *2 < y-*2 < 0. Buna gore YoX TR Y WaTXe ),
Yi Y Y2 Y1¥2 Y2

Dolayisiyla -t <uy, —X, <0, bu ise bir ¢eliskidir.

Y.

Teorem 24. Nor(qp®) nin E o alt yoriingesel grafinin bir dortgen icermesi i¢in gerek ve

yeter sart q=2 ve 20°+2u+1=0 (mod pz) olmasidir.

k m S X
2o Mo % o

0 n, th Yo L

Ispat. F , nin bir Ky

u,p

dortgeni icerdigini kabul edelim. Ny

F , nin kenar ve koselerini transitif olarak permiite ettiginden, verilen dortgeni N

u,p

altinda 1 Lmo X, Kk — 1 dortgenine resmedebiliriz. Ustelik genellikten bir sey
g I 0

P y
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kaybetmeden £2<£<5 farzedebiliriz. Burada siirekli bir onceki teoremi kullanacagiz.
p Yy

%_)% dan /= p2 elde edilir. l—>22 den m = u (mod pz). 22 — 2 den

X = —gmu (mod pz) , ¥y = —qmu (mod qu) ve my — pzx = _p2

Dolayisiylad y,eZ d.k. y = qp” Y, VEX = —qu’ (mod p?). Ustelik,

mqy,—Xx=-1 3)
E — l kenarindan,
[ 0
quk=—1(mod p?) )
- X k
(3) kullanildiginda ve ————- kenarindan
Py, P
= -u(mqy,+1) (modp’) ve (mqy,+1)-qyk=-1 (5)

Bu durumda

qy, (m—k)=-2 (6)

Sonug olarak q=1 veyaq=2. gq=1ise y, =1veya2, m-k=-1,-2. y, =1 ise k=m+2.
(5) kullamldiginda m+2 = -u ( m+1 )(mod pz). Dolayisiyla u’+2u+2 = 0 (mod pz).
(4) kullanildiginda u ( m+2 )+1= 0 (mod p*) veya u>+ 2u + 1 = 0 (mod p*). Buradan

1= 0 (mod p2) celigkisi elde edilir.

Simdi y, =2 olsun. Bu durumda m-k = -1, yani k = m+1. (4) den w’+u+1=0(mod

pz). (3) den x = 1+2m. x = —qu2 (mod p2) oldugundan 2m+1= ~u® (mod pz) veya
uw’+2u + 1 = 0 (mod p*). Béylece u> + u + 1 = 0 (mod p) ile birlikte u= 0 (mod p?)
celiskisi elde edilir. Sonu¢ olarak =2, dolayisiyla da y, = 1 olmak zorundadir.

X = —qu2 (mod p2) vemqy,—x =-1 den 2u”+2u+ 1= 0 (mod pz) elde edilir.

L >% esitsizliginde 2u>— 2u + 1 = 0 (mod p°) elde edilir.
y
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i
u 2unzxl utl
p* 2p’ p’

Sekil 4. Nor(N) deki H-Dortgen

Tersine olarak g=2 ve 2u”#2u+ 1 = 0 (mod p?) farzedelim. Bu durumda bir 6nceki
teoremden

1 u 2uxl  uz=l 1

— —

2—) 2—>2
0 p 2p p 0

devresinin F o de bir dortgen oldugu goriiliir.

Teorem 25. J\/’or(qp2) nin F 2 alt yoriingesel grafinin bir altigen icermesi i¢in gerek ve

yeter sart g=3 ve 3u+3u+ 1= 0(mod p2) olmasidir.

Ispat. Bir onceki teoremden goriildiigii iizere bu altigen

X, X, X, x, 1

— — - — > ——— (7
p’ < qyp’ < ypp© < qyp’ < p° 0

u
2

1
——>
0
bigiminde secilebilir. Buradaki tiim harfler pozitif tamsayidir. Ikinci kenardan
X, = —qu2 (mod pz) ve Xx,=quy,+1 elde edilir. Buradan
qu’+ qu y,+1 = 0 (mod p) ®)

denklemini elde edecegiz. Altinci kenardan x,= u+y, (mod p®) oldugu agiktir. Devremiz

periyodik ve periyodu da 1 oldugundan, her bir kenara 1 eklenmesi durumunda 0 < y, < P

olmak zorundadir. Aksi halde Lemma 10 geregi y,, y,, y,ler den birisi O olmak zorunda

ki bu celiskidir. (7) den
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—qu qu2+q2uy1+1
T= p e Ny

qp’>  qu+qy,

Buradan —! > = qauy, tl =T (lJ oldugu hemen c¢ikar. Sonraki adimda o B (lj
qQyp”  qy,p 0 Y2P

oldugunu gosterelim. Bunun icin 6ncelikle X—ZZST3 (%) oldugunu gostermeliyiz. Aksi
Y2P

2 —
halde X—Zz <T’ (lj olur, dyle kabul edelim, yani u@y, =h+y, < X22 . Dolayisiyla
0

YoP GV VR
uy, (qY12_1)+Y1 Y2<X2(q3’12_1) )
elde edilir. 321 % ve 12< X22 oldugundan, Teorem 11 kullanildiginda

P’ ¥.p° P Yop
qQuy, >y, + Y, Y, =9X,y,—y, ve—uy,>— x, elde edilir. (9) dan

qu Y12 Y, —uy2t+ Y, ¥,< qX, Yy, *q y,. Buna gore —y ,+y, y,< 0, bu bir celiskidir. Bu

2

yiizden —2 <T° (%) Bu durumda altigenin bir kisesi T° (%) olmalidir, aksi halde
¥.P

Lemma 13 ile bir ¢eliski elde edilir. Bu yiizden esitligin saglanmadigi durumda,

T (lj = X4 (22N by da celiski ) olur. Sonug olarak —2 =T (lj .
2 2 2
0) p p Y,p 0

Simdi son olarak

Xs s (1) _quy, @y, ~2)+qy,’ -1
qy,p’ 0 ap’y,(qy,” —2)

X3
2

qy,p

esitligini elde edelim. Yukarida oldugu gibi >T* (%) olsun. Buradan

quy,y, (qy,*-2) + qy,’y;—y5< X3y, (qy,’-2) (10)

u@y, -D+y, X,
p’(qy, -1  qy,p

> oldugundan, Teorem 22 den

Xy, (qy,*=1) = y, +qy,’y, +quy,y; (qy,’~1) (11)
Bunu (10) da yerine yazdigimizda
y, (X3—quy;) <y, +y, (12)
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X u-+ -
3 —2},1 oldugundan,

ay;p® P
X;= quy; + qyy; —1 (13)
Bu durumda (12) den
ay;Ys< 2y, +, (14)
esitsizligi elde edilir. Diger taraftan Teorem 22 ile altigenden asagidaki bes kongriians
denklemi elde edilir,
X, =—qu’(mod p”)
X, =—ux,(modp?)
X; =—qux,(mod p*)
X, =-ux,(modp*)
= —qux, (mod p*)
Bu kongriianslardan q*u®+1=0(mod p?) sonucu kolayca ¢ikar. Bu ve (8) deki kongriianstan

y, (qy,’~1)=0(mod p°) (15)

Simdi (14) e geri dénelim. Bu esitsizlik yalnizca qy,”= 2, 3 veya 4 i¢in saglanr.

Ancak (15) kongriians1 bir ¢eliski dogurur. Bu ylizden LZ <T* (%} Yukarida oldugu
qy,p

X X
3 4
v 2

qysp> P

gibi T* (%) altigende bir kose olmak zorundadir. Boylece T* (%) = v %

2 _ 2 _
T (lj L (qzll 2)2+ ay, —1 = X_‘z‘ = Lzyl ise  qy,(qy,"—2)=1, bu bir geliskidir.
0 apy,(qy,” —2) p p

X3

qy;p”

T (%)z% ise qy,’~2 = 0. Ancak bu (15) ile geligir. Bu yiizden T* (%j:

2 2 _

Dolayisiyla T* (lj = qu}Il(qZI 2)2+ w1 - X_g - LZYI elde edilir. Buradan
0 ar’y,(qy," —2) p p

quy, (qy,”-2)+qy,’~1-(u+y,)qy,(qy,”’~2) = 1. Bu esitlikten de qy,’(3— qy,’) = 0 elde

edilir. Bu q=3 ve y, =1 neticesini verir. Dolayisiyla sonugta q=3 ve 3u+3u+1=0

(mod p?) elde edilir. Eger devre azalan alinsaydi, g=3 ve 3u’=3u + 1 =0(modp?) sonucu

bulunacakti.
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@ —
U Znzxl 2uzxl 3uxz utl
p* 3p° 2p’ 3p° p’

Sekil 5. Nor(N) deki H-Altigen

Tersine olarak 3u”+ 3u + 1 =0(mod p?) olsun. Bu durumda Teorem 22 den

1 u 3uxl 2uxl 3ux2 uzl 1
—>— — — —— (16)
0 p 3p

2p2 3p2 p2 0

devresinin F o de bir altigen oldugu goriiliir. B

2.5. N=22p2 (h #1)icin MNor(N) nin Alt Yoriingesel Graflar

Burada N =2%p® alimirsa, h = 2mn3 [@23min{LIB2I_ 5 o1qugundan ve

ae  b/h S 2 : o
, €|IN/h” g6z 6niine alinirsa det = e =1, p” olabilir. Yani; normalliyenin
cN/h de

elemanlar

b/2 > b/2
a2 ,det=1 ve ap ) , det=p2
2pc d 2p’c dp

olabilir. Ayrica N nin seciminden otiirii Nor(N) Q iizerinde transitif degildir.

Lemma 11. F0(22p2) nin Q iizerindeki hareketinin yoriingeleri;

o I,
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o (G-
p) \p |y
Lo o HanH 1)
(iii) , , , seees
2p)°\ 2p J\2p )\ 2p 2p
v (ol G 5
(iv) B P S S I N I IO I
2°p)\ 27p )\ 27p) \ 2°p 2°p

Teorem 26. JV”or(Zzpz) nin (Q) iizerinde transitif olarak hareket ettigi maksimal alt

kiimelerden biri
A (22 2) 1 1 1 1 1 1 dic
P 1 2 22 p2 2p2 22p2 ’

. 1
Ispat. Yapilmasi gereken [J -yoriingesinin JV“or(22p2) ile hareketini incelemektir.

a b/2
e det=1 eleman1 g6z Oniine alindiginda:

2p’c
b b
a 1 a+ 2a+b
A [ ] = A =( 5 J elemanini E ile gosterelim, elde edilir.
2p%c d )\l 2plc+d 2(2pc+d)

1 1 1
(i) b-tek ve d-tek oldugunda, acik¢a Ee (J , dolayisiyla (J U (J

.. ) . 2a+b 1
(i1) b-tek ve d-¢ift oldugunda, E, = 2(plc+d,) € 5 | dolayistyla

M)

2 o < .
R R j , det=p” eleman1 g6z 6niine alindiginda:

ap® b/2
2pc dp

> b/2)(1 2ap> +b
ap2 s = ?p elemanini D ile gosterelim, elde edilir.
2p°c dp )\ 2p°(2c+d)

1 1 1 1 1
1i1)b-tek ve d-tek oldugunda, acikca De , dolayisiyla U U U
. ¢ e [2192] Y (J @ (ZJ (2p2j
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*+b 1
(iv)b-¢ift ve d-tek oldugunda, D = [ P TP j [ ] dolay1siyla
p’

p ’(2c+d)
HEHEEIRRIRAY

2 “lop?

(v) b-tek ve d-¢ift oldugunda, D =

S
HEHEE

(2 *(c+d,)
Simdi imprimitif hareketi irdeleyelim;

Ao Maw Mo )2

Ge= Nor-(2°p?) :<((1) 3> ve Q= Q2%

a b/2)( ap® b
H =Ny2’p*)={ {T,(2°p?), ,
0(2°p%) o( p) [21)20 d J [zzpzc dsz

A B

G = Nor(2*p?)
olarak tanimlandiginda

Noro(27p?) < No(2°p?) < Nor(2°p?)

oldugu aciktir.

Burada A’=I <a+d=*1 ve B’=I dir. Dolayisiyla
[Vor(2°p*):Ty(2°p*)| =12 ve |N,(2°p*):T,(2°p)| =6
oldugundan ‘J\f’or(22p2) :N,(2°p )‘ =2 olarak elde edilir.

2°p’a b

Actkca Nor(2*pH)= Ny(2°p*) U
¢ike (2°p7)= No(2p") Yo 2pid

JNO(ZZpZ) bicimindedir.

=ile N0(22p2) tarafindan Q (22p2) izerine indirgenen JV-invaryant esdegerlik bagintisim

gosterelim. . Imprimitif hareketin neticesinde
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Ao o ) MG
bloklars elde edilir.

Teorem 27. £, € [=] olsun. Bu durumda bir L - X € F , kenan vardir &
S

S y u,p

< >

@) 2’p’|sise x=+ur (modp?),y==+us(modp®) ve ry—sx=+p>
(i)  2p’sise x =% 2ur (modp?),y=+2us(modp?) ve ry—sx =+ 2p
(iii)  p*sise x == 4ur (modp®),y ==+ 4us(modp®) ve ry-sx = +p

(iv) 2% sise x =ur+b:be Z,y=+us(modp®) very-sx ==+ 1

Ispat. "Gerek Sart": I Xe E o oldugundan
sy ’

T
3 Te Nor(2%p®) 6.k. (m,lzj_)(i,ij - T(eo)=L | T(%):f dir.
p s'y s \p*) y

b

a
@) 22p2| s ise T=(22 5 (J olmak zorundadir. ad—22p2bc:1 oldugundan a-¢ift olamaz.
pc

T(e0)= =L = r=a , s=2'p%

T M ﬂ—i = x =ztur(modp?) =tus(mod p?)
P’ 2’p’cu+dp’ y o Pl ’

a b)(l u +bp’
Ayrica |, , , |= a auTop matrisinin yukaridaki esitliklerle
2°p’c d)l0 p 2°p’c 2°p’cu+dp’

T

X
beraber [ ] ve ry—sx = £p’ oldugu aciktir.
sy

a

b/2
(ii) 2p2| s ise T=(2 s d J ve (ad—pzbc=1 oldugundan a tek ya da ¢ift olabilir) a-tek
pc

olmak zorundadir.

a 2
T(o0)= =— = r=a , s=2pc
() 2p’c s P
T u 2au +bp’ X N our(modp?) +2us(mod p*)
— | —=— X = x2ur(mo y =T us(Imo
p’) 2°pcu+2dp’ y P g P
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a b)(l u +bp’/2
Ayrica |, , , |= a2 au2 P , | matrisinin her elemani 2 ile
2°pc dJ\0 p 2p°c 2p°cu+dp

2 2au +bp’
carpildiginda ( 5 az auTop

S, , | matrisinin determinantinin yukaridaki esitliklerle
2°pc 2°pcu+2dp

beraber degerlendirildiginde ry-sx=+ 2p” oldugu goriiliir.

a b/2
(iii) pl s ise T=(2 R j ve a-cift olmak zorundadir.
pc
a a, 1
T(c0)= =L2=— = r=a, , s=pc
() 2p’c pc s 0 P

— =— = x=tdur(modp’) , y==4us(modp?)

? 2°p’cu+2dp® vy

T(HJ: 2au +bp’ X
P

a b)(l u +bp’/2
Ayrica |, , , |= a2 au2 P , | matrisinin her elemani 2 ile
2°pc dJ\0 p 2p°c 2p°cu+dp

2 2au +bp’
garplldlgmda( 5 az auTop

. , | matrisinin determinantinin yukaridaki esitliklerle
2°pc 2°p°cu+2dp

beraber degerlendirildiginde ry—sx== p2 oldugu goriiliir.

2

b

(iv) 22| s ise T= ?pz , | olmak zorundadir.
2°pc dp

ad—22p2bc: p2 oldugundan a-¢ift olamaz.

ap” ot

T(c0)= =— = r=a , s=2%
(=) 22pzc S
T i — ﬂ—i = x=4ur+b = tus(mod 2)
P’ 2’cu+dp® vy B YT b

ap b/p)(1 u ap aup +bp L .
Ayrica | _, 5 |=] s 5 , | matrisinin her elemani p ile
2°pc dp J\O p 2°pc 2°pcu+dp

a au+b

boliindiigiinde
g [220 2°cu+dp’

] matrisinin determinantinin yukaridaki esitliklerle

beraber degerlendirildiginde ry—sx=%1 oldugu goriiliir.

"Yeter Sart":
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(i) 2°p?s ise x=+ur (modp?),y==us(modp?) ve ry—sx=+p> olsun. Bu durumda
A b,de Z oyleki x =ur+bp” ve y=us+dp” dir. Bu esitlikler determinantta yerine
konuldugunda

r(us +bp’)—s(ur+dp°) =rdp® —bsp” =p’

elde edilir. Buna gore

T, =

(U

r b
( d} detT,=1 ve 2%p’| s yani N|s oldugu goz oniine alindiginda
S

T,e[,(2°p*) € N,(2°p?) dir.

(i) 2p*s ise x ==+ 2ur (modp?),y ==+ 2us(modp*) ve ry—sx = + 2p” olsun. Bu durumda
db,de Z dyleki x =2ur+bp” ve y=2us+dp’ dir. Bu esitlikler determinantta yerine

konuldugunda

r(2us +bp®) —s(2ur +dp’) = rdp> —bsp” = 2p’
esitliginin her iki tarafi 2p* ile boliindiigiinde r% —b% =1. Buna gore
b
N
d
s %

oldugundan N0(22p2) nin A-formundaki bir elemanidir.

T, = , detT,=1 ve 2p|s

(iii) p’|s ise x == 4ur (modp®) , y =+ 4us(mod p®) ve ry-sx = *p> olsun. Bu durumda
A b,de Z oyleki x =4ur+bp” ve y=4us+dp” dir. Bu esitlikler determinantta yerine

konuldugunda

r(4us +bp”>) —s(4ur +dp”) = rdp® —bsp® =p°

b
r
T, ::( AJ, detT,=1 ve 2p’|s

2s d

elde edilir. Buna gore

oldugundan Ny(2?p?) nin A-formundaki bir elemanidur.

(iv) 22| s ise x =ur+b : be Z, y =+ us(modp’) ve ry—sx = * 1 olsun. Bu durumda

dde Z oyleki y=us+dp” dir. Bu esitlikler determinantta yerine konuldugunda
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r(us+dp*) —s(ur+b) =rdp’ —bs =1
esitliginin her iki tarafi p* ile ¢arpildiginda rdp* —bsp”> = p”. Buna gore

b
T, ::(rpz , |- detTy=p* ve 2°s
sp” dp

oldugundan Ny(2?p?) nin B-formundaki bir elemamdir. m

Teorem 28. Nor(N) nin F 2 alt yoriingesel grafinin bir iicgen icermesi icin gerek ve

yeter kosul 4u’+2u+1=0(mod p*) olmasidir.

Ispat. =" @ (22p2) tizerindeki hareket transitif oldugundan, genellikten bir sey
kaybetmeden devreyi

w .y
00— — = o0
X zZ

biciminde kabul edebiliriz. Teorem 26 (i)’den w =+ u ( mod p2) ,x=xk p2 ke Z ve
ry—sx = * p’, dolayisiyla x= p” dir.

1 u y 1
e e e
0 p z 0

Teorem 26 dan ry-sx ==1, + p2 ,t 2p2 , dolayisiylaz = %1, £ p2 , t 2p2 olabilir.

(1) z=11ise 2.kenardan Teorem 26 (iii) geregi u—yp2 =% p2 , ancak (u, pz):l oldugundan

bu bir celigkidir.

(1) z= p2 ise 2. kenardan Teorem 26 (iii) geregi upz—yp2 =% p2 yani y = u-1, ayrica
y= +4u? (modpz) oldugundan 4u® +u +1=0(mod pz) bagintisi elde edilir. Bu ise 3.
kenardan Teorem 26(iii) ile elde edilen 1= i4u(u—1)(modp2)
yani 4u’ +4u+1=0(mod p2) bagintisiyla celisir.
(i) z = 2p2 ise 2. kenardan Teorem 26 (iii) geregi 2up2—yp2 =t p2 yani y = 2u—1, ayrica
y= +4u® (modpz) oldugundan 4u* + u +1=0(mod p2) bagintis1 elde edilir.Bu bagmt1 3.

kenardan Teorem 26(iii) ile elde edilen 1= i2u(2u—1)(m0dp2) denklemiyle de ortiisiir.
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== 0
|

2u_1
21::-2

u
p?

Sekil 6. Nor(N) deki H-Ucgen

”&” 4u”+2u+1=0(mod p?) olsun. Bu durumda Teorem 26 kullamldiginda

1 u 2u-—1 1

%
0 p° 2p° 0

F , alt yoriingesel grafinda bir ticgendir ®

u,p



3. IRDELEME

Bu tez calismasina baglarken amacimiz Nor(N) nin simgesini tam olarak elde etmek,

diger bir ifadeyle eksik parametremiz olan g-cinsini hesaplamakti. Literatiir aragtirmasi

sonucunda bunun iki tiirlii miimkiin olabilecegi sonucuna varildi;

1. Hurwitz : g(Nor(n)) = 27;{2(g -1+ Z(l - %z _ ) + s}

i=1
2. Shimura: gg—1= %W(n) +|Nor(n): Ty(m(g-1)

1 ve 2 de g-cinsinin disinda bilinmeyen birer parametre var; 1 de Nor(N) nin hiperbolik
olgiimii yani temel bolgesinin hiperbolik alam, 2 de W(n) yani I;(N) nin Nor(N)

tizerindeki toplam ramifikasyon mertebesi. Caligmamizda 1 iizerinde gitmeye karar verdik.
Bu noktada temel bolge ile alt yoriingesel graf arasindaki iliskiyi 6zetlemek gerekirse,
kisaca dosemelerden(tessellations) bahsetmemiz gerekir. Simdiye kadar degindigimiz

doniisiim gruplarinin iist-yar1 diizleme gore bolim gruplarinin bir Riemann yiizeyi
meydana getirdigini gordiik. Buna gore U/-Nor(N) bir Riemann yiizeyidir ve bir yiizey

semboliine yani dosemeye sahiptir. Bu ddseme cebirsel ve aritmetik metodlarla alt
yoriingesel graflardan elde edilebilecegi gibi temel bolgenin doniisiim grubu altindaki
resimlerinden elde etmekte miimkiindiir. Biz de bu iliskiden yararlanarak alt yoriingesel
graflarin ortaya konmasinin hiperbolik oOl¢limiin hesaplanmasina yardimei olacagi
fikrinden hareketle bu c¢aligmay1 yaptik. Benzer calismalar modiiler grup ve onun

kongriians alt gruplart i¢in yapilmis, hatta program haline getirilmistir :

T
50 u] 1 a0

Group: Gammags)
Genus: 0

101 -1
[

Cusps: < widths: 3, 3, 3, 3

Index: 12 (projective index)

s o o e Fundamental Gamma(N) |v| SetN: <] = |3 I
Domains Gamma O(M) |+ | SetM: <|=>|1




4. SONUCLAR

Simdiye kadar JNor(N) ile ilgili yapilan calismalar incelendiginde, elde edilen
sonuclarin, N-karesiz sartiyla ortaya koyuldugu goriilecektir. Bu kosulun sagladigi en
biiyiik avantaj transitifliktir. Bu caligmada ise daha genel durumda sonuclar elde edilmis,
ozellikle de Bolim 2.5 te h #1 durumuyla birlikte tez icerisinde bahsi gecen biitiin
doniisiim gruplar arasinda ilk kez rasyonel formlarla ¢calisma zaruriyeti ortaya ¢ikmistir.

Keyfi N icin bir ¢ok varyasyonun olusacagi muhakkaktir. Ancak bunlarin
siniflandirilmas1 yapildiginda Boliim 2.3, 2.4 ve 2.5 in izlenmesi gereken metod konusunda

bir taban teskil ettigi goriilmektedir.



5. ONERILER

Bu calismada Nor(N) nin alt yoriingesel graflar elde edilmesine karsin, bunlarin yiizey
sembolleri ile birlikte yorumu yapilmamistir. Bu problemin asilmasi durumunda simgenin
tam olarak elde edilecegi muhakkaktir. Bir bagka calismada Irdelemede bahsettigimiz
Shimura formiilii iizerinden de problemi ele aldik ve ramifikasyon mertebesini
hesaplamaya calistik. Tam rakami elde edemesekte bir alt sinira ulagtifimizi iddia
ediyoruz. Sonug olarak simgenin bulunmasi problemi hala agiktir.

Alt yoriingesel graflardan elde edilen kongriians denklemlerinin sayilar teorisiyle
birlikte yorumu yapilmamistir, buradan o6zellikle eliptik egriler ve onlarin rasyonel
noktalari ile ilgili onemli sonuglar alinabilir.

Elde edilen sonuglar i¢in kullamimdaki pratiklik agisindan HTML tabanli, PHP ve ASP

script dilleri kullanarak bir arayiiz hazirlanabilir.
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