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OZET

Bu ¢alismada, [3] deki “I1= (2)*I', Z[As]’in bir ideali ve (2, I')=1 olsun. Bu
takdirde Hf,(I) kongriians alt grubunun H> Hecke grubundaki normalliyeni,

o'=a -min(2,l[-;—‘}D Imak tzere, H(S)((Z)“' I') dir.”’ konjektiir’ tin, I' nin bir asal

ideal olmasi durumunda ispati yapildi.
Birinci boliimde, galigmalarimizla ilgili bir takim tamm ve teoremler verildi.

Ikinci bolimde, G = GL( 2, Z[A,]) lizerinde bir ~ esdegerlik bagintis1 tammlandi.
~ bagmtist igin G/~ denklik smiflan kiimesi belirlendi. Bunun yardimiyla da H>

Hecke grubu ve Hj(2 ) kongriians alt grubu igin H?/~ ve H3(2)/~ denklik

smiflan kiimesi belirlendi.
Sonug olarak I', Z[As]” in bir asal ideali ve (2, I')=1(veya I'#(2)) igin,
H3( (2)*T') kongriians alt grubunun H® Hecke grubundaki normalliyeni,

o'=a -min(Z,ﬂ%}D olmak iizere, H3((2)* I') olarak elde edildi.

Anahtar Kelimeler : Hecke Grup, Ideal, Kongriians Alt Grup, Denklik Bagmntisi,
Denklik Sinflar.
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SUMMARY

The Congruence Subgroups of Hecke Group H® and The Normalizer of
H3((2)*T')in B®

Almost all of the thesis is devoted to a partly proof of a conjeture in [3] that
when I=(2)*T', where (2, I')=1,is an ideal of Z[As;] then the Normalizer of

H3( (2)*I')in H® is Hy((2)* I'), where a’'=a mm(2[{%ﬂ]

Here, a proof is given by taking I' as a prime ideal.
In chapter 1, the preliminary definitions and results we require for the

subsequent work are given.

In chapter 2, an equivalence relation ~ on G :=GIL( 2, Z[A;5]) is defined. Then
we get the set G/~ of equivalence classes. And using this set, the sets of equivalence
classes H’ /~ and Hf,( 2 )/~ for the Hecke group H’ and the congruence subgroups
H(2) are determined.

Consequently, the normalizer of the congruence subgroups Hf,( (2)*I') in the
Hecke group H’ is obtained as the HS((Z)"" I'), where a'=a -min[Z,H%lD, and I
is a prime idealin Z[As] and (2, I')=1 (orI'#(2)).

Key Words : Hecke Group, Ideal, Congruence Subgroup, Equivalence Relation,
Equivalence Classes.



SEMBOLLER DiZiNi

A\B Bnin A daki timleyeni

acA a, A nmn bir elemamdir

agA a, A nin eleman1 degildir

alb a, b yi boler

a =bmodm m say1st a-b sayistm bdler

(a) a elemam ile iretilen esas ideal

<a> a elemam ile uretilen devirli (alt) grup
(a,b) a ve b nin en buytk ortak boleni

BcA B, A nin bir alt kiimesidir

H<G H, G nin bir alt grubudur

H«G H, G nin bir normal alt grubudur

[G:H] H alt grubunun G deki indeksi

C Kompleks sayilar kiimesi

C, Genigletilmis kompleks sayilar kiimesi

N ={0,1,2,..,n, ..} “Dogal sayilar kumesi,,
N* ={1,2,..,n,..}“Sayma sayilan- Pozitif tam sayilar kimesi,,
N(I) I idealinin normu

Q Rasyonel sayilar kiimesi

Q(u) u ve Q ile uretilen alt cisim

R Reel sayilar kiimesi

R Birim elemanl bir halka

R [x] R uzerindeki polinomlar halkasi

U ={zeC: Im(z)>0}

Z ={..,-3,-2,-1,0,1,2,3,.. } “Tam sayilar kiimesi,,
Z+ =N

L m —moduna gore kalanlarm kiimesi

Z[A] Z nin Q(A) cisimindeki tam kapanis1
<X> X kimesi ile tretilen (alt) grup

(X) kiimesi ile tretile bir ideal

VI
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1. GENEL BILGILER

1.1. Giris

Bu kisimda yapilan ¢alismalara temel olusturacak tammlar ve teoremler verilmistir.

Tamm 1: G bir grup ve H, G nin bir alt grubu olsun.

No(H):={geG | g=Hg} (1)
kiimesine H nin G deki normalleyeni denir[4].

Tamm 2: X=#J bir kiime ve G bir grup olsun. Bir f : GxX—X déniisimi

i) VxeX ve Vg, g,€G igin f{gig2,x)~f(g1.f(g2.x)),

ii) 1@ birim eleman ise VxeX i¢gin f(1,x)=x,
sartlanm sagliyorsa G ye X tizerinde bir hareket grubu denir. Kolaylik olsun diye f(g,x)
yerine kisaca gx yazilacaktir. Buna goére

i) (@1e)x = gi(g:x),

i) Ix=x
olurf4].

Onerme 1: G, X iizerinde bir hareket grubu olsun. Bu takdirde X iizerinde

x=y <> 3geGoyleki gx =y (x,yeX)
ile tammlanan » bagintisi bir egdegerlik bagintisidir{4].

Tammm 3: Onerme 1.de verilen ~ bagintisimin egdegerlik simflarina hareketin
yoringeleri denir. Bu durumda bir xeX noktasinin yoriingesi Gx = {gx : geG}
kimesidir[4].

Tanmm 4: G, X izerinde bir hareket grubu olsun. x,yeX keyfi olmak lizere gx=y
olacak bigimde bir geG elemam varsa G ye X iizerinde gegisli hareket grubu denir{4].

Tamm S: G, X iizerinde bir hareket grubu olsun. xeX olmak iizere Gy ={geG:gx=x}
kiimesine x in G deki sabitleyeni denir[4].

Sonug 1: G, sabitleyeni G nin bir alt grubudurf4].

Sonug 2: x,yeX ve geG olmak lizere y=gx olsun. Bu taktirde Gx ve Gy esleniktir.

Ispat : Gg= ngg'1 oldugu agiktir.



1.2. Topolojik Gruplar ve Fuchsian Gruplar

Tanim 6:
i) G hem bir grup ve hem de bir topolojik uzay olsun.
o: G—G, ax)=x"
ve
B:GxG — G, B(xy)=xy
doniistimleri siirekli ise G ye bir topolojik grup denir.
ii) H< G olmak {izere H tizerindeki alt uzay topolojisi aynk ise H ya G nin aynik bir
alt grubu adi verilir[4].
Onerme 2: G bir topolojik grup ve aG olsun. Bu takdirde
f:G—> G, f{x) =xax"
bir topolojik doniigimdiir. Yani f bir homoemorfizimdir[4].

Onerme 3:

M={[a b:l: a,b,c,de(C}
c d

b
kiimesi bir C-vektér uzayidir. Aynica A= {a d] eM igin iz(A) = at+d olarak
c

tammlandifinda her A, BeM ve A € C i¢in
i)  iz(AB)=iz(BA)
ii) iz(AA)= Aiz(A)
i) iz(A") =iz(A)
iv) iz(BAB")=iz(AB'B) = iz(A)
dir[1].

, b . |a ¥
Onerme 4: A= | ° ,B= o« B eMolsun. B =(B)' = @ Y olmak uzere
c d Yy O B &

<A, B> = iz(AB") = ao+bB+cy+dd

olarak tammlansin. Bu takdirde her A, A;, A, BeMve A;, A,eC igin
i) <A A>20ve<A,A>=0A=0
i) <A AL A B>=A1<AL,B>+A2<A;, B>



iii) <A,B>=<B,A>
ozellikleri saglantr. Ustelik (M,<.,.>) bir i¢ ¢arpim uzayidir ve

|Al:=(<A,A >y
olarak tanimlamirsa M bir normlu vektér uzay1 olur. Ayrica

iv) |AB|<|A][B]

v) 2|det(A)|<[A dir [1].

M, ||) bir normlu vekiér uzayr oldupundan ve herhangi iki A, B €M matrisleri
arasindaki uzaklik,

&a,B)- |o-B]
ile tammlamrsa (M,d) bir metrik uzay olur. Bu uzayda

a, b ab

[c: dj = [c d]
olmas: i¢in gerek ve yeter sart a, ->a, by &b, ¢ > ¢ ve dp > d olmasidir{1]. Diger
yandan d-metriginin M tizerinde indirgediBi 14 topolojisi ile (M, 14 ) bir topolojik uzaydr.

GLQ2, C)={AeM:det(A) =0} (2)
olsun. GL(2, C) matris ¢arpimimna gore bir gruptur. Alt uzay topolojisi ile GL(2, C) bir
topolojik uzay olur. o : GL(2, C) —» GL(2, C), a(A)= A’ fonksiyonu streklidir.
Aynica her neN i¢in A ,B,,A,BeGL(2,C) i¢in A ,>A ve B ,—>B ise
A B, — AB olur. Bu durumda GL(2, C) bir topolojik gruptur.

SL(2, C)={Ae GL(2, C):det(A)=1} (3)
ile verilen kime  GI(2, C) nin bir alt grubudur. G SL(2, C) olsun. G nin aynk
olabilmesi igin gerek ve yeter sart her k>0 i¢in { AeG : |A|<k } kimesinin sonlu
olmasidir[1]. Dolayisiyla SL(2, C) nin her ayrik alt grubu sayilabilirdir. Omegin

SL(2,Z)={ Ae SL(2, C): A= [z Z] veabcde Z } (4)

ile tammlanan alt grup, SL(2, C) nin aynk bir ait grubudur[1].
Simdi de

PSL(2, C)={T: T: C,—>C,, T(z)=£i—2, ad-bc=1,a,b,c,d e C } (5)
) Cz



kimesini gozoniine alalim.( 5 ) de verilen PSL(2,C) kiimesi dénusimlerin bileske

az+b

olmak iizere;
cz+d

a bj—
islemine gore bir gruptur.Diger yandan A = [c d] ,A(z) =

az+b
cz+d

6: SL(2, C) —» PSL(2, C), 6(A)= A(z)=

olarak tammlayalim. Bu takdirde 6(A)=6(B) < A = xB dir. 6 nin érten bir homomorfi
oldugu agiktir. © nin PSL(2, C) tizerinde olusturdugu bolim topolojisini 14 ile gosterelim.
14, PSL(2, C) tizerinde 6 yi siirekli yapan en ince topolojidir. Diger yandan d(z, w), C,
de z ile w arasindaki kirigsel uzakligt gostermek tizere f, ge PSL(2, C)ise

o (f, g) = sup{ d(f(z), g(2)) : ze C, }
olarak tamimlayalim. ¢, PSL(2, C) iizerinde bir metriktir[1]. o -metri§inin olugturdugu
topolojiyi 1, ile gosterelim.

Teorem 1: PSL(2, C), 1, topolojisi ile bir topolojik grupturf1].
Teorem 2: 0 : SL(2, C) » (PSL(2, C), 1) agik ve siirekli bir doniigimdiir.
Dolayisiyla 1, ve 14 topolojileri aymdir[1].
Her Xe SL(2, C) igin Onerme 4, v) sartindan dolay ||X||2\/5 dir. Dolayisiyla
1X- (X)) =2|x]> 242 saglanir. Bu durumda agagidaki sonucu verebiliriz.

Sonuc 3:0 fonksiyonunun yarigapi V2 olan bir kiireye kisitlanigi bir topolojik
dontagimdiir{1].

Sonug 3 den G, PSL(2, C) mn aynk bir alt grubu ise 67(G), SL(2, C) nin ayrik bir
alt grubudur. Tersine olarak I', SL(2, C) nin ayrik bir alt grubu ise 6 (I'), PSL(2, C) nin
ayrik bir alt grubudur. Dolayisiyla PSL(2, C) nin aynk alt gruplan sayilabilirdir.

Simdi de

PSL(2, R)={Te PSL(2, C): T(2) = E%; apcdeR ) (6)
CZ

kiimesini gozoniine alalm. PSL(2, R ), PSL(2, C) nin bir alt grubudur.
Tamm 7: PSL(2, R) nin ayrk her alt grubuna bir Fuchsian grup denir. Buna gére
Fuchsian grubun herhangi bir alt grubu da bir Fuchsian gruptur. Ozel olarak

I =PSL(2, Z)={ Te PSL(2, R): T(z) =a_z%; abcdeZ ) (7)
CzZ

alt grubu bir Fuchsian gruptur. Gergekten I', PSL(2, R) nin bir alt grubudur ve



0(SL(2, Z))=T olduundan I ayriktir. Dolaysiyla I' bir Fuchsian gruptur ve
I' =PSL(2, Z) Fuchsian grubu Modiiler grup olarak adlandirilir{4].
Onerme 5: PSL(2, R) nmin elemanlant 2/ = { ze C : Im(z) >0 } tst yan dizlemini

kendi lizerine resmeder[4].

az+b
cz+d

olsun.

Tamim 8: Te PSL(2, R), T#1lve T(z) =

i) |a+d|<2ise T ye eliptik

ii) [a+d|=2 ise T ye parabolik

iii)|a +d|>2 ise T ye hiperbolik doniisiim denir.

Te PSL(2, C)M\{I} ise T nin en fazla iki sabit noktast vardir. Yukandaki
siiflandirmaya ek olarak PSL(2, R )\{I} nin elemanlan sabit nokta kiimelerine gére de

siniflandinlir[4].
Teorem 3: Te PSL(2, R \{I} olsun. Bu taktirde,

i) T eliptik dontigimdir : <> 3 z, e 6.k. z, ve Z; T nin sabit noktalandir.

ii) T parabolik dontstimdir : < T, R U{eo} da bir tek sabit noktaya sahiptir.

iii) T hiperbolik dénagimdir : <> T, R U{eo} da iki farkl sabit noktaya sahiptir[4].

Teorem 4: S,Te PSL(2, R )\{I} olsun. ST=TS olmas: igin gerek ve yeter sart S ve T
nin sabit nokta ktimelerinin aym olmasidir[4].

Teorem 5: A bir Fuchsian grup ve A nin birim elemanindan farkli biitiin elemanlar
aym sabit nokta kiimesine sahip ise A devirlidir[4].

Teorem 6: Her Abel Fuchsian grup devirlidir[4].

Teorem 7: Adevirli olmayan bir Fuchsian grup olsun. Anin PSL(2, R) deki
normalleyeni bir Fuchsian gruptur[4].

1.3 Modiiler Grubun Kongriians Alt Gruplar

Tanmm 9: Ne Z ; olmak iizere T" nin
a b

I‘(N)={[ d}er‘:asdElmodeebECEOmodN}
c

alt grubuna bir esas kongriians alt grup denir[4]. Bu alt grup



a b ~la b} 10
{L djlel". [c dil:lzo 1:lmodN} (8)

olarakta verilebilir. I'(N) esas kongriians alt grubunu igeren I' min herhangi bir G alt
grubuna bir kongriians alt grup denir ve. T(N) < G sartim gercekleyen en kigik N

sayisina G nin seviyesi denir[4].

Iki 6zel kongriians alt grup olarak,
T, (N)= { [a Z]el" . a=d= 1modN, c= 0mod N} (9)
c
ve
a b
I"O(N):={[c d]el’:csOmodN} (10)

verilir. (8 ), (9)ve (10 )dan T(N) <I';(N) <I'y(N) <T oldugu agiktir. Diger yandan
I'(N) <« T oldugundan I'(N) <« 'y (N) veI' (N) < I';(N) dir. Aynica I'; (N) < Ty (N) dir.

[} bl
Onerme 6: A= [a ﬂ ,B= [a’ d'} e T matrisleri verilsin. Bu takdirde,
c c

i) A ve B matrisleri T’y (N) nin ayni yansinifina sahiptir: <> ac’—ca’=0modN,

ii) A ve B matrisleri I'; (N) nin ayni yansimfina sahiptir: <> a=a’mod N, c=c¢’ modN
veyaa=-a' mod N, c=-¢'mod N,

iii) A ve B matrisleriI" (N) nin ayni yansimfina sahiptir: <> a=a mod N, b=b mod N,
c¢=c’ mod N, d=d’ mod N veya a=-a’ mod N, b=-b’ mod N, c=-¢’ mod N, d=d’'mod N
dir[3].

Onerme 7: Ne Z* ve N >2 olsun. p ler N nin farkl asal bélenleri olmak tzere,

i) [[:T,N)]=N H(1+%)

PN
I _ N 1
i) [I' : T )(N) ] 7 :II"I_NI(I P2
N i no
iii) [T : T(N) ] > ll'l!(l =
dir[9]. N=2 igin
[T:To@]=3 [[:T;]=3 [[:TQ2)]=6

dir[3].



Onerme 8: NpsLez, R )(F mN)=T dir[3].

Onerme 9:

1 n
)T da oo unsabitleyeni, S = { [0 liI:neZ },

ii) 8, I'(N)=I';(N) dir[3].

Onerme 10:

N, (T, (N)) = {FO(N), N=4
I'h(2), N=4

dirf3].

Teorem 8: G sonlu iretilmis bir grup olmak tizere H<G ve [G:H]<cw olsun. Bu
takdirde H alt grubuda sonlu tiretilmistir{7].

Sonu¢ 4: [y (N), I';(N) ve I" (N) alt gruplan sonlu @iretilmis gruplardir.

Tanim 10: G bir grup, G; <G, ielve G=<G; :ie] > dyleki i#j ise GiNG; # {I},
(1, G nin birim elemam ) olsun. G ye G; lerin serbest ¢arpimidir denir: < Her ge G i¢in
g = g1g...g, olacak bigimde bir tek gg...g, ¢arpim vardir. Bu g¢arpimdaki ardigik iki

eleman ayni G; de olamaz.
Teorem 9: T’ modiler grubu sonlu iretilmigtir ve T(z) B , U(z) = —:_1—1 olmak
z z

tizere ' =< T, U> dir. Burada T> = U* = dur[9].
Sonug¢ 5: I' modiiler grubu mertebesi 2 olan bir grup ile mertebesi 3 olan bir grubun
serbest ¢arpimina izomorftur. Yani I'=<T,U> = Z, *Z, dir[3].

1.4 C_ da Cemberler

C, da bir ¢ember ile C de bir gemberi veya D, C de bir dogru olmak iizere
Du{w} kiimesini anlayacafiz PSL(2,C) nin elemanlan ile C_ daki g¢emberler

arasindaki iligki agagidaki teorem ile verilir.
Teorem 10: Eger C, C_ da bir gember ve Te PSL(2,C) ise T(C) de C_ da bir
¢cemberdir[4].



Teorem 11: Te PSL(2,C)ise T: C — C,, bir konform topolojik donisimdiir[4].
PSL(2,R ) nin elemanlan #st yan dizlemi yine iist yan diizleme resmettiginden C_

daki bir gemberin iist yan diizlemde kalan pargasi yine st yar1 diizleme resmedilir. Ayrica,
PSL(2, R) nin elemanlan konform déniigiimler oldugundan ve R U{ 0} ¢emberini sabit
biraktiklarindan tist yan diizlemde x-eksenine dik bir yarim ¢ember pargas1 PSL(2, R ) nin
elemanlan altinda yine ust yan diizlemde x-eksenine dik bir yannm gember pargasina

doniistr{4].

1.5. A<PSL(2, R) Fuchsian Grubunun En Genel Gosterimi

A<PSL(2, R) ve A Fuchsian olsun. Teorem 1.2.6 dan dolayn Anin Abel olmasi
igin gerek ve yeter sartin A nin devirli olmasi gerektigini biliyoruz. Bu durumda A nin
birim elemandan farkli biitiin elemanlan ayni sabit nokta kiimesine sahiptir. Dolayisiyla A
nin birim elemandan farkh biitin elemanlan ya eliptik, ya parabolik, ya da hiperbolik
olmak zorundadir[4].

Tanmm 11: A bir Fuchsian grup olsun. A mn birim elemandan ve parabolik
elemanlardan olusan devirli bir maksimal alt grubuna A nin bir parabolik alt grubu
denirf4].

Tanim 12: A bir Fuchsian grup olsun. A nin parabolik alt gruplarimin eslenik
siiflarinin sayisina A Fuchsian grubunun parabolik smif sayis: denirf4].

Bukisimda I' =PSL(2, Z ) modiler grupve A < T’ olarak alinacaktir.

Lemmal: T, @ = QuU{ =} tzerinde gegisli ( transitif ) olarak hareket eder{4].

Sonu¢ 6: A min parabolik alt gruplan A, (re @) sabitleyenleri ve© A nin
parabolik simif sayis1i A nin @ iizerindeki yoriingelerinin sayisina esittir[4].

Sonug 7: s, A min parabolik siif sayist ve [T": A] =N olsun. Bu takdirde s sonludur
ve 1<s <N dir[4].

A, PSL(2, R) nin sonlu tane elemam tarafindan Gretilmis aynk bir alt grubu
olsun. Bu grubun en genel gosterimi agagidaki gibi verilir

a,bi,..,ag,by (Hiperbolik)
X1, X2 5y Xo ( Eliptik )



Py,P,...,DPs ( Parabolik )
Bagintilar :

X=Xy = =X ﬁ[ai,bi]ﬁxjﬁpk =1
i=1 =1 k=l
Bu durumda A min simgesi, ( g ; m;,m,,...,m,;s) olarak verilir.
Yukarida verilen grup gosteriminden asagidakiler kolayca elde edilebilir.
Anmn her eliptik elemam ; X; (1<j<r ) elemanlanindan birinin bir kuvvetine, her
parabolik eleman ; Py ( 1<k<s ) elemanlarindan birinin bir kuvvetine esleniktir. Ayrica,
tireteglerinin birinin agikar olmayan bir kuvveti, diger bir treti¢inin bir kuvvetine eslenik

olamaz[11].

1.6. ideallerin Cebirsel 6zellikleri ve Cebirsel Tamlik

Aksi belirtilmedigi siirece R birim elemanl: bir halkadir.
Tanmm 13: N bir halka ve & # AcR olsun. A ya R halkasimin bir
idealidir denir : <> Hera,be A vere R i¢in
i)a-be A,
ii)ra, ar € A dir[2].
Tanim 14: A, R min bir ideali olsun. A ideali i¢in bir age A elemam
A=aR={ar:reR }
olacak sekilde mevcut ise A idealine R nin bir esas ideali denir ve A = ( ap ) ile gosterilir.
Biitiin idealleri esas ideal olan bir halkaya da esas ideal halkasi (EiH) denir[2].
Tamm 15: A ve B, R mn herhangi iki ideali olsun. Bu takdirde A ve B idealinin
toplami,
A+B={a+b:acA, beB}
ile verilir. Bu tammdan agagidakiler agiktir.
i) A+tB=B+A ( degismeli )
i) A+(B+C)=(A+B)+C (birlesmeli)
iii) ABc A+B
Notasyon olarak A+B=(A,B)veyaA=(2a,),B=(bo)ise A+ B=(ag bp) olarak

verilir. Bu durumda,
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n
A=(a,8,..,84)=aR+aaR+... +a, R ={ Zairi:rie‘ﬁ }
i=1

olarak verilir[2].
Tanm 16: A ve B, R nin herhangi iki ideali olsun. A ve B nin ¢arpimi,
m
AB=(ab:acA,beB)={ Zaibi:aieA,bic—:B,me N*} (11)
i=1
dir. R minsonlusayida Aj A, ..., A, idealleri igin ¢arpim;
m - - .
AiAs. . Ap={ > alaP 2l :a® eAj 1<j<n, 1<i<m, me N} (12)
i=1
ile verilir. Buna gore, eger A=(a;, a, ..., )veB=(by, by, ... by)ise
AB = ( albl, a1b2, ....,albt, a2b1, azbz, ...,azbt, ey asbl, asbz,...,asbt)
olur.
Eger A ve B esas idealler ise bu takdirde A = (ap ) ve B = (b ) olacak sekilde ape A
vebpe B elemanlan mevcuttur. Bu durumda A ve B nin garpimi,
AB = (20 )(bo ) = (aobo) (13)
olur. Yani esas ideallerin garpimi yine bir esas ideal olur{2].
Tamm 17: A, C, R nin iki ideali olsun.
A[C : e C=AB
olacak sekilde R mmn bir B ideali mevcuttur. Tamm 16 ve 17 den Cc ANB dir.
Dolayisiyla bir ideal her boleni tarafindan igerilir[2].
Tanmm 18: P,R nin bir ideali olsun. P ye bir asal ideal denir : & PIAB sartini

gercekleyen R nin her A, B idealleri i¢in ya P |A yada P |B dir[2]
Tamm 19: A, B R nm iki ideali osun. A ve B ye aralarinda asal denir : <> CIA ve
C IB olan her C ideali i¢in C=( 1) dir. Burada 1, R mn birim elemanidir[2].

Teorem 12: Ave B aralarinda asal iki ideal olsun. Bu takdirde,

A+B=(A,B)=(1) =%)
dir[2].

Sonuc 8: A ve B aralannda asal iki ideal ise a + b = 1 olacak sekilde ac A ve be B
elemanlan mevcutturf2]. |

Tanm 20: R halkasina tamlik bélgesi denir : < R birim elemanli, sifir bélensiz,
degismeli bir halkadir[10].
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0¢ S c R alt kimesine bir ¢arpimli kiime denir : <> Her a, be S igin abe S dir{10].
Onerme 11: S, | mn bir garpimli alt kiimesi olsun. S nin her elemannin ¢arpmaya

gore bir tersi’nin oldugu ve R yi igeren ( izomorfi harig ) bir R s halkas vardir[10].
Onerme 11 de verilen R shalkas1, Rs:= {£ :re R,seS } dir. Burada R bir tamlik
]

bolgesi ve S = R\{0} almirsa R s bir cisim olur. Diger yandan Rs, R yi igeren en dar
cisimdir. Bu cisime R nin kesir ( bolim ) cisimi denir[10].

Asagdaki tammda, R’ komutatif bir halka ve 9 de R’ nin 1z =1lg sartim
saglayan bir alt halkasi alarak alinmgtir.

Tamm 21: be R' elemanma R -iizerinde tamdir denir: < f(b)=0 olacak sekilde bir
monik f{x)=ag+a;x+...+a,.X" +x" € R [x] polimomu mevcuttur. Bu durumda f(x)’e de tam
bagiml denklem denir[10].

Tanmm 22: R bir tamlik bélgesi ve K, R nin kesir cismi olmak tizere ,

D={ xeK : x, R -iizerinde tamdir }
ile tammlanan D kiimesi K mn bir alt halkasi ve R cD dir. BuD alt halkasina R nin tam
kapanisi denir. R=D olmasi durumunda R tamlk bolgesine tamamiyla kapalidir
denir[10]

Onerme 12: Rc R c R" halkalan verilsin. R', R-izerinde ve RN de R —
uzerinde tam ise R" de R - lizerinde tamdir[10] .

Tamm 23: EF iki cisim olsun. E ye F nin bir cisim geniglemesi denir :<>FcE dir.

E, F nin bir cisim geniglemesi olmak tizere E F-uzay olarak goézoniine alindifindan
|E:H boyutuna , E nin F-iizerindeki genisleme dercesi denir.

f(x) e F[x] polinomu, F[x] halkasinda d’g(x)>1 ve d’h(x)>1 olmak tizere

f(x) = g(x)h(x)
olacak bigimde yazilabiliyorsa f(x) polinomuna F[x] halkasinda indirgenebilir denir. Aksi
takdirde f(x) polinomuna indirgenemez denir{14].

Asagidaki 6nermede R, kesir cismi K olan bir bélge olarak alinacaktir.

Onerme 13: EX min bir cisim genislemesi ve beE olmak tizere f(x)eK[x], f(b)=0
olan indirgenemez bir polinom olsun.Eger b, R -lizerinde tam ise f(x) in katsayilan R-
fizerinde tamdir. Eger R tamamuyla kapali ise bu takdirde b R - tizerinde tamdir: <
f(x) € R[x] du[10].
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Onerme 14: de Z, , her peIP igin p2 # d olan bir say1 olsun. Bu takdirde Z mn

Q(+/d) deki tam kapanus1 D ise,
z|1xVd | g, 5 14d , d=1mod4
D= 2 2
Z[J&]=Z+ZJE , d=2,3mod 4
dirf10].

Tamm 24: K, Q nun bir cebirsel geniglemesi, D, Z nin K daki tam kapams: ve A da
D nin bir ideali olsun. Bu takdirde D/A bélim ( faktér ) halkasinin eleman sayisina A
idealinin normu denir ve N(A) ile gosterilir. Tammdan N(A) = |D/A| dir. Bu tamm

sifirdan farkl idealler igin gegerlidir[10].
Onerme 15: A ve B, D nin iki ideali olsun. Bu takdirde
N(AB) =N(A)N(B)
dir[10].
Sonug 9: A, D nin bir ideali ve A mn asal ayrisimi, P; ler D nin asal idealleri ve a;

€ Z +olmak iizere A= PJ1P;2.. P} ise
N(A) = N(B)* N(P,)2..N(P,)*
dir[10].

Onerme 16: A = 2cos = » 2 olmak tizere Q(A ) nin tamlanmn halkasi Z [A o]
q

dir[12].
k 1 k
®- Euler fonksiyonu ( yani, ® : Z, - Z, ®(n) =n] J0-—), n=[]p}, piclP
i=1 i i=1
ve aje Z, ) olmak tzere, eger d = _<I>_(22£1_)_’ A4 nin minimal polinomunun derecesi ise bu

takdirde Q(A4) nin bitin tamlan, ng.j, ngo, - . ., Ny, Ny rasydnel tamlar olmak iizere,

naaAd? +naadd 2+ A mAg+ o

bigimindeki sayilardir. Diger bir ifade ile
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(1 g a8 (14)
kimesi Q(Ag) nin tamlarinin halkas igin bir tam tabandir. Diger yandan birimin 2q inci
2w m
koki &), = e2= el ve

m ni
1 a. .4 T, .. T T .. T T
Exq* §23=eq+ e q=(cosa +isin— )+ (cos— -isin— )=2cos— = Aq

olmak tzere Q(&,,) nin reel maksimal alt cisimi Q(&;,+ &;(11 )=Q(Ag = Q(&gNR
dir{12].

Onerme 17: q < 68 igin Z [ 4] bir esas ideal hatkasidir[12].

Z[Ag) halkasimn ideallerini simflandirmak igin, Z [A ] bir AEP (Asal Elemanlara
Pargalanabilen) halkas: oldufundan, asal ideallerini sinmiflandirmak yeterli olacaktir. Eger
P, Z[Ag] nin bir asal ideali ise P | <n> olacak sekilde bir n —rasydnel tam sayisi
meveuttur. Ornegin n = N(P) alimirsa P|<N(P)> dir. n’nin  Z deki tektiirlii aynisim ve
keza ideallerin Z[A ] deki tektirla aynigimlarindan, P | <p> olacak bigimde bir tek asal
rasrasyonel tam p sayisi vardir ve pe P dir{12].

Onerme 18: d = 9(22—‘1) — [Q@(Ag : Q] veZ(Ag) mn birimlerinin grubu
Utise U = Z,xZ% dir[3].
N . - Yol
q=4, 5, 6 durumlaninda Q nun Q(A,) genislemesinin derecesi d = -~ 2 dir.

Diger yandanQ (4) =Q(+2), Q(A5)=Q(~5) ve Q(16)=Q(+3) dir.
1.7. Hecke Gruplan

T:z—> A ve U:z—>z+ A, (AeR)
z

elemanlan ile tretilen PSL(2, R) nin alt gruplarinin ayrnk olmasi durumu 6zel bir 6nem
tasir. Bu durumda kargimiza, " A mn hangi degerleri igin bu gruplar ayrik olur ?” sorusu
¢ikmaktadir. A nin

A= As=2c0sZ, q 22
q
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degerleri i¢in yukarida verilen gruplann ayrik oldugu Hecke tarafindan gosterildi(-1936).
Tamm 25: Yukanda tammlanan ve aynk olduklari Hecke tarafindan verilmig

.gruplara 6zel olarak Hecke gruplari denir ve A = A~ 2cos-zl£ degerine karsilik gelen

Hecke grubunu H? ile gosterecegiz. T ve U déniigimlerinin PSL(2, R) deki matris

gosterimini kullanirsak,
0 -1][1 A
HY =<T,U>=< , >
1 0(l0 1

11
olur. g=3 olmasi durununda, U = [O 1] olur. Bu durumda H3 - Hecke grubu, I" -Modiiler

grubu olarak kargtmiza ¢ikar Herhangi bir H%-Hecke grubu igin,

- 0 -1
o[l 31 Al
tammmlansmn. T ve S sirast ile 2 ve q mertebeli eliptik elemanlardir. U-paraboliktir. Bu
durumda,
HY =<T,U>=<T,S>
olur. H%-Hecke gruplant T ve S ile iretilen devirli gruplarin serbest carpimudir.

Dolayisiyla
Hi=<T,8>=7,*Z,

olur. HY nin temsilcileri hem

Hi=<T,S: T>=8%=1> (15)
hem de

Hi=<T,S,U: T?=§=TSU=1>
dir. Boylece H?- Hecke grubu H%=( 2, g, « ) iiggen grubuna izomorf olur. ¢/ /HI-

bolumii delinmis bir kiire oldugundan H? nun genus’ 0 dir. Bu takdirde H? nun simgesi
(0;2,q, )olurf3].
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1.8. Kelimeler

Tanim 26: G bir grup ve & # X G olsun. G nin X-alt kiimesine G nin tirete¢lerinin
serbest kiimesi denir : < Vge G elemany, ke N, x;e X, nje Z, 1 <i<k olmak tzere
g:= X' Xp¥ , X #Xm, 18i<k-1 (16)

carpimi olarak tektirli verilir[15].
Tammm 27: Elemanlann arasinda ( 16 ) den baska bafintis1 olmayan iireteglerin
kiimesine serbest denir. Eger bir G grubu iireteglerin serbest kiimesine sahip ise G grubuna

serbest grup denirf15].

Tamm 28: J # X kiimesi verilsin. Agafidaki gibi, serbest kiimesi X olacak bi¢imde
bir grup inga edilir:

X t..X5®, xeX ve meZ, 1<i<s (17)

sonlu garpimina bir kelime ( word ) denir. Efer x; #X;11 ve mje Z \{0} , 1<i<s ise bu
durumda ( 17 ) kelimesine diizenli ( reduced ) denir. Her kelime, bitigik elemanlann egit
olmasi durumunda kuvvetlerin toplanmasiyla bir diizenli kelime haline getirilebilir. Burada
sifinnci  kuvvetler yok kabul edilir. Eger gerekirse bu yontem birkag kere
uygulanabilir[15]. Omegin, X = { x, y, z } serbest kiimesinde

w=x xyy X271 xlxzyzx
kelimesinin diizenlisi,

w=x"y%2% 2% = x X zy’x ! = X bzy’x’
olur[15].
Teorem 14: Her kelime yalmz bir tane diizenli kelime verir[15].

x; kelimesinin dizenlisi bog kelime olarak alnir. Bir dizenli w = Xpho. X
kelimesinin tersi w'= Xpt..xp 1 ile verilir ve w' de diizenlidir. Diger yandan w; ve w;
diizenli iki kelime ise w;w, garpiminin diizenli olmasi gerekmez. Cinkii w;’in son
sembolii ile w, nin ilk sembolii ayni olabilir. Yani wyw, = -\;l—v—vz olmas: gerekmez. Eger
carpim olarak Wl;v—z alinirsa bitiin diizenli kelimelerin kiimesi bir grup olusturur. Bu

gruba X ile tretilen serbest grup denir[15].

0 -1
Teorem 15: I' - modiiler grubu, 2- mertebeli T = [1 0 :I ve sonsuz mertebeli
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11 .
U= [0 l] elemanlanindan olusan X = { T, U } serbest kiimesi tarafindan iiretilen bir

serbest gruptur ve her Ae T i¢in 3me {0,1,2}; qo,q1,- - - > Qut1€ Z VE qo, 15---,Gn #0
oyleki A= T"ULTUL. . TURTU%S dir[9].

0
Sonug 10: H’ -grubu, 2- mertebeli T = [1 o j} ve sonsuz mertebeli

1 A
U= [0 15 ii elemanlarindan olusan X = { T, U } serbest kiimesi tarafindan iretilen bir

gruptur ve her Ae H® igin 3qq, q1, ..., € Z veqi, Gy, ... , Gu £ 0 oyleki
A= UPTU%  TUSTU% ( 18 )
dur[8].



2. YAPILAN CALISMALAR VE BULGULAR

2. 1. H? nin Kongriians Altgruplar:

Modiiler grubun esas kongriians alt gruplanmn tammlarina benzer sekilde, Z[A ] nin
herhangi bir Iideali igin G :=PSL(2, Z[)Ay]) nin esas kongriians alt gruplarim
tanimlayabiliriz.

Tanim 29:

a b
G(I)= {[ d] eG:al,b,c,d-1€l}
c

alt grubuna G ninlya kargilik gelen esas kongrians alt grubu ad: verilir. Benzer
sekilde I idealine kargilik gelen 6zel kongriians alt gruplar,

Gl(I):={[: z]eG: a-1,¢c,d-1€G }
veE
a b
Go(I):={[c d]eG:ceG}

olarak tanimlanir[3].

Yukarida verilen kongriians alt grup tanimlarindan

G(I)=Gi(I)<Gy(I) <G
oldugu agiktir. Diger yandan G(1)< G ve G1(1)<Go( 1) oldugu gosterilebilir.
Dolayistyla Modiiler grup igin Onerme 7 de verilen formiillere benzer sekilde,G grubu
iginde verilebilir:

Teorem 16: P’ ler I nin farkhi asal bélenleri olmak iizere,

)[G: (D 1=NI)*TTa- !
)[G:G(1)] ()]1;[( NG

)

i) [G: G(D)]=N(I)*T]a- ! )

B NPY
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iii) [G: Go(1)]=N(I) []a+ 1 )

PI N(P)
dir[3].
Tanim 30: H, G nin herhangi bir alt grubu ve I, Z[A;] nin bir ideali olsun. Bu

durumda,

H(Il)= G(I)nH

Hi(I1) =Gi(I)nH

Ho(1) = Go(1)nH
alt gruplanna, H nin 6zel kongriians alt gruplart denir[3]. Bu tammda H = HY alimirsa, HY
nin 6zel kongriians alt gruplan

HY(1)=G(I)~H%

H}(I)=Gy(I)nHY

HI(1) = Go( )N HY
olur. Dolayistyla HY(I1) <H}(I) <HZ(I) <H%, HY(I) <H%ve H}(I) <HI(I)
dir.

Teorem 16 da verilen formiiller bir gok durumda H%-Hecke grubu ve onun 6zel

kongriians alt gruplan igin de verilebilir.
Uyani1: q= 4,5,6 igin Z[Ay] bir esas ideal halkasi oldugundan her I ideali igin

I=<u>=uZ[A] olacak bigimde bir ue Z[A,] eleman vardir. Bu takdirde H(1)
yerine H(u) alacagiz.

x
Onerme 19: 0 =1, Z[A,] nin bir ideali ve I idealinin asal ayngim I = B,

i=1

(eic Z,, 1<i<k), olmak dzere (6q,1)=1veq=3 igin(5,1)=1 olsun. Eger

I'=InQ(3) ve N(I"), I" n Q(A2) deki normu ise bu takdirde,

q.1749 — NS *\3 ____l___ — . .
[HY:HY(1)] 2N(1)£1'I[‘(1 o) (P 1 sl boleni) (19)
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olur. Burada

0, 31<i# j<k odyleki P = Pj' veya 31<i <koyleki HY/HY(P) = PGL(Z,Z[Kfl])

s=
-1, diger durumlarda

dir[3].

Omegin q=5igin Q(A2)= Q(I+As)= Q(As) ve I"=1 dir. Dolaysiyla her
1<i<kiginP;= P" olur. Budurumda I nin asal ayrigiminda P; = P;olacak bigimde higbir
1<i #j<k yoktur. O halde (30,1)=1 durumunda (1) de verilen formiilde s = -1 olur.
(30,1)=1 sartim saglayan her I idealine karsilik gelen H’ in 6zel kogriians alt gruplan
arasidaki indeksleride verilir[3].

q=4,6i¢in [H*:HY(1)] indeksi hesaplandi[16].

Lemma 2: 0 #I, Z[A;] nin bir ideali ve I idealinin asal aynsim I= ﬁl’f‘ ,

i=1

(eie Z,, 1<i<k) olsun. Bu takdirde

k
[H®:Hy(I)]= N(D[Ja+ )

i=1 N( Pi )
dir[15].

2.2 H? nin Ozel Kongriians Alt Gruplarimin Yansiniflar:

Bu kisimda, 1.3 de verilen sonuglann genellestirilmesi yapilmigtir. A, Be HY ve

A =[a b] , B= [a: b:} olsun.

c d ¢ d

Onerme 20: I, Z[A,] nin bir ideali olsun. Bu takdirde,

i.) A, B matrisleri H}(I) mn ayni yansimfindadir : <> ac’—ca’ = 0 mod,

ii.) ¢, « o« H}(I)nm *« « < a=a'modl, c=c¢'mod],
a=-a'mod I, c=-¢'mod],

il ) «, « « HY(I)nm “ « ;< a=a'mod],b=b"mod],

c=c'mod I, d=d'mod I veya a=-a'mod I, b=-b'mod I, c=-c'mod I, d=-d'mod I
dir[3].
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Onerme 21: Z[Aq] nin yalmz sonlu sayida I ideali igin H%( I) esas kongriians alt
grubu eliptik elemanlar igerir[3].

Ispat : H%= (2, q, © ) uggen grubunun agikar olmayan maksimal, sonlu, devirli
alt gruplarimin iki eslenik sinifi vardir[4]. Bu simiflann birini 2-mertebeli gruplar olugturur

ve T= 'i(l) ;l] ile dretilen grup, bu sinifin bir temsilcisidir. Diger smifi ise q-mertebeli

0
gruplar olusturur ve S = [ ] ile diretilen grup, bu siifin bir temsilcisidir. Yani, H?

A
nin maksimal, sonlu, devirli herhangi bir alt grubu T ve S nin bir eslenigi ile iiretilir.
Maksimal olmayan sonlu, devirli herhangi bir alt grup, maksimal olan bir grupta igerilir.
Bu durumda maksimal olmayan bir alt grup, T veya S’ nun bir egleniginin bir kuvveti ile
veya buna denk olarak T veya S’ nun bir kuvvetinin bir eslenigi ile tretilir. Diger yandan

< a> n-mertebeli, sonlu, devirli bir grup olsun. < a >- grubunun agikar olmayan farkh alt
gruplari, dn ve d #n olmak iizere, a% - elemanlan ile uretilir[14].

Boylece HY min agikar olmayan biitiin sonlu, devirli alt gruplan, ge HY olmak
iizere, gTg” veya gSig?! ( burada djq ve d #q ) bigiminde elemanlar tarafindan uretilir.
Eger bu sonlu, devirli alt gruplar H% nin bir N-normal alt grubunda igeriliyorsa bu
takdirde,

gTg' eN © TegNg!' © TeN (20)
veya

gSsleN o SlepgNg! & §¢eN
elde edilir. Buradan q =4, 5, 6 olmak iizere, esas kongriians alt grubu olarak N = H%(1)

0 -1
almirsa (20 )den T = [1 0 :l e HY(1) olur. Boylece 1€1 elde ederiz. Yani 1= Z[Aq]
agikar durumu olur. Diger yandan Sd=[a ZJ e H( 1) ise bu durumda c#0 dir. Aksi
c

1 nA
takdirde S® eleman, {O lq] (ne Z) formuna sahip olur ve bu durumda da parabolik

olur[5]. Dolayisiyla celdan
Norm( 1) <Norm( ¢ )



21

olur. Diger yandan q nin d-bélenleri sonlu sayida oldugundan Norm( ¢ ) min mimkiin
degerleri de sonlu sayidadir. Bu durumda Norm( ¢ ) Gistten sinirli olur. Dolayisiyla bu bize
Norm( I ) nin da istten sinirli oldugunu verir. Yani, I igin yalniz sonlu sayida miimkiin
deger vardur.
Onerme 22: g = 4, 5, 6 igin H? mn eliptik eleman igeren agikar olmayan esas
kongriians alt gruplar;
H'(+2) . q=4 (1=(\2))
HY(I)={Mevcutdegil , q=5
H'(1+3)  , q=6 (I=(1+43))
dir[3]
Ispat : Onerme 21 mn ispatin da yapildig1 gipi, q =4, 5, 6 olmak iizere,
S8e HY(I), dg ved=q
olacak bigimde Z[A,]’ nin I ideallerini belirleyecegiz.
i) q=4 olsun. dlq ve d#4 ise d=1 veya d=2 olur. Bu durumda,

V2

elde deriz. Yani, agikar durum olur.

0 110 -17 [-1 -2
d=2= §? = = e HY(1)

[1 JEMI ﬁ] {ﬁ IJ
duir. H4(I)’mntammmdan, -1-1=2-2, \/5, 1-1=0€I olacagindan I=< V2 > veya
I=Z[\,] olur. Yani,q=4igin H*(1)= H*(v/2 ) dir. 1= Z[\,] durumu asikardir.

0
d=1= S= [1 JGH4(I):> lel=>1=Z[A,] = H*(1)=H*( Z[A,])=H*

ii) q=S5olsun. d|5 ve d #5 igin, 5 asal oldugundan d =1 olur ki bu durumda

0 -1
S= L N :IGHS(I) olacagindan 1€l dir. Yani, I= Z[A] olur. Buradan H>(1)= H>
5

agikar durumunu elde ederiz. Dolayisiyla bu durumda, agikar olmayan eliptik eleman
iceren esas kongriians alt grup yoktur.

iii) g =6 olsun. d|6 ve d#6 igin d=1,2,3 olur.

d =1, agikar durum.

d=2 igin,
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0 -1[0 -1 -1 -3
§*= = v3 eH%(I)
1 V3|l1 V3] |3 2
olur. H®(1) min tammmindan, -1-1=-2, V3, 2-1=1el olmalidir. 1] oldugundan

I = Z[A] asikar durumu elde ederiz.
d=3 igin,

[t Bl 1] [~5 2],
(5 T ST Fero

olur. HG(I)nmtammmdan,—«/g-l, 2, J3-1el dr. 1+\/§, 1+f3 el ise
(1443 ) (-1+3 )=2eI ve -1++/3 =-2+1+3 eI oldugundan I=<1++3 > alirsak
ispat biter. Yani, H°(1)= H®( 1++/3 ) olur.

Onerme 23:
i) Npgiory (D)) = HY,

ii) o un HY deki sabitleyeni

sw={[1 M‘IJ :neZ }

0 1

durf3].
Onerme 24: S_ HY(1) <HY(I) dir[3].
Ispat: S, < H}(I)ve HI(I) < HY(1) oldugundan
Se HI(1) < HY(I)

olur.
Onerme 25: q=4, 6 igin S, HY(1) = HY(I) dur[3].
Lemma 3: I, Z[A] nin bir asal ideali olsun. Bu takdirde
Npst(2202, (Ho (1) = Hy(1)

dur[6].

2.3. q=3,4,6 icin H}(I)’mm H? deki Normalliyeni

Teorem 17: q=3, (No,6)=1 olmak iizere N = 2*3*N;, >1 olsun. Bu takdirde,
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Np(To(N))=T,( N/ 2%37), u=min(3, U%ID : V=min(1, Hj
dir[3]. ( q=3 igin [=H dur)

* Teorem 18: q=4, ( I',342 )=1 olmak iizere 1= (\/5)0‘(3)l3 I, Z[\/_Z_] nin bir
ideali olsun. Bu takdirde,

i) N (He(I)=Hg(I), a=0

i) N (Hi(D)=Hy((V2)*BPTI ), a21;

el [55]). p-o-mss. [9]

Teorem 19: q=6, (I', (1+ +/3 )33 )=1o0lmak iizere I= (1+3)*(\3)PI,
Z[3] in bir ideali olsun. Bu takdirde,

i) N (H§(1)=H§((1++3)*T), [3=0,a'=a—min[2,[[_;£lD

)N, (HS(1)=HS((1+3)* (VB I'),

o] a-meo 2]

dur[3].

2.4. q=5 icin HJ(I)’ nmn H? deki Normalliyeni

Uyar1 2: Bundan sonra aksi belirtilmedigi stirece A = A5 alinacaktir. Bu durumda
Z[A]=Z[)\s] olur.

Tamm 31: G =GL( 2, Z[A]) olmak iizere

Az[aﬁblx a2+b2k} Ao a; +bjA  ay+byA G
a3+b3}\4 a4+b47\. a;-l-b;?\, a;-l-bZl

olsun. Bu takdirde

A=A"mod2 <athid=a; +bjA mod2,1<i< 4
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olarak tamimlamr.
Onerme 24: G=GL(2, Z[A]) olsun. Bu takdirde G —uizerinde bir ~ -esdegerlik

b .
bagintisi, G/~ = {[a d} : a,b,c,de Zz[l]} olacak sekilde mevcuttur.
c
Ispat : Once
Z,[M]= {a A" +a A" +.+ad+a,: a,ay,.., a8, € Z,y,ne N} (21)

halkasinin elemanlarim belirleyelim. Bunun iginne N olmak iizere,

1mod2 , n=0mod3
A'={Amod2 , n=1mod3 (22)
1+Amod2 , n=2mod3

oldugunu gostermek yeterlidir. n- izerinden tiimevarim yontemi uygulayalim:

n=0,1i¢in, ( 22 ) dogrudur.

n=2i¢in, A®=A%2 =1+A =1+ A mod2 ven=2=2 mod 3 oldugundan (22)
dogrudur.

n=3igin, A®=A>=14+2A=1mod2 ve n=3=0mod3 oldugundan (22)
dogrudur.

n=4 igin, A" =" =AA3=A.1=Amod2 ven=4=1mod 3 oldugundan ( 22 )
dogrudur.

Iddia, n > 4 igin dogru olsun; n+ 1 igin dogru oldugunu gosterelim:

A mod?2 , n=0mod3=>n+1=1mod3
A =AM =J1+Amod2 , n=1mod3=>n+1=2mod3
1mod2 , h=2mod3=>n+1=0mod3

oldugundan ( 22 ) ifadesi her ne N igin dogru olur. ( 21 ) de verilen Z,[A] halkas1 (22 )
ile

ZyA] ={0,1, A, 1+A } (23)
olur. Bu takdirde ( 23 ) yardimu ile

G:= {[a Z]: a,b,c,dezz[x]} (24)

C
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kilmesini tamimlayahm. Difer yandan her a+bA € Z[A] igin,

0+2(a"+b'A) , a,be2Z

I+2(@'+b'A) , ag2Z vebelZ
A+2(a'+b'A) , ae2Z vebe2Z
I+A+2(a'+b"), a¢g2Z ve bg 27

a+bA =

oldugundan
a+bi=a"+b'A mod2

(25)

(26)

olacak sekilde a +bAe Z,[\] mevcuttur. Dolayisiyla her Ae G i¢in Tanim 31, (24)

ve (26 ) ifadelerinden
A=A"mod?2
olan A'e G’ vardrr.

(27)

Simdi de G iizerinde ~ egdegerlik bagintisim tammlayalim: A, Be G olsun. (27)

den A = A"mod2 ve B =B mod?2 olacak sekilde A‘, B e G" matrisleri mevcuttur.

Bu takdirde ~ bagintisi,
A~B:o A'=B’

ile tammlansin. ~ bafintis1 G tzerinde bir egdegerlik bagintisidir:
1)(27) ve (28)den her Ae G igin A ~ A dir. ( yansima )
2)A,Be G igin A ~ B olsun. (27 ) ve (28 )den,
A~BoA'=B'oB =A"o B~A

olur. ( simetri ).
3)A,B,Ce GiginA~B veB~ C olsun. (27) ve (28)den,

A~BoA™=B"

B~C<:>B‘=c‘> > A'=C'o A~C

olur. ( gecisme ).

1), 2) ve 3 )den~ bir esdegerlik bagintisidir.

(28)



Simdi de herhangi bir Ae G matrisinin ~ bagintisina gore A denklik stifint

belirleyelim. Ae G oldugundan (27 )denA = A'mod 2 olacak sekilde birA'e G”

matrisi vardir. Diger yandan,

BeA< B~AS BrA~A' e BAA"S Be AT
oldugundan

A=A" (29)
olur. Bu takdirde denklik siniflarindan olusan G/~ -klimesi,

Gin ={A" : A'eG"}

olur.

Teorem 19: (28 ) de tanimlanan ~ baZmntisina gore H> /~ =3 olacak sekilde bir

3G/~ alt kiimesi vardir ve

S R 5 5 R R R AL

ispat:1=| > O 1=]% T ={% Y u=|" *|otsun (26)dan
P01 T 1 o f 1 oY o 1| ckum(26)

-1=1mod2 ve-A = A mod 2 oldugundan Tamm 32 ve Onerme 23 den
Ul=Umod2,T=T'mod2 = UleUve TeT . (30)

ve qe N igin,

pa= |1 AL @]
0 1 0 1|

=q=0mod?2 i¢gin U%eI ve q=0mod?2 igin Ule U (31)
dir. Diger yandan,

10
mod2 , q=0mod2
01

1 A
mod2 , g=1mod2
01
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0
[(1) 1}modZ , q=0mod?2

oo 7 3T 7

= q=0mod?2 iginU%el ve q=0mod?2 igin U%e U (32)

A
[1 :|mod2 , q=1mod2
0 1

olur.

Ae B keyfi olsun. Sonug 10, ( 18 ) den 3ne N*= N\{0} oyleki qi, @,
..xqn€ Z\{0} Ve qo, Gn+1€ Z olmak ilizere A-matrisi,

A= UPTURTULT. . TUBRTUS (33)
diizenli kelimesi ile verilir.

Bunun ispatini, dnce o = gu+1 =0 olmast durumunda yapalim. Bu halde (33 ) de
verilen diizenli kelime

A= TUYTU%®RT.. TUST (34)
olur.

i) qi, 92, -...qa =1 mod 2 olsun. Bu durumda iddia, (34 ) de verilen her A matrisi
i¢in,

-

Ae ,h=0mod5

l_o
S =

Aec ,n=1mod5

T 1
&> =
—_ O

-

A= TUYTULT.TURT = <{Ae ,h=2mod5 (35)

T 1
> >
O e

> >
L L

b—l}’l

Ae ,h=3mod5

Ae ,n=4mod5

>-A>"

1
| 0

olur. Ispat: timevarim yéntemini kullanarak yapacagiz.
n=1igin, (30),(31),(32) ve(34) den,
10 1 0
A=TU“1TET’UT'E[7L 1]mod2:> AEI:A 1] (36)

olur ve n=1 mod 5 dir.
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n=2igin, (30),(31),(32),(34)ve(36) den,

A

1 Al
A= TUTULT =TUTUT E[)\. A]modZ =>Ae [2. 7»] (37)

olur ve n=2 mod 5 dir.
n=31ig¢in, (30),(31),(32),(34) ve (37) den,

A A A A
A=ﬂﬂﬂﬂﬁwﬂéTUNHUTsL mezer[lx] (38)

olur ve n=3 mod 5 dir.

n=4igin, (30), (31),(32),(34) ve (38)den,

1
A= TUATULTUSTUT = TUT'UT'UT'UT' = l:o ?]modZ

1 A
:Ae[o J (39)

olur ve n=4 mod 5 dir.
n=35igin, (30),(31),(32),(34)ve(39) dan,

A= TUMTURTUSTUHTUST = TUT'UT'UTUTUT' = [(1) (1)} mod?2

A 01
= E[l 0} (40)

olur ve n=0 mod 5 dir.
n=61ig¢in, (30),(31),(32),(34)ve(40) dan,

A= TURTULTUSTUHTUSTUST = TUT'UTUTUT'UT'UT = [i (1)] mod 2

1 A
ﬁAEL J (41)

olur ve n=1 mod 5 dir.
Iddia, n>6 igin dogru olsun, n+ 1 igin dogru oldugunu gosterelim.
n+1 igin,

A= TUSTU®LT.. TUSTU®4T



ile verilen diizenli kelimede,

Ay = TURTURT.. TURT
alirsak, iddia n i¢in dogru oldugundan,

0 1
| 1

r
—_— O O

© = e > > -

—-

's
n

.

elde edilir. Bu durumda,

r

J

> > > -
Jd L

I
L

mod2 , n=0mod5

mod2 , n=1mod5

mod2 , n=2mod5

mod2 , n=3mod5

mod2 , n=4mod5

o 171 aJfo 17_
1 o]0 1_[1 0]
1 o1 alfo 17_
A 1]0 1_[1 o|”
A 11 A0 1
A=AUR =31, ko 1_[1 0|
A A1 Ao 1]
1 ajo 1_[1 0|
1 A1 Affo 1]
lo 1]lo 1_[1 o

olur. Buradan,

1

I

BN

> >

I 1
_

I o -

_ O
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o

]mod2, n=0mod5=>n+1=1mod5

k.

D e

]modZ, n=1mod5=n+1=2mod5

>

:|m0d2, n=2mod5=>n+1=3mod5

> >

]modZ, n=3mod5=>n+1=4mod5

b

O}modZ, n=4mod5=>n+1=0mod5
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( —

01 ,n+1=0mod5
10

0 ,n+1=1mod5s

>
Mm
T T
> =
Il
| M |

,n+1=2mod5 (42)

>

m
-1
> >
> =

1

L

A A

A
“l1 A

,h+1=3mod5

| oo—

Ae

|

LA ,h+1=4mod5
01

elde edilir. Dolaysiyla (36),(37),(38),(39),(40),(41)ve (42)den,(34)
ifadesi her ne N” igin dogru olur.
Bu takdirde 3; kiimesi

sk IE G ]

olarak tanimlanirsa; i) ve ( 34 ) sartim saglayan her Ae H> matrisi igin, ( 35 ) den, Ae3

elde ederiz.
Diger yandan, (43 )den,

(i T ()

kitmesini ve (44 )dende 3, kiimesini,

v e J[1 O]TA 1]J0 17[1 AT[A A
s-srers=[ 0 GGG @

olarak tamimlayalim. (44 )ve (45) den

3

3 =T'3, = 3,T (46)
oldugu agiktir.

Simdi de keyfi A", B’e S‘; matrisleri igin A'B’ ¢arpimlarinin olusturdugu
kiimenin belirlenmesi gerekir.

A"=T' veya B = T' olmast durumunda, (45 ) den,
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A'B €3, (47)
dir.
Simdide A® # T' ve B" # T’ olmak iizere A'B" garpimin belirleyelim.

Burada A’ S; ¢arpimini, Tanim 31 den,
A'S, ={C" :3B’e€3;; A'B  =C'mod2} (48)

tanimlayalim. Bu takdirde,

10
A= [x 1:| icin, ( 48) den,

i 00 9 36 0 )

elde edilir.

. |1 A
A=
[0 1:] igin, ( 48 ) den,

wsi= {1 ol e T Al Sl (50

olur.

« |A 1}
A =[A J icin, (48 ) den,

wi-{ s ale I .

olur,

- A AL
A=
[1 J icin, (48 ) den,

wai= {33000 ol A ) 52

dur. Sonug olarak (47 ), (48),(49),(50),(51) ve (52) den,
A'B'e 3, (53)

elde ederiz.
Eger A’ e 3,* alnip, A" 3; carpimu igin, (48 ) kullamlip, (49 ), (50),(51) ve
(52 )deyapilan islemler tekrarlanirsa, ve (46 )den,
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AT, =3 (54)
elde ederiz.
Eger A'e S; alinip, A” SZ carpimi igin, ( 48 ) kullanilip, (49 ), (50),(51) ve (52)

de yapilan iglemler tekrarlamrsa,

A3, =3 (55)
elde ederiz.

Bu durumda 3" kiimesini,

3 =3U3, (56)

olarak tammlarsak; her A'e 3" i¢in (48), (53), (54 ) ve (55 ) den

A3 =3 (57)
elde edilir. Dolayistyla, herhangi A, Be H> matrisleri igin A=A"mod 2 ve B = B mod 2
olacak bigimde A", B’e 3" matrisleri varise, (48 )ve (57 )dan, bir C'e S matrisi de

AB= A"B'= C" mod 2 (58)
olacak bigimde vardir. 3 kiimesini, ( 56 ) den,

3= (A" AT ) (59)
olarak tammlayalim.Bu takdirde ( 59 ) de verilen 3 kiimesi uzerinde bir “.,, ¢arpim

islemini; X;, E € 3 olmak tizere,

*__ %

A".B = AB (60)

- {1 0
olarak tammlarsak, (57 ) ve (60) dan (3, .), birim elemam I=[O J olan, bir

gruptur.
ii) q1, qa, ...,qn =0 mod 2 olsun.Iddia, her ne N i¢in

A=TUQTULT. TULT = T'mod2 , n=0mod2
I mod2,n=1mod2

veya

Ae'-f—’,nEOmodZ

A=TURTU%T, TURT = N (61)
Ael ,n=1mod2

oldugunu ispatlamak yeterlidir. Ispati n — izerinden timevanmla yapacagiz:
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n=1igin, (31),(32)ve(34)den,

A=TUST =TIT =T'T'=Imod2 = Ael (62)
olur ve n=1 mod 2 dir.

n=2igin, (31),(32),(34)ve(62)den,

A= TUSTUST =TITIT =TTT =T’ mod2 =>Ae T (63)
olur ve n=1 mod 2 dir.

Iddia, n>2 i¢in dogru olsun, n+ 1 igin dogru oldugunu gosterelim: n+1 igin,

A= TUSTULT.. TUBRTUST
ile verilen diizenli kelimede, A, — matrisi olarak,

Ay = TUSTU%RT.. . TUSRT
alirsak, iddia n igin dogru oldugundan,

T'mod2, n=0mod2
A=TUSTU®T.. TUST = TTDIT. TTT =4 . oo o 0
I mod2, n=1mod2

dir. Bu durumda,

TIT'=1 mod2, n=0mod2=>n+1=1mod2

A=Aan"+lTE‘
IT =T'mod2, n=Imod2=n+1=0mod?2

T'mod2, n+1=0mod?2
= A=
I mod2, n+l1=1mod2

Ae?, n+1=0mod2
= (64)

Ael , n+1=1mod2
elde ederiz. Yani her ne N" igin ( 61 ) ifadesi dogru olur.

Bu durumda, i),ii ) ve (34 ) sartlanm saglayan her Ae H’ igin, (29), (59 ) ve
(61) den,

A=A'eS (65)
dir. Diger yandan, qo, gu+1 € Z keyfi olmak tizere
B=U% ve C= U« (66)

olsun. (29),(31)ve (32)den
B,Ce3 (67)
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oldugu agiktir. Bu takdirde i),ii) ve (34 ) sartlanim saglayan herhangi bir Ae H’
matrisi ve ( 66 ) da verilen B ve C matrisleri i¢in K := BAC ¢arpimint gdz6niine
alalim. ( 60 ) dan,

BAC=BAC=K (68)
olur. (3, . ) grup oldugundan, ( 65 ), (67 ) ve (68 )den

Ke3 (69)
elde ederiz.

iii) A-matrisinin ( 30 ) da verilen diizenli kelimesinde, q;, @, ...,z € Z \{0}sayilan
i¢in 1<i# j<n olmak iizere ¢; = O mod2 ve g;=1mod2 olacak sekilde g;,qje Z\{0}

olsun.Bu takdirde, me N* olmak iizerel <k, <k, <...<k,_, <k, <npargalanis1 igin
Ay =TUSTU%T..TU%"
A, = TUMTUS T, TUS

Ag = TUSa2 TUSa-2 T, TY st (70)
Ap = TUSat TUSaiT, Tt
Ay = TU = TU%"T, TUST

olmak iizere
A= AjA;.... AniAnA, (71)
dir. Diger yandan, g; — degerleri igin,
(0mod2, 1<i<k; -1
Imod2 , k; i<k, -1
Omod2, k, <i<k;-1
+1mod2 , kg i<k, -1 (72)

i

.mod2 , k,_,<i<k, -1

..mod2 , k,, <i<n

olsun. Bu takdirde (29 ), (31),(32),(34),(35),(60),(61),(69),(70)ve(72)den
herie{1,2,3,...,m,n }igin

A;eJ (73)
dir. (60)ve (71)den
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AA, LA A = AA, A A =A (74)
olur. (3, .) grup oldugundan, ( 73 ) ve ( 74 ) den,

Ae3 (75)
elde ederiz.

Sonug olarak, i), i), (69 ) ve iii ) den, her A e H> igin A € 3 olur.

Sonuc 11: Z[A] halkasimin I=(2 )=2Z[A] ideali verilsin. Bu takdirde
1 0f}1 A
Hy(2)/~ =
3(2) {[0 Ho 1]}

. b
Ispat: A= [: d}e H3(2) herhangi bir matris olsun.Hf,(Z)mntammmdan

dir.

10
c¢=0mod2 dir.Teorem 19 dan A -matrisi igin iki durum vardir:ya A e [O J ya da

1 A
Ae [0 J dir.Dolayisiyla

SO |

Sonug 12: I=(2)=27Z[A] ideali igin

olur.

i) S,H(2)=H;(2)

i) Hy(2)=H;(2)
dir.

Ispat : i) Onerme 24 den S,H’(2)<H](2) dir. Bu takdirde S_H’(2)>H3(2)
oldufunu gésterirsek ispat biter. Bunun igin a,, ¢;, d, €1=<2> olmak iizere ( Uyan .1
den H; (2)=H;(1)dir.)

[l+a2 b

5
02 1+d2]EH‘(2) (76)
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keyfi olsun.

1 nA A= l+a, b (77)
0 1 c, 1+d,

olacak sekilde bir ne Z ve Ae H>(2) bulunabilirse ispat biter. (76 ) dan
L " l+a, b | [l+a,-nc,A b-n(l+d,)A
olur. ay—nc;), €1 ve del oldugundan Ae Hf( 2) olur. (76 ) ve Sonug 10 dan

b=) mod2 veya b= O mod2 dir.
a) b=) mod2 olsun. Bu takdirde
b—n(1+d;) A = A-nj =(1-n) A mod 2
olur. Buradan,

Omod2 , ng2Z
(I-n)a=

Amod2 , ne2Z
elde ederiz. Dolayistyla b=} mod 2 olmasi durumunda n tek say: olmalidir. Bu
durumda Ae H>(2) olur.

b)b= 0mod2 olsun. Bu takdirde

Omod2 , ne2Z

b-n( 1+d. = - =
o 10 L {xmodz,nezz

elde ederiz. Dolayistyla n—gift sayi almrsa Ae H>(2) olur. a) ve b) den
H; (1) <S, H>(1)

elde ederiz.
if) H3(2) ve H}(2)nin tammindan

H{(2) < Hy(2) (78)
oldugu agiktir. Diger yandan her A = [: Z] e H3(2) matrisi igin Sonug 10 dan
a=1mod2 ve d =1mod2 dir. Bu durumda,a-1=0mod2 ve d-1=0mod?2 olur.
H; (2 )nin tammindan A = {: Z]er(Z) ve sonug olarak

H3(2) <€ H;(2) (79)
elde ederiz. (78) ve (79) dan
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Hy(2)=Hj(2)

olur.

Teorem 20: I', Z[A] nin bir asal ideali olmak iizere (2, I')=1 ve I= ()*r

olsun. Bu takdirde,

N, (H3(1)=H;((2)*T), o’ = o -min{ 2, [[g-n }

dir.
Ispat :

X Z
X=[y t]eNHs(HS(I))

keyfi bir matris olsun. Bu takdirde her

[i Z]eHS(I)

igin, Tanim 1 den,

_|x zlla bj|x z]! g
A_[y t][c d][y t] &

dir. ( 82 ) de matris garpim1 yapilirsa,

Ao [axt—bxy+czt—dzy *

e Hy(I
ayt—by” +ct’ —dty *] o(1)

olur. Hy(I)mn tammu, (81) ve (83 )den
¢ =0modI
ayt—by* + ct? —dty = Omod I
oldugundan
ayt— by’ — dty = O mod I
dir. Diger yandan

a b| [1 A

c d| [0 1
olarak alirsak ( 84 )den

Ay =0modI

olurve (-1+ A ) A =1 oldugundan, ( 85)den,

v = 0modI

(80)

(81)

(82)

(83)

(84)

(85)

(86)
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elde ederiz. (84 ) ve (86) dan
(a—d)ty = O0modI

olur. Bu takdirde her xe Z[A] igin, ( 87 ) den,
(a—d)xty = OmodI

dir. Ayrica, ( 80 ) den det( X )=xt—yz=1 oldugundan
xt=1+yz

dir. (88) de xt yerine (89 )dan 1+ yt yazihrsa, ( 86 ) dan,
(a—d)y=0modI

elde ederiz. Diger yandan (81 )den ad—bc=1 ve ¢ = 0 mod I oldugundan
ad = 1 mod1

olur. Eger (90 ) denklemi a ile garpilirsa, ( 91 ) den,
(a’>—1)y = OmodI

ve (90 ) denklemi d ile garpilirsa, ( 91 ) den,
(d~1)y = 0mod1

elde ederiz. Aynica, Tanim 14 den
I=2)TI'c (2)*Nnl'c(2)nT

ve Onerme 17 den M= Z[A] bir EIH oldugundan 3 xo + yo) e Z[A] dyleki
I'=(x0 + yod)

dir. Tamim 14 den (2)* = ( 2%) oldugundan, ( 95 ) den

I=(2)*T =(2% (% +YoA))= 2% (X0 +YoAr)Z[A]
olur. (86), (94),(95)ve(96)dan
y* = 0 mod 2*
y* = 0mod (X0 + yod.)
olur. (97 ) den,
y* = 0 mod 2
dir. (2) ve I'=(xo+yo)) asal idealler oldugundan, (98) ve (99 )dan,
y = 0 mod (X0 +yo1)
y=0mod2
olur. (97) ve (101) den

vy € 2* Z[A] ve ye 2 Z[A]

(87)

(88)

(89)

(90)

(91)

(92)

(93)

(94)

(95)

(96)

(97)
(98)

(99)

(100)
(101)

(102)
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dir. Diger yandan, ne Z . keyfi olmak iizere Z[A] halkasimn 2 ZIA] ve 2271 Z[A]
ideallerini gozoniine alalim. x; +y1 A € Z[A] keyfi olsun;

) Eger (x;+y1a,2)=1vey:= 2"(x;+y1) ) almrsa, y e2" Z[A] ve
y ¢2%" Z[A] dir.

2) Eger(x;+yia,2) #1 ise, 2, Z[A] da asal oldufundan (X +yia, 2)=2
dir. Bu takdirde x; +y;A € 2Z[A] olur. Yani x; +y1A =2 (X2 +Yy2) )olacak bigimde
bir x; +y21 € Z[A] sayist vardir. Bu durumda,

y:=2"(x+yia ) =2 (x+y2 )2 Z[]

elde ederiz.
Dolayisiyla, 1 ) ve 2 ) den
2" 7Z[A] < 2" Z[A] (103)
*
olur. ne Z + keyfi oldugundan, (103) den,
D27 € P ZIN < ... < 22Z[A] <2 Z[A] c Z[A] (104)
#* # # #* £
zincirini elde ederiz. (102) ve (104) den y igin bir a’ € N sayis1
y € 2% Z[A] ve ye 2% Z[A)] (105)
olacak sekilde mevcuttur. (105) den
y=2%(u+vd) (106)

olacak bigimde bir u+ vy € Z[A] vardir. (102) ve (106) dan

V=22 (u+vy ) e 2* Z[A] (107)
olur. Burada o < o olmas1 durumunda (100)den (86),(92) ve (93) sartlan
saglanir.

Simdi de o’ < o durumunu irdeleyelim. Bu durumda

0<a-d (108)
olur. Ayrica (107) den

a_<_2a':>%3a’$a (109)

elde ederiz. Diger yandan ( 81),(94) ve Sonug 11 den,

a b 1 0 ab 1 A
- d2 vada = a2
ya [c d} {o 1]m° ya [c d} [o 1] mo

dir. Burada her iki durum igin de, Tanim 32. den,



a=1mod2 (110)
olur. (110) dan,

a+t1=0mod2 ve a— 1= 0mod?2 (111
dir. (111) den,

a®~1=(a+1)a-1)=0mod2? (112)
elde ederiz. (112) den

a’~1e 2°Z[A] (113)
olur. (105) ve (113) den

(2> - 1)y e 2**? Z[A] (114)
dir. (92), (108) ve (114) den

aa2>0La-a'<2 (115)

elde ederiz. Bu durumda, o -degerleri igin (109) ve (115) sartlarm saglayan en kigik

o' € N sayilanm belirlemek yeterlidir.

a=0i¢in, (109) ve (115)den o’ =0 (116)
a=1igin, (109) dan %s a' => a'eZt
(115 den 0<1-a'<2 > o' =1 (117)
olur.
a=2 igin, (109) dan %:15(1' = o' eZ (118)
(115)den 0<2-a'<2 = o =1,2 (119)
dir. (118) ve (119) dan
o =1 (120)
olur.
a=3 i¢in, (109) dan %:%s o = a'eZ\{1)} (121)
(115) den 0 < 3-a'<2 = o' =1,23 (122)
dir. (121) ve (122) den
o =2 (123)

olur. Bu takdirde, o & {0, 1,2, 3} igin (116), (117), (120) ve (123) den



41

(0=0-[0] , a=0
1=1- l ) a=1
2]
o = | o1 (124)
1=2- 2 , =2
2
2=3-2] | u=3
2]

olur. (107), (114) ve (124) den
X=[§ ﬂeHS((z)‘*’r)

dir ve X matrisi keyfi oldugundan

Nps (H3((2)*I)<H3((2)*T) (125)
elde ederiz.
oa>4igin, a=p +4 (126)

olacak sekilde bir f € N sayist mevcuttur. Bu takdirde (109) dan,

> 2B B s w2 (127)
2 2 2

olur. (115) ve (126)dan
0LB+4<a'+2>p+2<5 ' (128)

elde ederiz. (128) denher e N igin a'=f +2, B +3, B +4 olabilir. Ancak (127) ve

(128) de verilen sartlan gergekleyen en kiigik o’ € Z* sayisin alacagimizdan a'= f + 2
olur.Bu durunda, (126)dan o >4 igin

a=f+2=B+4-2=qa-2=> a'=a-2 (129)
olur. (107), (114) ve (129) dan

X=[x Z]eHS((z)“"I')
y t
olur ve X —matrisi keyfi oldugundan

N, (H3((2)*I)<H((2)*2T) (130)

elde ederiz. Dolayisiyla (124) ve (129) dan a degerlerine karsihik gelen o igin
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o = o -min{ 2, [[%]] }

ve (131) de verilen o’ degerleri igin de (125) ve (130) dan,

N (H((2)°T)<H((2)*7°1)

elde ederiz.
Simdide o = & - min{ 2, [[%]1 } icin

Hy((2)* ) SNy (Hy(2)°T)
oldugunu gosterelim: Bunun igin
X=[x Z]GHS((Z)“'I')
y t
keyfi olsun. Bu durumda

y=0mod((2)*I') ( veya ye (2)*T )
dir. (96 ) ve (134) den

y=2%(%o+yoh Y(u+ Vi)
olacak sekilde bir u+ v) € Z[A] sayis1 vardir. (135)de y’ nin karesi alinirsa,

y' =2 (%0 +yor Y(u+va )’
olur. a < 2a’ oldugundan, (96) ve (136) dan,

7= 2% (%0 + y0h 22 (X0 + yob X u+ V2 )']
=y € 2% (X0 +Yod ) Z[A]

=y = 0mod (( 2)*I')

elde ederiz.

(131)

(132)

(133)

(134)

(135)

(136)

(137)
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b -
Diger yandan, ( 81 )de verilen her [a d} matrisi igin (112) den
c

a’l—1=22(x+yd) (138)
olacak sekilde bir x + yA e Z[A] sayis1 mevcuttur. (135) ve (138) de verilenler taraf
tarafa garpilirsa, Z{A] degismeli halka oldugundan,

(2= 1)y=2""2(x+yoA (u+vA Y x+yhL) (139)
olur. (115) ve (139) den

(a®~1)y=2%(%o+yoh ) 2*** (u+vA X x+yi)]

=(a’-1)y=0mod((2)* I') (140)
elde ederiz. (137) ve (140) den

— X z 5 s
X= v t € Nys (Ho((2)°T'))
X z F
olur. Burada X = ’: tJ matrisi keyfi oldugundan
y

H3((2)*T')SNgs (Hy(2)*T) (141)
elde ederiz. (132) ve (141) den

N, (H3(1)=H3((2)°T) , o = a -min(2, [71)
olur.

Sonug 13: I, Z[A] mn bir asal ideali ise

Ny (H3(1)=H3((I)) (142)
dir.

Ispat: i) Eger (2,1)=11ise Teorem20de a =0( (2)°= Z[A] ) alirsak (142)

ifadesi gergeklenir.
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i) Eger (2,1) #1 ise butakdirde, Z[A]” min birimlerinin kiimesi (Z[A] )" olmak

lizere
(2,1)=d (143)

olacak sekilde bir de Z[A]\(Z[A]) sayis1 vardir. (143) den de 2Z[A] ve 2, Z[A] de
asal oldugundan d=2 olur. Bu durumda (143) den

2(x+yA)+(u+vi)=2 (144)
olacak sekilde x +yA € Z[A], u+ vA el sayillan vardir. (144) den

ut+tvA=2(1-x+yA))> u+vie (2)

=>I=(u+vA)lc(2) (145)
olur. Z[A], degigmeli bir AEP halkasi oldugundan Iideali maksimaldir. Dolayistyla
(145)den I=(2) elde ederiz. (100) den (142) ifadesi gergeklenir.

Uyan 3: Sonug 13, Lemma 3 igin de bir sonugtur.



3. IRDELEME

Teorem 19. da Tanim 31.yardim ile G =GL(2, Z[A]) lizerinde (28) de tanimlanan

~ -bagintisina gére H>/~ denklik simflari kiimesi belirlendi.
Sonug 11. de H>/ ~ kiimesi yardimiylada H>(2)/~ kimesi belirlendi.

H>(2)/~ kimesinin belirlenmis olmasi Teorem 20. nin ispatim1 yapmakta

biiyiik kolaylik saglamigtir.



4. SONUCLAR

Yapilan galismalarda ele alinan konular ve elde edilen sonuglar asafidaki
gibidir.

1. [3], sayfa 63 te verilen Onerme 3.3.2 hatali bulunup, asagidaki gibi dizeltilip
ispat yapildi.

q=4,5,6 igin HY mn eliptik eleman igeren agikar olmayan esas kongrians alt
gruplari;

H'(V2) , g=4 (I=(¥2))
HI(I)={Mevcutdegil , q=5
H'(1+43)  , q=6 (I=(1++3))
'dir.
2. G = GL( 2, Z[A]) olmak tzere, G — Uzerinde bir ~ - esdegerlik bagmtisi

verilerek

a b
G/~ = {[c d} ra,b,c,de ZZ[X]}

oldugu gosterildi.
3.

o Y A R R

olmak iizere H>/ ~ = 3 oldugu gosterildi.

4. Z[A] halkasmin I=(2) ideali igin

-0 7]

oldugu gosterildi.

5. Z[\] halkasinin I=(2) ideali igin S, H>(2)=H;(2) ve H3(2)= H;(2)
oldugu gosterildi.

6. [3], sayfa 125 te, Prof Dr. David SINGERMAN ve doktora dgrencisi, Dr.
Ioannis Panagioti IVRISSIMTZIS’in ortaya koyduBu konjektiir:
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Konjektir: (2, I’ )= 1 olmak iizere Z[A] mn bir ideali I=(2)*I' olsun. Bu takdirde

Nos (H(1)=H((2)*T), a'=a -min(2, ﬂ%ﬂ )

dur.
Bu Konjektiir'in, I' mn asal ve (2, I’ )=1 (veya I'#(2)) olmasi durununda ispat1

yapildi.



5. ONERILER

1. (28) de verilen ~- bagintis1 ve (60) da tamimlanan “.,, garpim islemine gore
GL( 2, Z[M]) /~ kumesi tarafindan igerilen en genis grubun ve (SL(2, ZiN)) I~ , )
grubunun mertebeleri aragtirilabilir.

2. Teorem 20. de verilen 1= (2)* I' idealinde I’ nin asal olmamas1 durumunda
iddia dogru olabilir mi? Eger iddia dogru degilse, olmadigim gosteren somut bir ek
varmidir ?

3.1=(2)* I've (2, T')=1 olmak tizere Hy(I1) nm PSL(2, R)deki

normalliyeni aragtirilabilir.
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