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Doktora Tezi

OZET

CEBIRSEL YAPILARDA (I,T)-L-BULANIK KABA KUMELER
Canan EKiZ

Karadeniz Teknik Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Danisman: Dog. Dr. Sultan YAMAK
2013, 72 Sayfa

Bu tezde; bagintisal homomorfiler, kongriians bagintilarinin ve TL-bulanik bagintisal
homomorfiler de TL-kongriians bagitilarinin genellestirilmesi olarak ele alinmis ve grup,
halka, modiil cebirsel yapilar1 iizerinde (TL-bulanik) bagintisal homomorfiler yardimriyla
((1, T)-L-bulanik) kaba kiimeler insa edilmistir.

Birinci boliimde, tezin anlasilabilmesi ig¢in gerekli 6n bilgilerin yani sira
genellestirilmis (I, T)-L-bulanik kaba kiimeler tizerindeki 6zelliklere yer verilmistir. Tezin
ikinci béliimii ise dort kisimdan olusmustur. 11k kisimda bagintisal homomorfiler ile kiime
degerli homomorfilerin iligkisi incelenmistir. Kiime degerli homomorfiler, bagintisal
homomorfilerle karakterize edilmistir. ikinci kissmda TL-bulanik bagintisal grup, halka ve
modiil homomorfisi kavramlarmin 6zellikleri tamitilmistir. Ugiincii kisimda; TL-bulanik
bagintisal homomorfilere gore T-iist ve [-alt L-bulanik kaba yaklasimlarin 6zellikleri
incelenmistir. Son kisimda ise genellestirilmis kaba alt ve [-alt L-bulanik yaklasimlarla

olusturulan kafeslerin 6zelliklerine deginilmistir.

Anahtar Kelimeler: TL-Bulanik Alt Cebirsel Yapilar (Gruplar, Halkalar, Modiiller),
Bagmtisal Homomorfiler, TL-bulanik Bagintisal Homomorfiler,
Genellestirilmis (I, T)-L-Bulanik Kaba Kiimeler.
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PhD. Thesis

SUMMARY

(I, T)-L-FUZZY ROUGH SETS ON SOME ALGEBRAIC STRUCTURES
Canan EKiZ

Karadeniz Technical University
The Graduate School of Natural and Applied Sciences
Mathematics Graduate Program
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Sultan YAMAK
2013, 72 Pages

In this thesis, relational morphisms and TL-fuzzy relational morphisms are handled
as a generalization of congruence and T-congruence L-fuzzy relations, respectively, and
((1, T)-L-fuzzy) rough sets are constructed by using them.

In the first section of the thesis is included some of the new properties of generalized
(1, T)-L-fuzzy rough sets as well as some preliminary information. The second section of
the thesis consists of four parts. In the first part of the second section, the relationship
between the relational morphisms and set-valued homomorphisms is researched, and set-
valued homomorphisms are characterized by the relational morphisms. In the second part,
some characteristics of TL-fuzzy relational morphisms of groups, rings and modules are
investigated. In the third part, some features of T-upper and I-lower L-fuzzy rough
approximations are examined. In the last part, some properties of the lattices of lower and
I-lower L-fuzzy rough approximations are mentioned.

Key Words: TL-Fuzzy Subgroup (Subring, Submodule), Relational Morphisms, TL-Fuzzy
Relational Morphisms, Generalized (I, T)-L-Fuzzy Rough Sets.
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SEMBOLLER DiZiNi

R : Reel sayilar kiimesi

Z : Tam sayilar kiimesi

N : Dogal sayilar kiimesi

£ X) : X in gii¢ kiimesi

(L,<,AV,0,1) : En biiyiik elemani 1, en kiigiik eleman1 0 olan bir tam kafes
T : L lizerinde taniml1 t-norm

S : L lizerinde taniml1 t-conorm

I . L lizerinde taniml1 gerektirme

N . L lizerinde taniml1 negator

F(X) : X in bulanik gii¢ kiimesi

F(X,L) : X in L-bulanik gii¢ kiimesi

Ua . 1 niin seviye alt kiimesi

Dy : T t-normuna gore L nin idempotent elemanlarimin kiimesi
X,Y,9) : Genellestirilmis yaklasim uzay1

F,(x) . x € X in ¢ bagmtisina gore ardil komsulugu

©(A) : A kiimesinin iist kaba yaklagimi

[ (4) : A kiimesinin alt kaba yaklagimi

(X,Y,0) : Genellestirilmis L-bulanik yaklagim uzay1

§T ) : u niin T-tist L-bulanik kaba yaklagimi

9,(w) . p niin [-alt L-bulanik kaba yaklagimi

Hom(X X Y,T,L) : X tenY ye tiim TL-bulanik bagintisal homomorfilerin kiimesi



1. GENEL BiLGILER
1.1. Giris

Klasik kiime teorisinde kiimeler, elemanlartyla tek sekilde tanimlidir. Diger bir
ifadeyle her eleman, kiimeye ait olup olmama durumuna gore tek sekilde siniflandirilir ve
evrensel kiimenin tiim elemanlari, kiimeye ait olanlar ve olmayanlar seklinde ikiye
ayrilirlar. Bu ¢esit kavramlar ¢ogunlukla 'kesin' olarak adlandirilir. Halbuki yasadigimiz
evrenin tim elemanlarinda, dogasinda belirsizlik i¢eren unsurlara rastlamak miimkiindiir.
Matematik, en gilivenilir aciklama araci oldugundan bulgularin matematiksel olarak
ispatlanmas1 ¢ok Onemlidir. Bu nedenle belirsizlikleri igeren bilgilerin, matematiksel
olarak islenebilmesi i¢in ¢esitli teorik matematiksel yaklasimlar gelistirilmistir. Bulanik ve
kaba kiime teorileri bu yaklasimlara 6rneklerdir. Glinlimiizde bu teorilerin, bir¢ok alanda
uygulamalar1 mevcuttur.

Bulanik kiime teorisi, Azeri matematik¢i Lotfi Zadeh tarafindan 1965 yilinda ortaya
atilmigtir [43]. Bu tarih, bazi belirsizliklerin modern anlamda matematiksel olarak
modellenmesinde Onemli bir doniim noktast olmustur. Klasik kiime teorisine gore
yasadigimiz diinyanin tiim nesnelerini, siyah-beyaz, iyi-koti, soguk-sicak veya giizel-
cirkin seklinde sadece iki smifa bolmemiz gerekir. Gergek diinyada ise bu zitliklarin
arasinda kalan sonsuz ¢oklukta derecelendirmeler mevcuttur. Bulanik kiimeler teorisi, bu
tirden belirsizlikleri, bulanik degiskenleri derecelendirme yoluyla modellemeye calisir.
Uyelik fonksiyonu denilen bir fonksiyon yardimiyla evrensel kiimenin her elemanina, ayni
ozellik yoniinden ve 6zelligi tasima yogunluguna bagl olarak [0,1] birim araligindan bir
deger (liyelik derecesi) atanir. Bdylece bir elemanin, bulanik bir 6nermeden dogan bulanik
kiimesi belirlenerek klasik anlamda kiime olusturmayan nesne topluluklari hakkinda
mantiksal yargilara ulagsmak miimkiin olur. Bulanik kiime teorisi, 1967 yilinda Goguen
[10] tarafindan [0,1] birim araligindan kafeslere genisletilmistir.

Kaba kiime teorisi, 1982’de Polonyal1 bilgisayar bilimci Zdzislaw Pawlak tarafindan
belirsizlik kavramina yeni bir matematiksel yaklagim olarak ileri siiriilmiistiir [23]. Bilisim
sistemlerinde eksik kalmig bilgilerin modellemesi ve islenmesi i¢in resmi bir arag
niteligindedir. Kaba kiime teorisi, evrenin her nesnesi ile baz1 bilgilerin

iliskilendirilebilecegi varsayimina dayanir. Ornedin, eger nesneler belli bir hastaliktan



sikdyetci olan hastalar ise hastaligin belirtileri, hastalar hakkindaki bilgileri olusturur. Ayni1
belirtileri gosteren hastalar, ayirt edilemezdir (veya benzerdir). Belirsiz kavramlar, kesin
kavramlarin aksine elemanlar hakkindaki bilgiler yardimiyla nitelendirilemezler. Kaba
kiime yaklagiminda belirsiz kavramlar, alt ve iist yaklasimlar olarak adlandirilan kesin
kavramlar ¢ifti ile ifade edilir. Alt yaklasim kesin olarak kavrama ait olan tiim nesnelerden
olusur. Ust yaklasim ise kavrama ait olmas1 muhtemel olan tiim nesneleri igerir. Alt ve {ist
yaklagimlar arasindaki fark, belirsizlik kavraminin simir bolgesini olusturur. Yaklagimlar
kaba kiime teorisindeki iki temel islemdir. Bu teori belirsizlikleri tiyelik yoluyla degil, bir
kiimenin smir bolgesini olusturarak ifade eder. Kiimenin sinir bolgesi bos kiime ise bu, 0
kiimenin klasik (kesin) bir kiime oldugu anlamina gelir, diger durumda ise kiime kabadir.
Sinir bolgesinin bos olmayan bir kiime olmasi, elemanlar hakkindaki mevcut bilgilerin
kiimeyi tam ve kesin olarak tanimlamaya yetmedigi anlamina gelir. Bu teori kiime
teorisine bir alternatif degildir, kiime teorisinin i¢indedir.

Pawlak, kiimeler lizerinde yaklasiklik islemlerini, kiimelerin yaklasik esitligini ve
yaklagik igerme durumlarini inceledigi ¢alismasinin [23], bulanik kiimeler ve tolerans
teorilerine alternatif olabilecegini diisiinmiis ve bu caligsmasiyla kaba kiime teorisini
diinyaya tanmitmustir. 1985°te, Pawlak [24], bulanik kiimeler ile kaba kiimeleri
karsilagtirarak farkli iki kavram olduklar1 sonucuna varmis ve takip eden yillarda kaba
kiime teorisini ayrmtili olarak inceledigi bir kitap [25] yayimlamustir.

Kaba kiime teorisinde, yapisal ve cebirsel (aksiyomatik) metotlar olmak iizere en az
iki yaklagim vardir. Yao [39]’da kaba kiime ¢alismalarinda yapisal ve cebirsel yaklasimlari
incelemistir. Yapisal yaklasimda, alt ve lst yaklasimlar primitif 6geler degildir. Bu
yaklagimlar; evrensel kiimeler iizerinde tanimli ikili islemler, evrensel kiimenin
parcalaniglari, komsuluk sistemleri, kismi sirali kiimeler, kafesler ve Boolean cebirleri gibi
diger kavramlar yardimiyla olusturulur. Yapisal yaklagima bagli genellestirilmis
calismalarla birlikte kaba kiime teorisi, bulanik kiime teorisi gibi diger belirsizlik teorileri
ile kiyaslanabilir. Alt ve {ist yaklagimlarin primitif 6geler oldugu cebirsel yaklasimda ise,
bir ¢ift dual yaklasim operatorii tanimlanir ve bu operatorlerin saglamasi gereken
aksiyomlar belirlenir. Béylece yapisal yaklasim, kaba kiimelerin pratik uygulamalar1 igin
uygunken cebirsel yaklagim daha ¢ok kaba kiime cebirlerinin ¢aligilmasi i¢in uygundur.

Kaba kiime teorisi, ortaya atildigi yillardan itibaren birgok konuda bulanik kiime
teorisi ile iliskilendirilerek diistiniilmeye baslanmistir. 1990 yilinda, Dubois ve Prade [6],

bulanik ve kaba kiime teorilerinin belirsizlikleri gidermede farkli amaclari oldugu fikrinden



yola ¢ikarak onlari, ayni problemler iizerinde kiyaslamaktansa birlestirmenin daha dogal
oldugunu fark etmislerdir. Bir benzerlik bagintis1 yardimiyla bulanik kaba yaklasim
operatorlerini tanimlayarak kaba kiime ile bulanik kiime kavramlarini birlestirmislerdir.
1997°de Yao [38], denklik bagmtilar1 ve kiimenin iiyelik fonksiyonlar1 yardimiyla bir
evrensel kiime lizerinde bulanik kaba kiime modeli sunmustur. Radzikowska ve Kerre [28],
T t-normu igin Ust ve I gerektirmesi igin alt yaklasim operatdrii tanimlamislar ve (I,T)-
bulanik kaba kiimelerin daha genis bir ailesini tanitmuglardir. Wu, Mi ve Zhang [35],
yapisal ve aksiyomatik yaklasimlart kullanarak bulanik kaba kiimeler igin yeni bir bakis
acist sunmuslardir. Wu ve Zhang [33], [35] ve [38]’in bir genislemesi olarak bulanik veya
Klasik bagintilar ile genellestirilmis bulanik yaklasim operatorleri arasindaki iliskileri
incelemislerdir. Wu, Leung ve Mi [34], [28]’de verilen tanimi genellestirmis ve (I,T)-
bulanik kaba yaklasim operatorlerin 6zelliklerini iki farkli evrensel kiime iizerinde
arastirmiglardir.

Aragtirmacilar, denklik bagintist yerine kongriians bagmtilarint kullanarak evrensel
kiimeler yerine cebirsel yapilar iizerinde kaba kiimeler insa etmislerdir. Biswas ve Nanda
[3], tist yaklasima gore kaba alt gruplar kavramini tanitmuslardir. Kuroki ve Wang [16],
gruplar tizerinde alt ve iist kaba alt gruplar ve bulanik normal alt gruplar tizerinde alt ve iist
yaklagim kavramlarini ele almislardir. 1997 yilinda Kuroki [15], yarigruplarda kaba sol,
sag, iki-yanli ideal ve bi-ideal kavramlarini tanitmis ve bu ideallerin, kongriians ve bulanik
kongriians bagintilarina gore alt ve iist yaklasimlarinin 6zelliklerini incelemistir. T t-norm
ve v, T nin R-gerektirmesi olmak iizere Li, Yin ve Lu [18] halkalar ve Li ve Yin [17]
yarigruplar tizerinde TL-kongriians bagintilari1 kullanarak tanimladiklar1 T-iist ve v-alt
yaklagim operatorlerinin dzelliklerini arastirmiglardir. Davvaz [4], grup homomorfilerinin
genellemesi olarak kiime degerli homomorfizm kavramini tanitmistir. Yamak, Kazanci ve
Davvaz [37], kiime degerli ve giiglii kiime degerli doniisiimler yardimiyla halkalar tizerinde
genellestirilmis alt ve {ist yaklasim kavramlarini tanitmislardir. Ayrica [36] ‘da benzer bir
calismay1 modiil yapist lizerine tagimiglardir.

Ignjatovi¢, Ciric ve Bogdanovi¢ [11], aym tiirden cebirsel yapilar arasinda
“bagintisal homomorfi” olarak isimlendirdikleri bir bagint1 ve tam rezidual kafes lizerinde
“bulanik bagintisal homomorfi” seklinde isimlendirdikleri bir L-bulanik baginti
tanimlamiglardir. Uygunluk bakimindan, bu tezde, “bulanik bagintisal homomorfi” yerine
“TL-bulanik bagintisal homomorfi” ifadesi kullanilacaktir. TL-bulanik bagintisal

homomorfiler, Wu, Leung ve Mi’nin [34] ¢alismasinda 6zel olarak [0,1] kafesi alinarak



ozellikleri tanitilmis olan genellestirilmis (I, T)-bulanik kaba kiimelerin cebirsel yapilar
tizerinde insasina imkan saglamaktadir. Kongriians bagintilari, 6zel birer bagintisal
homomorfi ve TL-kongriians bagintilar1 da 6zel birer TL-bulanik bagintisal homomorfi
oldugundan [7]’de yarigruplar iizerinde ¢alisilarak Kuroki [15] ve Li ve Yin’in [17]
calismalar1 genellestirilmistir. Bu tezde ise grup, halka ve modiil cebirsel yapilari {izerinde
calistlmistir. Bu tez, iki ana bolimden olusturulmustur. Tezin birinci boliimiinde,
onermelerde ve teoremlerde adi gegen kavramlarin anlasilabilmesi i¢in gerekli 6n bilgilerin
yani sira genellestirilmis (I, T)-L-bulanik kaba kiimeler {izerindeki bazi yeni 6zeliklere yer
verilmistir. Tezin ikinci boliimii ise dért kistmdan olusmustur. 11k kisimda grup, halka ve
modiil yapilar1 tizerinde bagintisal homomorfilerin kiime degerli homomorfilerle olan
iliskisi incelenmistir. ikinci kistmda TL-bulanik bagmntisal grup, halka ve modiil
homomorfisi kavramlarmin gesitli dzellikleri tanitilmistir. Ugiincii kisimda T t-norm ve I,
R- veya (S,N)-gerektirme olmak iizere TL-bulanik bagintisal grup, halka ve modiil
homomorfilerine gore T-iist ve I-alt bulanik kaba yaklagimlarin 6zellikleri incelenmistir.
Son kisimda ise genellestirilmis alt ve [-alt bulanik kaba yaklasimlarla olusturulan
kafeslerin ozelliklerine deginilmistir. Sonug¢ olarak bu tezde, [7]’de yarigruplar {izerinde
yapilmis olan caligmalar; grup, halka ve modiil cebirsel yapilari {izerine daha kapsaml
olarak tasinmistir. TL-kongriians bagntilar1 yerine TL-bulanik bagmtisal homomorfilerin
kullanilmig ve boylece ayni tiirden iki farkli cebirsel yapi iizerinde c¢alisilmis olmasi
bakimindan yapilan caligmalar, bu konuda literatiirde mevcut olan ¢alismalarin
genellestirilmesi  niteligindedir. Ayrica kiime degerli homomorfilerin bagintisal
homomorfilerle karakterize edilmis olmas1 nedeniyle bu tezde verilen bilgiler; [4], [36] ve

[37] galismalariin L-bulanik genislemesi olarak diisiiniilebilir.

1.2. Kafesler

Bu boliimde kafes teorisindeki bazi kavramlara yer verilmistir [2].
Tammm 1.2.1: L # @ olan bir kiime ve " <" bu kiime iizerinde tanimli bir baginti

olsun. L kiimesine sirali kiime denir: <

() Heraeligina<a, (yansima ozelligi)
(i) Hera,b€Llicina<bve b<aisea =D, (ters-simetri ozelligi)
(i) Hera,b,ceLigina<bve b<cisea<c, (gecisme ozelligi)

Bu durum (L, <) notasyonu ile gosterilir.



(i)
(i)
(i)
(iv)

Tamm 1.2.2: (L, <) sirali kiime, B € L ve by € B olsun.

Her b € B i¢in x < b ise x € L elemanina B kiimesinin bir alt siniri,

Her b € Bicin b < y ise y € L elemanina B kiimesinin bir {ist siniri,

Her b € B i¢in by < b ise b, elemanina B kiimesinin en kii¢iik elemant,

Her b € B i¢in b < b, ise b, elemanina B kiimesinin en biiyiik elemani denir.

B kiimesinin tist ve alt sinirlarinin kiimesi, sirasiyla By Ve By, ile gosterilsin. By,

kiimesinin en kii¢iik elemanina, B kiimesinin supremumu denir ve supB, VB, Ve b

notasyonlarindan biri ile gosterilir. By, kiimesinin en biiylik elemanina, B kiimesinin

infimumu denir ve infB, A B, Apep b notasyonlarindan biri ile gosterilir.

(i)

(i)
(iii)
(iv)

(i)
(i)

(iii)

Tamm 1.2.3: (L, <) sirali bir kiime olsun.

L kiimesine kafes denir : & Her a, b € L i¢in sup{a, b}, inf{a, b} € L dir. Bu durum
(L, A, V) seklinde gosterilir. Bu tezde sup{a, b} yerine a vV b ve inf{a, b} yerine de
a A b notasyonu kullanilacaktir.

L kiimesine bir tam kafes denir : & Her K C L i¢in inf K, sup K € L dir.

L kiimesine bir zincir denir : < Her a,b € Ligina < b veya b < a dir.

a,b € Ligin a < b ve a ile b arasinda bir eleman yoksa b ye a nin ortiisii denir. Her
elemanin bir Ortlisiiniin mevcut oldugu sirali kiimeler i¢in elemanlarin Ortlisii bir
dogru parcasi ile birlestirilerek bir diyagram yardimiyla gosterilir. Bu diyagrama
kafes diyagrami denir.

Bir kafeste en biiyiik ve en kiigiik elemanlar, sirasiyla, "1" ve "0" ile gosterilir.

Teorem 1.2.4: (L, <) bir sirali kiime olsun. Bu takdirde;

(L, <) tam kafestir & 1 € L ve her ¢ # T C L i¢in inf T mevcuttur.

Tamim 1.2.5: L bir kafes olsun. Bu takdirde;

L ye dagilimli kafes denir : & Her a,b,c € LiginaV (bAc) =(aVb)A(aVc),

L ye modiiler kafes denir : < Her a,b,c € Licina<biseaV(bAc)=bA(aV
),

L ye sonsuz V-dagiliml kafes denir : < Her a,b; € L, i € ] igin a A (Vi b;) =

Vigj(a A by).



Ornek 1.2.6: L ={0,a,8,1}, L ={0,a,5,v,1} ve L = {0, a, B, y, 5, 1} kiimeleri

tizerinde kafes diyagramlar1 asagidaki sekillerde verilmistir.

1
4
)
/ \ /AN
a g 9
\ / N4/
0
Sekil 1. L = {0, a, B, 1} kafes Sekil 2. L = {0,a,B,y, 1}
diyagrami kafes diyagrami
1

A

v
/”r\ 1 ;
\’f/ \U/

Sekil 3. M s kafes diyagrami Sekil 4. N5 kafes diyagrami

Sekil 1°de verilen kafes dagilimhidir. Sekil 2’de verilen kafes ve My kafesi
modiilerdir ancak dagilimli degildir. N5 kafesi modiiler degildir.

Bu tezde aksi sdylenmedikg¢e (L, <,A,V,0,1) tam kafes olarak alinacaktir.

1.3. t-normlar ve t-conormlar

Bu boliimde iiggensel norm (kisaca t-norm) ve t-conorm kavramlari agiklanacaktir.
Ayrmtili bilgi icin De Baets ve Mesiar [5] ve Klement, Mesiar ve Pap’in [14]
¢alismalarindan yararlanilabilir.

Tamm 1.3.1: L tam kafesi iizerinde tanimh T: L? — L ikili islemine ¢t-norm denir : <
T1l) Herx,y €L igin T(x,y) = T(y,x), (Degisme Ozelligi)
T2) Herx,y,z €L igin T(T(x,y),2) = T(x,T(y,2)), (Birlesme Ozelligi)
T3) Herx,y,z€L iginx <yiseT(x,z) <T(y,z), (Monotonluk Ozelligi)



T4) Herx €l igin T(x,1) = x. (Sinir Sartr)

x,y € L igin T'(x, y) notasyonu yerine xTy notasyonu da kullanilabilir.

Ornekler 1.3.2: L tam Kkafesi iizerinde asagidaki t-norm 6rnekleri verilebilir:

X, y=1
(i) Vx,y €L i¢in Tp(x,y) =1y, x = 1 olarak tanimlanan T}, ikili islemi L
0, x+1lvey#1

tizerinde t-normdur.
(i) Vx,y €L i¢in Ty(x,y) = x Ay olarak tamimlanan T, ikili islemi L tzerinde t-

normdur.

Teorem 1.3.3: T, L iizerinde t-norm olsun. Bu takdirde;
1) Vx,yelicinT(x,y)<xAYy,
(2) Vvx€eL igin T(x,0)=T(0,x) =0,

(B) Vxy,x2,¥1,¥2 € Liginx; < xp,vey; < yyise T(xy,y1) < T(xz,¥2).

Tanimm 1.3.4: T, L iizerinde t-norm olsun. Bu takdirde;
T ye, sonsuz V-dagilimh t-norm denir : < Her a,b; € L, i € ] i¢in T(a, Vi, b;) =
Vie; T (a, by) dir.

Ty, Sekil 2°de verilen kafes {izerinde sonsuz V-dagilimli t-normdur.

Tammm 1.3.5: T; ve T,, L tizerinde t-normlar olsun. T;, T, den zayiftur (veya T,, Ty
den giiglidiir) denir : & Her x,y € L i¢in T;(x,y) < T,(x,y) dir. Bu durum T; < T,
olarak ifade edilir.

Tammm 1.3.6: T, L tizerinde t-norm olsun. a € L ye, T t-normuna gore idempotent
eleman denir: & T(a,a) = a dir.
L nin tiim idempotent elemanlarinin kiimesi Dy = {a € L|T(a, a) = a} ile gosterilir.

T t-normu, Dy kiimesi {izerinde ikili islemdir [29].

Teorem 1.3.7: T, L tzerinde t-norm olsun. I ve ] indis kiimeleri olmak iizere

{a; € Lli € I} ve {bj € L| j € ]} aileleri i¢in asagidaki esitsizlik saglanir:



</\ai>T N\ o | < \rs).

i€l j€J i€l
j€J

Tamm 1.3.8: L tam kafesi iizerinde tanimh S: L? — L ikili islemine t-conorm denir : <

S1) Herx,y €L icin S(x,y) = S(y,x), (Degisme Ozelligi)
S2) Herx,y,z€L icin S(S(x,5),2) =5S(x,5(y,2)), (Birlesme Ozelligi)
S3) Herx,y,z€L iginx < yiseS(x,z) <S(y,z), (Monotonluk Ozelligi)
S4) Herx €L igin S(x,0) = x. (Sin1r Sartr)

Her x,y € L igin Sy;(x,y) = x V y olarak tanimlanan S, L tizerinde t-conormdur.

1.4. Negatorler

Bu boliimde negator (negation) tanimi verilmistir. Ayrintili bilgi i¢in Nguyen ve
Walker’in [22], Fodor ve Roubens’in [9] ve Baczynski ve Jarayam’in [1] ¢aligmalarindan

yararlanilabilir.

Tamm 1.4.1: L tam kafes olsun. V': L — L fonksiyonuna negator denir: <
(i) Vv azalan,
(i) M¥(0)=1veN(1) =0.

Ornek 1.4.2: T ve S, L tam kafesi iizerinde, sirasiyla, t-norm ve t-conorm olmak

tizere her a € L i¢in

N(a) = \/ ¢ M) = /\ ¢

T(a,t)=0 S(a,t)=1

olarak tanimlanan V': L — L fonksiyonlar1 negatordiir.

1.5. Gerektirmeler

Bu boliimde bir bulanik mantiksal islem olan gerektirmeler (implications) hakkinda

bilgi verilecektir. Literatiirde farkli bulanik gerektirme tanimlarina rastlamak miimkiindiir. Bu



tezde Fodor ve Roubens’in [9] asagida verilen tanimi kullanilacaktir. Daha ayrintili bilgi igin

Baczynski ve Jarayam’in [1] ¢calismasindan yararlanilabilir.

Tamm 1.5.1: L tam kafesi {izerinde tanimli I: L? — L ikili islemine gerektirme denir
S
11) Herx,y,z€Ligcinx <vyise I(y,z) <I(x,y),
12) Herx,y,z€ Liciny < zise I(x,y) <I(x,2z),
13) Her1(0,0) =1(1,1) =1ve I(1,0) = 0.

Tanimdan kolayca goriiliir ki I gerektirmesi her x € L i¢in I1(0,x) =1 ve I(x,1) =

1 esitliklerini saglar.

Ornekler 1.5.2: L tam kafes olsun.

(1) T, L tzerinde t-norm olmak iizere,

I1(x,y) = \/ k

xTk<y

ikili islemi, L tizerinde gerektirmedir. Bu gerektirmeye R-gerektirme denir.
(2) S ve IV, sirastyla, L lizerinde t-conorm ve negator olmak iizere

I(x,y) = S(V(x),y)
ikili islemi, L tizerinde gerektirmedir. Bu gerektirmeye (S, N)-gerektirme denir.

Onerme 1.5.3: T, L iizerinde sonsuz V-dagilimlt t-norm ve I, T ile iiretilmis R-

gerektirme olsun. Bu takdirde her x,y,z,t,x; € L (i € ]) igin

() (Ty) <z x < (ylz), (vii) (xIy)Iz = yl(xlz),
(i) (1x) =x, (Vi) (Aseyx:)1y = Vies(x:1y),
(iii) x<yise (xly) =1, () (Vieyx)1ly = Nigy(uily),

(iv) (xIy)T(zlt) < (xTz)I(yTt),

V) OTy)lz =xI(ylz),
(vi) (xIy)Tz < xI(yTz),

) yI(Aigjx:) = NieyIxy),
xi) ¥I(Vigjx;) = Viey(vIxy).
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1.6. Bagintilar

Tamm 1.6.1: X # @,Y # @ olan kiimeler olsun. ¢ € (X XY) ye, X ten Y ye bir

baginti denir. X =Y ise ¢ ye, X iizerinde baginti denir.

Tamm 1.6.2: ¢ € o(X X Y) olsun. Her a € X i¢in (a, b) € ¢ olacak sekilde b € Y

mevcut ise ¢ ye, ardisik (serial) bagint1 denir.

Tamm 1.6.3: ¢ € (X X X) olsun. Bu takdirde;
(i) ¢ ye, yansiyan baginti denir : & Her a € X icin (a, a) € ¢.
(if) ¢ ye, simetrik bagint1 denir : & Her a,b € X igin (a,b) € ¢ ise (b,a) € ¢.
(iii) ¢ ye, gegisken bagint1 denir : < Her a,b,c € X igin (a,b) € ¢ ve (b,c) € ¢ ise
(a,c) € o.

Yanstyan, simetrik ve gecisken bir ¢ bagintisina, X lizerinde denklik bagintis1 denir.

Tamm 1.6.4: ¢ € (X X Y) ve Y € po(Y X Z) olsun.
(i) {(y,x)|(x,y) € @ } bagintisma ¢ nin tersi denir ve ¢~ ile gosterilir.
(i) {(x,2)|3y € Y oyleki (x,y) € ¢ ve(y,z) € Y} bagntisina ¢ ile ¥ nin bileskesi

denir ve @ o 1 ile gosterilir.

1.7. L-Bulanik Kiimeler ve Bagintilar

L-bulanik (alt) kiimeler, Zadeh’in [43]’te tanittig1 bulanik alt kiimelerin genellemesi
olarak Goguen [10] tarafindan 1967 yilinda tanitilmistir. Bulanik kiimeler ile ilgili ayrintili
bilgi i¢in Mordeson ve Malik’in [21] ve Nguyen ve Walker’in [22] caligmalarindan

yararlanilabilir.

Tammm 1.7.1 : L tam kafes ve @ # X olan bir kiime olmak tizere u:X — L
fonksiyonuna X in L-bulanik (alt) kiimesi denir. X in biitin L-bulanik kiimelerinin
kiimesine, X in L-gii¢ kiimesi denir ve F (X, L) ile gosterilir. Ozel olarak L = [0,1] olarak
secilirse u ye, X in bir bulanik alt kiimesi denir ve X in tiim bulanik alt kiimelerinin kiimesi

F(X) ile gosterilir. u € F(X,L) ve a € L olsun.
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o {x € X|u(x) = a} kiimesine, u niin a-kesim veya seviye alt kiimesi denir ve u,
ile gosterilir.

e T, L iizerinde t-norm olmak tizere {(x, y)| u(x)Ta = a} kiimesine, y niin (a, T)-
seviye alt kiimesi denir ve ul ile gosterilir.

e T, L lizerinde t-norm olmak iizere {x| 34 € L 6yle ki u(x)TA = a} kiimesine, u
niin [a, T]-seviye alt kiimesi denir ve [u}] ile gdsterilir.

a € Dy ise u, S pl € [ul] dir. @ # B € X olmak iizere a,f € L icin (a,B)g €

F(X, L) asagidaki gibi tanimlanir:

@ms =13 Tep

a =0, = 1i¢in (a, ) L-bulanik alt kiimesi 1 ile gosterilir.

{u;li € I}, X in L-bulanik alt kiimelerinin bir ailesi olmak tizere V;¢; 4; Ve Ajer Ui L-
bulanik alt kiimeleri, sirasiyla x € X i¢in

Vier i) (x) = Vier i (x) ve (Nier i) (%) = Aer pi (%)

olarak tanimlanir.

Tamm 1.7.2 : y,v € F(X, L) olsun. Bu takdirde her x € X i¢in u(x) < v(x) ise py,
v’de igerilir denir ve bu durum g < v olarak gosterilir. Eger u < v ve u # vise u’ye, v’de

kesin igerilir (veya v, u’yii kesin igerir) denir ve bu durum p < v olarak gosterilir.

Tamm 1.7.3 [42]: X,Y kiimeler u € F(X,L), v € F(Y,L) ve f:X — Y fonksiyon
olsun. f(u) € F(Y,L) ve f~1(v) € F(X,L),herx € X ve y € Y i¢gin

Fwm=\/ uw.

fx)=y

fr@ = v(f ().

olarak tammlanirsa f(u) ye, p niin f altindaki goriintiisii ve f~1(v) ye de v niin f

altindaki ters goriintiisii denir.

Tammm 1.7.4: " ", L {izerinde ikili islem, X bir kiime ve u,v € F(X,L) olsun. Bu
durumda F (X, L) kiimesi iizerinde u * v ikili islemi, her x € X i¢in

(u*xv)(x) = u(x) *v(x)
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olarak tanimlanir. T ve I, sirasiyla L tam kafesi iizerinde t-norm ve gerektirme olmak
tizere, o6zellikle " = " olarak; v, A, T ve I ikili islemleri segilirse elde edilen X in u Vv,
wAv, uTv, ulv L-bulanik alt kiimelerine, sirasiyla ¢ ve v niin bilesimi, arakesiti, T-

kesisimi ve [-gerektirmesi denir.

Tamm 1.7.5: X, Y kiimeler, L kafes olmak tlizere ® € F(X X Y,L) ise © ya, X ten Y
ye L-bulanik baginti denir. @ € F(X X X, L) ise 0 ya, X lizerinde L-bulanik bagint1 denir.
Ozel olarak L = [0,1] ise 6 ya, X ten Y ye bulanik bagint1 denir. 0~ 1(y,x) = 0(x,y) ile
tanimlanan @1 € F(Y X X, L) L-bulanik bagntisma @ nin tersi denir. Her x € X icin
O(x,y) = 1 olacak sekilde y € Y mevcut ise 0 ya, ardisik (serial) L-bulanik baginti denir.
Acik olarak O ardisik L-bulanik bagmtidir ancak ve ancak her a € L i¢in 6, ardisik
bagintidir.

Tamm 1.76: f: X —= X', gY =Y, O € FXXY,L), pe F(X"xY', L), ue
F(X,L)ve F:X — F(Y, L) olsun. Bu takdirde;
i) (f,g)O@) e FX'xY' L), (x",y") €X' XY igin

Fo©E. ) =\/ ew,

fx)=x'
g)=y’

(i) (f,g) Y (¢p) EF(X XVY,L), (x,y) €X XY icgin
£, 97 @) xy) = d(f(x), g»),

(iii) ¢ € F(XxY',L), (x,y") € X XY'igin
dr(x,y") = d(f(x),y"),

(iv) Fg:X > F(Y,L),x e Xvey €Y igin
Fo(x)(y) = 0(x,y),

(V) Op e F(X xXY,L), (x,y) € X XY i¢in
Or(x,y) = F(x)(y)

olarak tanimlanir.

Tamm 1.7.7 [32, 34]: T ve I, sirasiyla L tizerinde t-norm ve gerektirme olmak {izere,

O eFX XY, L)ve¢ € F(Y X Z,L) olsun. Bu takdirde her x € X ve z € Z igin

b5 0(02) = \[ 0 WTH@w2)

uey
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b2 6(,2) = [\ 0CwWIBw,2)

uey

olarak tanimlanan L-bulanik alt kiimelerine, sirasiyla, @ ile ¢ nin T-ist ve [-alt

bileskeleri denir.

Tamm 1.7.8 [32]: © € F(X X Y,L), a € X ve b €Y olmak lizere Oy ) € F(X, L)
Ve O,y € F(Y, L), asagidaki gibi tammlanir:

Ox,p)(x) = O(x,b) Ve O(ay)(¥) = O(a, y).

Bu takdirde 0 x ) Ye, @ nin (X, b)-kisitlanisi ve O y) Y€, © nin (a, ¥)-kisitlanist

denir.

Tanmmm 1.7.9: T, L iizerinde t-norm olmak iizere @ € F(X X Y, L) olsun. @ € L igin
a-seviye kiimeleri asagidaki sekilde tanimlanir:

(X@)a ={xeX|AyeY:0(x,y)Ta > a}

Oy),={y € Y|Elx EX:0(x,V)Ta = a}

Tammm 1.7.10 [13]: ©® € F(X X X, L) olsun. Bu takdirde;
(i) O ya, yansiyan L-bulanik bagint1 denir : & Her x € X i¢in O(x,x) =1,
(ii) O ya, simetrik L-bulanik bagnt1 denir : & Her x,y € X i¢in O(x,y) = 0(y, x),
(iii)) ® vya, T-gegisken L-bulanik baginti denir :< Her x,y,z€X i¢in
Vyex 0(x,Y)TO(y,z) < 0(x,2).
(iv) O ya, TL-denklik bagintist denir : < ©; yansiyan, Simetrik ve T-gecisken L-bulanik
bagintidir.

1.8. TL-Bulanik Alt Cebirsel Yapilar

Bu bolimde TL-bulanik alt cebirsel yapilar; grup, halka ve modiiller iizerinde
tanitilacaktir. Ayrintili bilgi icin Mordeson ve Malik’in [21], Li, Yu ve Wang’in [19] ve

Yu ve Wang’in [42] ¢alismalarindan yararlanilabilir.

Tamim 1.8.1 [42]: T, L iizerinde t-norm, "-", X kiimesi iizerinde ikili islem ve

WU, v € F(X,L) olsun. Bu durumda her x € X igin
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@ = \/ u@1ve)
x=a.b

olarak tanimlanan u-;v € F(X,L) ye, u ve v niin T-carpimu denir. Ozellikle T = T),

olarak segilirse u *r v yerine u - v notasyonu kullanilacaktir.

Tamm 1.8.2 [30]: G grup ve u € F(G,L) olsun. u ye, G nin TL-bulanik alt grubu
denir : & Her x,y € G igin
(1) u@)Tuly) < ulxy),
(i) puO) <pGx™H.
G nin p TL-bulanik alt grubuna, G nin TL-bulanik normal alt grubu denir : < Her

x,y € Gigin u(xy) = p(yx).

Tamm 1.8.3 [42]: (R, +,.) halka ve u € F(R, L) olsun. u ye, R nin TL-bulanik alt
halkas1 denir : & Her x,y € R i¢in
(1) u@)Tuly) < ulx +y),
(i) ulx) < p(=x),
(i) u)Tuly) < plx.y).
R nin u TL-bulanik alt halkasina, R nin TL-bulanik ideali denir : < Her x,y € R
igin u(x) v u(y) < u(x.y).

Ornek 1.8.4 : R halka ve L, Sekil 2°de verilen kafes yapis1 olsun.

a, x=0,
B, x+0,

bulanik alt halkasidir. Fakat R # {0} olmas1 halinde u, R nin TpL-bulanik ideali
degildir.

(i) Her x € R igin u(x) :{ olarak tanmimlanan u € F(R,L), R nin TpL-

4, x=0,

(ii) T, L ftzerinde t-norm olmak tizere her x € R igin u(x) ={ﬁ =0 olarak

tamimlanan y € F(R, L), R nin TL-bulanik idealidir.

Tamm 1.8.5 [42]: R halka ve u,v € F(R, L) olmak {izere her x € R i¢in u O v €
F(R,L),
@@= \/ TL@Tv®)
x=2?=1 aibi

olarak tanimlanir.
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Tammm 1.8.6: M sol R-modiil ve u € F(M,L) olsun. u ye, M nin TL-bulanik alt
modiilii denir : & Her x,y € M ve her r € R igin
(i) u)Tuly) < plx +y),
(ii) pu(x) < p(=x),
(iii) p(x) < p(rx).
Aksi soylenmedigi takdirde bu tezde M sol R-modiilii, M R-modiil olarak anilacaktir.

Tamm 1.8.7 [31]: R halka, M R-modiil, u € F(R,L) ve v € F(M, L) olmak iizere
U-rv, uOrv eFM,L), herx € M igin
W = \/ 1OTve)

X=r.y
worw=\/ TLEE™G)
X=N12, Ty

olarak tanimlanair.

1.9. Genellestirilmis Kaba Kiimeler

X # @ olan bir kiime, A € X ve ¢ , X {izerinde bir denklik bagimtisi olsun. [x],, x in

denklik sinifi olmak tizere

Q(A) = {x € X|[x]q, c A} ve p(A) = {x € X|[x]q, NA+ (D}
olarak tanimlanan kiimelere, sirasiyla A nin alt ve iist yaklasimlar: denir. Buradaki (X, ¢)
ciftine Pawlak yaklasim uzayi denir. Pawlak yaklasim uzayinin o&zellikleri [25]’de
incelenmistir. Ayrica X yarigrup ve ¢, X iizerinde kongriians bagintisi olmak iizere Kuroki
[15], @ Ve ¢ yaklasim operatérlerinin 6zelliklerini incelemistir.

Pawlak yaklasim wuzayi, daha sonralar1 birgok arastirmact tarafindan
genellestirilmistir [20, 26, 27, 33, 34, 35, 40, 44]. X + @, Y # @ olan kiimeler ve ¢ € X X
Y olsun. F,: X > (Y), her x € X i¢in

Fo(x) = {y €Y|(x,y) € o}
olarak tanimlanir. Bu durumda, x elemanimin goriintiisii olan F,(x) kiimesine, x in ¢ ye

gore ardil komsulugu denir. A € Y i¢in A nin alt ve st yaklasimlari, sirasiyla;

p(A) ={xeX|F,x) €4}, @) ={xeX|F,xNA=*0}
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olarak tamimlanir. ¢ yardimiyla olusturulan (X,Y,¢) igcliisiine bir genellestirilmis

yaklagim uzay1; ¢ ve ¢ fonksiyonlarina da sirasiyla alt ve iist genellestirilmis yaklagim

operatorleri denir. Buradaki ((p(A),@(A)) ciftine, A nin (X,Y, ) genellestirilmis
yaklagim uzayi iizerindeki genellestirilmis kaba kiimesi denir. Agik olarak bir ¢ € X XY
bagmntisi ile F, kiime degerli fonksiyonu elde edilebildigi gibi tersine olarak, herhangi bir

F: X —>(Y) kiime degerli fonksiyonu ile X den Y ye
or = {(x,y) €eXxY|y € F(x)}

seklinde bir bagint1 tanimlanabilir.

Teorem 1.9.1: ¢ € X X Y ve I bir indis kiimesi olmak {izere her i € I i¢in A; €
§(Y) olsun. Bu takdirde

() e(Nier4i) = Nier p(4)), (ii)) @(Nier A1) S Nier (4,

(i) Uier 9(4) € 9(Uier Ap), (iv) Uier@(4) = 9(User 4.

Teorem 1.9.2 [7]: {g;|li € I}, X’ten Y’ye bagintilar ailesi ve A €Y olsun. Bu
takdirde

(1) Nier @i (A) € Nier @i (A4), (V) Uigr¢i (A) = Ny ﬁ(A),
(i) Uier @i (A) = Uier 9:(4), (V) Uier @i (4) S Uier 9i(4),
(W0 Nier @i(A) < Nier 1 (A), (Vi) Uier @i (4) € Nies 9 (A).

1.10. Genellestirilmis (I, T)-L-Bulanik Kaba Kiimelerin Yapisi

X #@,Y # 0@ olan kiimeler ve ® € F(X X Y, L) olmak iizere (X,Y, 0) igliisiine L-
bulanik yaklagim uzay1 denir. X =Y ise (X,Y, @) yerine (X, ©) yazilir. L = [0,1] segilerek
bu yaklasim wuzayr iizerinde c¢esitli sekillerde insa edilmis olan bulanik yaklagim
operatorleri tlizerindeki baz1 sonuglar [6, 12, 15, 26, 41] ¢alismalarinda incelenmistir.

(X,Y, ®) L-bulanik yaklasim uzay1 olmak iizere T ve I, sirasiyla, L lizerinde t-norm

—T
ve gerektirme olsun. Bu takdirde @ , @, : F(Y,L) = F(X, L) operatorleri, her u € F(Y,L)

ve her x € X igin
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' W =\/ 66 nTu®

beYy

0,0 = [\ e b)1u(h)

bey

—T
olarak tanimlanir. Burada @ ve @, sirastyla, (X,Y, @) yaklasim uzaymin T-iist ve [-alt L-

bulanik kaba yaklagim operatorleri olarak adlandirilir. 5T (u) ve 0;(u), sirastyla g niin T-
iist ve [-alt L-bulanik kaba yaklasimlaridir. Burada (Q, (,u),aT(,u)> ikilisine, u niin

(X,Y, @) yaklagim uzayima gore genellestirilmis (I, T)-L-bulanik kaba kiimesi denir.
L =[0,1] tam kafesi segilereck bu yaklasim uzayinin ozellikleri [33, 34, 35]’de

incelenmistir.

Teorem 1.10.1 [34]: T ve I, L iizerinde, sirasiyla, t-norm ve gerektirme olmak iizere
OeFXXxY,L), wv,u; € F(Y,L) ve B <Y olsun. Bu takdirde asagidaki oOzellikler
saglanir.

() 8 (Vier) = Vies © ().,
(i) pu<vise® (W<06 (v,
(ii)) & (Aiert) < Aier© )
(iv) Herx e X vey €Y i¢in ET(ly)(x) =0(x,y),
(v) Herx eXvey € Yigin @ (15)(x) = Vyez 0(x, ),
(Vi) & Nier ) = Nver 0,
(vii) p<vise 0;(u) < 9;(v),
(viii) Vier &) < 0;(Vier i)
(ix) Herx e X vey €Y i¢in Q,(lB\{y})(x) =1(0(x,y),0),
(X) Herx € X vey €Y icin 0,(15)(x) = Ayep1(0(x,y),0).

Teorem 1.10.2 [7]: (X,Y, @) L-bulanik yaklasim uzay1 ve u € F(Y, L) olsun. T; ve
T,, L iizerinde t-normlar ve I; ve I,, L lizerinde gerektirmeler ise asagidaki 6zellikler

saglanir:

() T, <T,ise® () <@ (),
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(i) I < I ise 6, () < 6, (.

Teorem 1.10.3: @ e F(XXY,L), p € F(Y X Z,L), u€ F(Z,L) olmak tizere T,

sonsuz V-dagilimli t-norm ve [, T ile iiretilmis R-gerektirme olsun. Bu durumda;
N =T —T (T
() ¢or0 (W=06 | (W),

(i) @37 0),(0) = & (4:(0)

ispat:
(1) [7]7de Teorem 2.4.10’da ispat verilmistir.
(if) x € X olsun. Bu takdirde

(@30 = [\ (@3 O NIKG))

yey

= /\((\/(@(x, KTk, y)))lu(y)>
YEY key

S AVAV(CEL L))
yEY keY

I AVANGEUCETED)
y€ey key

- /\ <@(x, k1 ( /\ ¢k, y)lu(y)>>
key YeY

= N\ (0Ge 18,00)
key

= 0:(:0) @,

Béylece (¢ 57 0),(1) = 6 (9,(#)) elde edilir.

Asagidaki ornek gosterir ki Teorem 1.10.3 (ii) (S, N)-gerektirmeler igin dogru

olmayabilir.
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Ornek 1.10.4: X = {a,b,c},Y = {k,1},Z = {m,n} kiimeler ve L, Sekil 1°de verilen
kafesolsun.® e F(X X Y,L), ¢ e F(Y X Z,L) ve u € F(Z, L),

B, y=lvez=n,

_(a, x=avey=1|,
O(x,y) = {ﬁ 0, y#lveyaz#n,

, Xx#aveyay #l,

¢, z) = {

a, X =n,
,u(x)={L X #n,

olarak tamimlansin. Bu takdirde her x € L i¢in NV'(x) = Ag(x,q)=1 @ V€ S = S); olmak iizere

I, (S,N)-gerektirmesi ve T =Ty igin (¢p o7 0);(w)(b) =1+ a = 6, (@(#)) (b) elde

edilir. Boylece (¢ 3, 0), (1) # 0y (9,(;;)) dir.

Teorem 1.105: O e F(X xXY,L), w € F(Y XY,L), F:X - F(Y,L), f: X — Y ve
u € F(Y, L) olsun. Bu takdirde;

(1) Q_FT(H)(?C) = Vyey(F(X)T)(y) ve &I(ﬂ)(x) = Ayey(FO) 1) (y),
(i) Herx,a € X icin Q_FT(F@(x))(a) = ET(F(a))(x),

(i) f (@7 ) =" (.

Ispat:
(i) Op nin ve y niin T-iist ve [-alt L-bulanik kaba yaklagim tanimlarindan agiktir.
(if) x,a € X olsun. Bu takdirde;

B (Fo)(@ = \/ 0r(a, ) TF, (1) (1)

bey

_ \/ F(a)(b) TO(x, b)

beYy

=0 (F(@)X).
(iii) y € Y olsun. Bu takdirde;

flarw)m=\/ & ww

flo)=y



20

= \/ <\/a)f(x,t)Tu(t)>
flx)=y \tey

=\/ V e¢w.omuw

tey f(x)=y

= \/ 0. omu

tey

= (W(Q).

Teorem 1.10.6: X,X',Y,Y' kiimeler olmak iizere f:X — X' ve g:¥ —Y’
fonksiyonlar, ® € F(X X Y,L), p e F(X' xY', L), u € F(Y,L) ve v € F(Y’',L) olsun. Bu
takdirde;

(i) g birebir ve rten ise (7, 9)(@) (9(w) = f (ET@),
(i) L sonsuz v-dagimli bir kafes ve g birebir ve orten ise (f,9)(8);(g(w) <
f(ew),
(i) (F,9) @ (971 ) < <$T<v)>,

—T

) g orenise g7 @) (670) =1 (30,
) £ (9:0) = £ @ (g7' W),
(vi) g brienise (f, ) @) (97 ) = £ (#:0)

Ispat:
(i) x" € X'olsun. Bu takdirde;

F.9® (9w)e)=\/ ¢.9O.yTgwo"

y'ey!

VIV Q(x,y)\|T< \V u(y)>
y'er"\ flo)=x' / 9=y’

a)=y’
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-\/ (\/@(x,yme(y))
f)=x" \yey

- \/ 7w
fx)=x'
=f <5T<u)> ).
(i) x" € X' olsun. Bu takdirde;

£.9©1(91)x) = [\ (F.9©@C, 319G

y'ey!

- A\ V e@» 1< \V u(y))

y'ey'\ flx)=x' ay)=y’
g)=y’

=/\< \/ O(x,y)>lu(y)
yey \ f(x)=x'

<A\ 'V oy
VEY f(x)=x'

= \/ Newyum
fx)=x' yey

-\ sww
flx)=x'
= (&) @.
(iif) x € X olsun. Bu takdirde;

G @ (g 0w =\/¢.9 " @@ ®o)

yeY

= \/ #(f, 90 1v(9)

yEeY

< \/ 6.1 e0)

y'ey’
=% W)
= f1 (ﬁ(v)) ().
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Béylece (f,g)—‘l(dJ)T(g‘l(v)) < f1 <$T(v)> elde edilir.
(iv) (ii)’nin ispati ve g nin ortenligi dikkate alinarak mT(g‘l(v)) =
F1 <$T(v)> elde edilir.
(V) x € X olsun. Bu takdirde;
F(6:00) @) = (£
=\ @6

y'ey!

< /\ o(f ), g)v(g»)

g)ey’

_ /\(f, 9) NP, YIg M) Y)

yEY

= (f,9) () (g7 (M) ).
Boylece £~ (9,(1/)) < (F, )" (#):(g (v)) elde edilir.

(vi) (v)’inispati ve g nin ortenligi dikkate alinarak

f (@(v)) = (f,9) " (¢);(g7*(v)) elde edilir.

Teorem 1.10.7: X, Y, Z kiimeler, f: X — Y, g:Y — Z fonksiyonlar ® € F(Y X Z,L)
ve ¢ € F(Z x Z, L) olsun. Bu takdirde;

(1) ¢g°r (f,.9)7'(0) < (¢ or @)f,
(i) g ortenise g o (f,.9)7(0) = (¢ or 0y,
(i) (¢210), < g2 (f,9)7H(0),

(iv) g orten ise (¢ o5 Q)f =g 0 (f,9)71(0).

Ispat:
(1) x e XvezeZolsun.

(6950 (£.97'@) 2 = \[ (1.9 @) 1) Ty (3,2)

yEY
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=\/ e(r@. 900100, 2

YyEY

<\/e¢@.0re2)

tez
= (¢ °or 0)(f(x),2)
= (¢or Q)f(x: z)
elde edilir. Boylece ¢, 57 (f, )71 (0) < (¢ 31 O)tir.
(i) (i)’nin ispat1 ve g nin Srtenligi dikkate alinarak ¢4 o7 (f, )71 (0) = (¢ o7 0) elde
edilir.
(iii) x € X ve z € Z olsun.

(¢ o1 Q)f(x, z) = (¢ o1 9)(f(x).2)
= N\, i

tez

< \e(r@,90))16(9).2)

yEY

= NG9 @61ty 0.2)

yEY

= (¢g 2 (£, 9)71(0)) (x,2)
elde edilir. Boylece(¢ o, Q)f < ¢g o (f,9)71(0) dur.
(iv) (iii)’nin ispat1 ve g nin értenligi dikkate alinarak (¢ o, 9) ;=g 9)~1(0) elde

edilir.

Asagidaki 6rnek gosterir ki g orten degil ise Teorem 1.10.7’deki (ii) ve (iv) dogru
olmayabilir.

Ornek 1.10.8: f:37Z — 47Zve g:47 — 27 fonksiyonlar1, sirasiyla f(x) = 4x ve

g(x) = 8x olarak; ©,y € F(4Z x 2Z,[0,1]) ve ¢ € F(2Z x 27Z,[0,1]) bulanik bagntilari,

1; y | X 4 X = y

sirastyla @(x,y) =41 , olarak
=, yt
2 Y 1X yix y XFY

AR W]

2 ylx
Yooy =17 ve ¢(x,y) =
3

tanimlanmis olsun. T = T), ve I, T nin R-gerektirmesi olmak iizere
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1

M) (9,5 £ @®)BD =2  ve (#5032 =1  oldugundan
(695 (£.9)7(0)) # (¢ 3 6);.

(i) (652 (F,)7'@W)) B2 =1 ve (2¥),(32) =7 oldugundan (¢ o,9) *
b 21 (£,9)72 ().

Teorem 1.10.9: X, X' Y,Y',Z,Z' kimeler, f:X — X', g:Y —>Y', hZ—>127'
fonksiyonlar, ® € F(X X Y,L) ve ¢ € F(Y X Z,L) olsun. T, sonsuz V-dagilimli t-norm
olmak tlizere;

() a € Dricin [(f, 9)(O)]q ° [(g, M) (P)]a S [(f, ) (¢ o7 O)]a,
(i) g birebirise (g, h)(¢) o7 (f,9)(0) < (f, h) (¢ o1 0),
(iii) g birebir ve orten ise (g, h) (@) o7 (f,9)(O) = (f,h)(P o1 O).

Ispat:

(i) x"€eX" ve z'€Z" olmak tlizere (x',z") € [(f,9)(O)],°[(g,h)(¢d)], olsun.
"y el(f,9)(O)], ve (v',z") € [(g, h)(p)], olacak sekilde y' € Y' mevcuttur.
Bu durumda (f,g)@)x",y)=a ve (g,h)($)(',z')=>a dir. Buradan

Vf(x)=xl @(X, y) >a Ve Vg(y)=y/ ¢(y, Z) >a OlUp Vf(x)=xl 6(x, y) >a Ve
ay=y’ h(z)=2z' YEY

V yev ¢(y,z) =a dir. a€D;y ve T, sonsuz V-dagilimli oldugundan
h(z)=z'

Vf(x)zxr(vyey OCx,y)TP(y, Z)) > a dir. Boylece Vy()=x'(¢p o7 0)(x,2) = a dir.
h(z)=2z' h(z)=2z'

Buradan (f,h)(¢p o7y @)(x',z') = a elde edilir. Sonug¢ olarak (x',z') €
[(f, ) (¢ 37 O)], oldugundan [(f, g)(O)]q ° [(g, ) (P)]a S [(f, h) (¢ o7 O)], dur.

(i) x" € X' ve z' € Z' olmak lizere;

(9. W@ 57 (£, 9(O))(x',2") = \/ (f, 9 @),y )T (g, () (', 2")

y'ey’

= / 0(x, y)\ T / o (¢, z)\
S e

g)=y’ h(z)=z'
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fx)=x'
g)=y'=g(®)
h(z)=z'

y'ey’

- ( \/ @(x,y>T¢<t,z>\|
\ J

= ( \/ O(x, TPy, 2)
\ J

0 (x, Y)T(y, Z))

= \/ \/ O(x, y)Tp(y,z)

flx)=x" \yey
h(z)=z'

=\ ¢now

fo)=x'
h(z)=2z'

= (f, (P =1 0)(x',2").
Sonug olarak (g, h)(¢) o7 (f, 9)(@) < (f, h)(¢ o O) elde edilir.
(iii) (ii)’nin ispati ve g mnin ortenligi dikkate almarak (g, h)(¢)°r (f,g9)(O) =
(f,h)(¢ o1 ©) elde edilir.

Asagidaki 6rnek gosterir ki Teorem 1.10.9 (i) ve (ii)’de " =", genel olarak dogru

olmayabilir.

Ornek 1.10.10: L =Ms ve T =T, olmak iizere @ € F(2Z x 4Z,L) ve ¢ €
F(4Z x Z,L)

1, x= , |
O(x,y) = {y, x ¢§ ve ¢Cx,y) = {[i z,(fc

olarak tamimlansin. f:27Z — 3Z, g:4Z — 57 ve h:Z — 77 fonksiyonlar1; f(x) = 3x,
g(x) = 5x ve h(x) = 7x olarak alinsin. Bu takdirde
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() (12,14) € [(f, ) (P o7 O)], Ve (12,14) & [(f, 9)(O)]q ° [(g, R)($)], oldugundan
[(f,9)(0)]a o [(g. W) (P)]a # [(f, M) (¢ 21 O)]0,

(i) ((g.M(@P)>r (£,9)(©))187) = ve (f,h)(¢376)(187) =0 oldugundan
(9. () °r (f,9)(0) # (f, ) (¢ °r 6).



2. YAPILAN CALISMALAR, BULGULAR VE IRDELEME
2.1. Cebirsel Yapilarda Bagmtisal Homomorfiler

Ignjatovi¢, Ciric ve Bogdanovic [11], ¢alismalarinda ayni tiirden cebirsel yapilar
arasinda “bagintisal homomorfi” olarak isimlendirdikleri bir bagmnti tanimlamislardir.
[71’de, X, Y yarigruplar ve ¢ € (X X Y) bagintisal homomorfi olarak alinmis ve (X,Y, @)
genellestirilmis yaklasim uzayinin 6zellikleri arastirilmistir. [4]’te Davvaz kiime degerli
homomorfileri tanitmis ve bunlari kullanarak gruplar iizerinde olusturulan yaklagim
uzayini incelemistir. [36] ve [37] de benzer ¢alismalar halka ve modiil cebirsel yapilari igin
verilmistir. Bu bolimde bagmtisal grup, halka ve modiill homomorfileri tanitilarak kiime

degerli homomorfiler ile bagintisal homomorfilerin iligkileri incelenmistir.

Tamim 2.1.1 [15]: G grup ve ¢, G lizerinde denklik bagmtist olsun. Bu takdirde ¢
ye, G lizerinde kongriians bagintisi denir: < Her (a,b) € ¢ ve x € G igin (ax, bx) € ¢,

ve (xa,xb) € .

Tammm 2.1.2: G, H gruplar, ¢ € (G X H) ve F: G — g(H) olsun.

(i) ¢ ye, G den H ye bagntisal homomorfi denir : < Her (x,y),(a,b) € ¢ i¢in
(xa,yb), x~1,y™1) € o.

(if) ¢ bagintisal homomorfisine tam bagintisal homomorfi denir : & Her (ab,y) € ¢

i¢in (a,c), (b,d) € @ ve y = c.d olacak sekilde ¢, d € H elemanlari mevcuttur.
(iii) F ye kiime degerli homomorfi denir :< F(a)F(b) € F(ab) ve (F(a))_1
F(a™).

N

(iv) F ye giiglii kiime degerli homomorfi denir : & F(a)F(b) = F(ab) ve (F (a))_l =
F(a™).

Ornek 2.1.3: G, H gruplar olsun.
(1) ¢, G tizerinde kongriians bagintisi ise ¢, G den G ye bagintisal homomorfidir,
(2) f:G — H grup homomorfisi ise f tam bagintisal homomorfidir,

(3) G x H tam bagintisal homomorfidir.
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Onerme 2.1.4: G, H gruplar ve ¢, G den H ye bagintisal homomorfi olsun. Bu

takdirde
() Hera,b € G igin F,(a)F,(b) < F,(ab),
(i) @ tam bagintisal homomorfi ise her a, b € G i¢in F,(a)F,(b) = F,(ab).
Ispat:
(i) y € F,(a)F,(b) olsun. Bu durumda y = cd olacak sekilde ¢ € F,(a) ve d € F,(b)

(i)

(i)

(i)

(i)

mevcuttur. Boylece (a,c),(b,d) € @’dir. ¢ bagintisal homomorfi oldugundan
(ab, cd) € @ olup y € F,(ab) dir. Sonug olarak F,(a)F,(b) S F,(ab) elde edilir.

y € F,(ab) olsun. Bu durumda (ab,y) € ¢ dir. ¢ tam bagmtisal homomorfi
oldugundan y = cd ve (a,c), (b,d) € @ olacak sekilde ¢,d € H mevcuttur. Boylece
c € Fy(a) ve d € F,(b) olup y = cd € F,(a)F,(b) dir. Sonug olarak F,(ab) S
F,(a)F,(b) oldugundan (i) ile F,(a)F,(b) = F,(ab) elde edilir.

Onerme 2.1.5: G, H gruplar, ¢ € (G x H) ve F: G — g(H) olsun. Bu takdirde;
@, G den H ye (tam) bagmtisal homomorfidir < F,:G — g (H) (gliclii) kiime

degerli homomorfidir.
F:G — p(H) (gigli) kiime degerli homomorfidir < ¢, G den H ye (tam)

bagintisal homomorfidir.

Ispat:
@, G den H ye bagintisal homomorfi olsun. Onerme 2.1.4 (i) ile her a,b € G igin

-1

Fp(@)F,(b) < F,(ab) dir. Simdi b € (F,(a)) ~ olsun. Béylece b~ € F,(a) olup

(a,b™") € @ elde edilir. (a™',b) € ¢ oldugundan b € F,(a™") dir. Sonug olarak
-1

(F(p(a)) c F(p(a_l) elde edilir. Boylece F, kiime degerli homomorfidir. ¢ tam

bagmtisal homomorfi olsun. Onerme 2.1.4 (ii) ile her a,b € G igin Fy(a)F,(a) =

F,(ab) oldugundan F, giglidiir. Tersine F, kiime degerli homomorfi ve

(x,¥),(a,b) € @ olsun. Bdylece y € F,(x) ve b € F,(a) olup yb € F,(x)F,(a) ve

-1
yle (F(p(x)) dir. Bu durumda yb € F,(xa) ve y~' € F,(x~!) oldugundan
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(xa,yb),(x1,y™1) € ¢ dir. Sonu¢ olarak ¢ bagmtisal homomorfidir. Simdi
(ab,y) € ¢ olsun. Buradan y € F,(ab) = F,(a)F,(b) dir. Bdylece y = cd olacak
sekilde ¢ € F,(a) ve d € F,(b) elemanlar1 mevcut olup (a, ), (b, d) € ¢ dir. Sonug
olarak ¢ tamdir.

(ii) (i)’de F, yerine F ve ¢ yerine de ¢ aliarak istenen elde edilir.

Tamm 2.1.6: R, S halkalar, ¢ € o(R X S) ve F: R — (S) olsun. Bu takdirde;

(i) ¢ ye, R den S ye bagintisal homomorfi denir : & Her (x,y), (a,b) € ¢ i¢in (x +
a,y + b),(—a,—b), (xa,yb) € ¢ dir.

(ii) @ bagmtisal homomorfisine tam bagmtisal homomorfi denir :< Her (a+
b,x),(ab,y) € ¢ i¢in (a,c),(b,d) €@, x=c+d ve y=c.d olacak sekilde
¢, d € S mevcuttur.

(iii) F ye kime degerli homomorfi denir :< F(a) + F(b) € F(a+b), —F(a) S
F(—a) ve F(a)F(b) € F(ab) dir.

(iv) F ye bir giigli kiime degerli homomorfi denir :< F(a) + F(b) = F(a + b),
—F(a) = F(—a) ve F(a)F(b) = F(ab) dir.

Tammm 2.1.7: R halka olmak tizere M, N R-modiiller, ¢ € p(M X N) ve F:M —
#(N) olsun.

(i) ¢ ye, M den N ye bagintisal homomorfi denir : < Her (x,y), (a,b) € ¢ ve her
r € Ri¢in (x +a,y + b),(—a,—b), (ra,rb) € ¢ dir.

(i) ¢ bagntisal homomorfisine tam bagintisal homomorfi denir :< Her (a +
b,x),(ra,y) € ¢ icin (a,c),(b,d) €@, x=c+d ve y=rc olacak sekilde
¢,d € N mevcuttur.

(iii) F ye kime degerli homomorfi denir :< F(a) + F(b) € F(a+b), —F(a) S
F(—a) verF(a) € F(ra) dir.

(iv) F ye giiclii kiime degerli homomorfi denir : & F(a) + F(b) = F(a+ b), —F(a) =
F(—a) ve rF(a) = F(ra) dir.

Acik olarak, Onerme 2.1.4 ve Onerme 2.1.5 halka ve modiil cebirsel yapilari igin de
dogrudur. Onerme 2.1.5 gosterir ki her (giiglii) kiime degerli homomorfiye karsilik bir

bagintisal homomorfi ve her bagintisal homomorfiye karsilik da bir kiime degerli
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homomorfi mevcuttur. [7]’de bagintisal homomorfilerle yarigruplar tizerinde yapilmis olan
calismalara benzer ¢alismalar; [4], [36] ve [37]’de, kiime degerli homomorfilere bagl
olarak grup, halka ve modiil cebirsel yapilari iizerinde incelenmistir. Bu bakimdan bu tezde
yapilan calismalar, [7]’nin bir devami ve [4], [36], [37] c¢alismalarinin L-bulanik

genellestirilmesi niteligindedir.

2.2. Cebirsel Yapilarda T L-Bulanik Bagintisal Homomorfiler

TL-bulanik bagmntisal homomorfi, Ignjatovic, Ciric ve Bogdanovic’in [11]’de
tanimladigr bir L-bulanik bagmtidir. [7]’de yarigruplar {izerinde tanimli TL-bulanik
bagintisal homomorfilerin ¢esitli 6zelliklerine yer verilmistir. Bu boliimde ise grup, halka
ve modiil cebirsel yapilar tizerinde TL-bulanik bagintisal homomorfiler tanimlanacak ve

onlarin gesitli 6zellikleri incelenecektir.

Tanmmm 2.2.1 [17,19]: G grup ve O, G ilizerinde TL-denklik bagmtisi olsun. Bu
takdirde @ ya, TL-kongriians bagintis1 denir : & Her x,y,a,b € G i¢in 0(x,y)TO(a, b) <
O (xa, yb) dir.

Tamm 2.2.2: G, H gruplar ve @ € F(G X H, L) olsun. Bu takdirde 0 ya, G den H ye
TL-bulanik bagintisal grup homomorfisi denir : < Her x,a € G ve y,b € H igin
(i) O(x,y)TO(a,b) < O(xa,yb),
(i) O(x,y) <01,y 1) dir.
G den H ye tiim TL-bulanik bagintisal grup homomorfilerinin kiimesi Hom(G X
H,T,L) ile gosterilecektir. Ozel olarak T =T, ise @ ya L-bulamk bagmntisal grup
homomorfisi denir ve bu durumda, G’den H’ye tim L-bulamik bagmtisal grup

homomorfilerinin kiimesi Hom(G X H, L) ile gosterilecektir.

Ornek 2.2.3: L, Sekil 1°de verilen kafes yapis1 olsun. Bu takdirde Z, den Z; e tiim

L-bulanik bagintisal grup homomorfileri asagidaki tabloda verilmistir.
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Tablo 1. Ornek 2.2.3°teki L-bulanik bagintisal grup homomorfileri

(x,y) (0,00 | (0,1) | (0,2) | (1,0) | (1L, 1) | (1,2)
0, 1 1 1 1 1 1
0, 1 1 1 a a a
0,4 1 1 1 B B B
0, 1 1 1 0 0 0
05 1 a a 1 a a
A 1 a a a a a
0, 1 a a B 0 0
Og 1 a a 0 0 0
0, 1 B B 1 B B
019 1 B B a 0 0
011 1 B B B B B
01, 1 B B 0 0 0
045 1 0 0 1 0 0
014 1 0 0 a 0 0
05 1 0 0 B 0 0
016 1 0 0 0 0 0
0, a a a a a a
015 a a a 0 0 0
019 a 0 0 a 0 0
0,9 a 0 0 0 0 0
0,1 B B B B B B
02 B B B 0 0 0
0,5 B 0 0 B 0 0
0,, B 0 0 0 0 0
0,5 0 0 0 0 0 0

Z, den Z; e tim bagintisal grup homomorfileri; ¢, ={(6,6)}, P, =

{(0,0).(1,0)}, 92 = {(0,0),(0,1), (0.2)} ve ¢, = Z, X Z; dir.

Onerme 2.2.4: 6, G den G ye TL-kongriians bagntis1 ise ©® € Hom(G X
G, T, L) dir.

Ispat: x,y € G olsun. Bu takdirde @(x,y) = 0(x,y)TO(y L,y < 0(xy~1,e) =
O(x Lx HTO(xy Le) <oy Lx D) =0x1Ly Dolup@(x,y) <O(x71,y 1) elde
edilir. Boylece Tanim 2.2.2 ile ® € Hom(G X G, T, L) dir.
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Ornekler 2.2.5: G ve H gruplar olsun.

(1) ¢ € (G X H) bagmtisal homomorfi, a, f € L ve a < f ise (a, ), € Hom(G X
H,T,L) dir.

(2) © e Hom(G x H,T,L), a € L ve B € Dy ise O, (6,) Ve [03] bagmtisal
homomorfilerdir.

(3) f € Hom(G, H) ve u, H nin TL-bulanik alt grubu olmak tizere @ € F(G X H, L),
0(x,y) = u(f (x))Tu(y) olarak tanimlanirsa @ € Hom(G x H, T, L) dir.

(4) f € Hom(G, H) ve u, H nin TL-bulanik normal alt grubu olmak tizere @ € F(G X
H,L), O(x,y) = u(f(x)y) olarak tanimlanirsa @ € Hom(G x H, T, L) dir.

(5) uvev,sirastyla G ve H nin TL-bulanik alt gruplari olmak iizere ® € F(G X H, L),
O(x,y) = u(x)Tv(y~1) olarak tanimlanirsa @ € Hom(G X H, T, L) dir.

(6) L = Ng veT, L tizerinde t-norm olmak tizere ® € F(R/{0} x R/{0},L),

1, x.y=1
O(x,y) =17, x.y>0vex.y#1
a, x.y<0

olarak tanimlanirsa ® € Hom(R/{0} x R/{0},T, L) dir.

Teorem 2.2.6: G, H gruplar ve 0, ¢ € F(G X H, L) olsun. Bu takdirde
(i) ®© € Hom(G X H,T,L) ise her x,a€ G ve y,b€eH i¢in 0(x,y)TO(a,b) <
O(xa 1, yb™1),
(i) ®© eHom(G x H,T;,L)ve T, < T, ise ® € Hom(G X H,T,, L),
(iii) ©(e,e) =1 ve her x,a € G ve y,b € H i¢cin O(x,y)TO(a,b) < @(xa™,yb™1) ise
® € Hom(G X H,T, L),
(iv) ©,¢ e Hom(G x H,T,L) ise O©T¢ € Hom(G X H, T, L).

Ispat:
(1) Aciktir.
(ii) Her x,a € G ve y,b € H i¢in O(x,y)T,0(a,b) < 0(x,y)T,0(a,b) < O(xa, yb)
oldugundan ® € Hom(G X H, T,, L) dir.
(ili) x,a € G ve y,b € H olsun. O(e,e) = 1 oldugundan O(a,b) = O(e,e)TO(a,b) <
O(ea™l,eb™) =O(a"t,b™1) dir. Buradan hipotez ile O(x,y)TO(a,b) <
O(x,y)TO(a™1,b™1) < O(xa, yb) elde edilir. Boylece @ € Hom(G X H, T, L) dir.
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(iv) T nin degisme 6zelliginden agiktir.

Teorem 2.2.7: G,H gruplar olsun. ® € Hom(G x H,T,L) ise @~ € Hom(H x
G,T,L)dir.

ispat: Her x,a € G ve y,b € H igin
0~ 1(y,x)TO 1(b,a) = 0(x,y)TO(a,b) < O(xa,yb) = @~ (yb, xa)
ve
Ol x) =0 y) <0y D=0y x)
elde edilir. Boylece @~ € Hom(H x G, T, L) dir.

Teorem 2.2.8: G,H,K gruplar ve T, sonsuz V-dagilimli t-norm olsun. Bu takdirde
® € Hom(G X H,T,L) ve ¢ € Hom(H X K, T,L) ise ¢ o ® € Hom(G X K, T, L) dir.

Ispat: Her x,a € G ve z,c € K igin

(31 O AT($5r O@e) = \[ 0 NTow. )T\ [ 6(a, TR, )

yEH bEH

- \/ 0(x,y)TO(a, b)T(y, 2)TP(b, c)

y,bEH

< \/ O(xa,yb)T¢(yb, zc)

y,beEH

= \/ 0(xa, h)T¢(h, zc)

heH
= (¢ °or 0)(xa, zo),

@3 0)x2) = \[ 0 WTP(h2)

heH

< \/ 0(x1, h-DT¢(h~1,2z°1)

heH
=(p°r O zh
oldugundan ¢ o @ € Hom(G X K, T, L) dir.
Asagidaki ornek gosterir ki Teorem 2.2.8 genel olarak [-alt birlesimler i¢in dogru

olmayabilir.
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Ornek 2.2.9: T =Ty ve 0, Omek 2.2.3’teki 6,, € Hom(Z, X Z5,L) olsun ve

$: 7 X Ty — L,
a, y = 6,

(x,y) = { —

d(x,y 0, y=1

olarak tamimlansin. Bu takdirde ¢, L-bulanik bagintisal homomorfidir. I, R-gerektirme
olmak {izere (qb o @)(T, a)T(d) o; 9)(1 6) =lfa= (¢ o, @)(6, 6) oldugundan
¢ o; 0, TL-bulanik bagintisal homomorfi degildir.

Teorem 2.2.10: f: G — G' ve g: H — H' grup homomorfileri olmak iizere
(i) T, sonsuz v-dagilimh t-norm ve ® € Hom (G X H,T, L) ise (f,g)(©) € Hom(G' X
H',T,L),
(i) ¢ € Hom (G' x H',T,L) ise (f,g)"*(¢p) € Hom(G x H, T, L),
(ili) w €Hom (G" X H,T,L) ise wy € Hom(G X H,T, L).

ispat:
(i) x',a’' € G' vey',b" € H' olsun. Bu takdirde;

FOOCITEDO@ ) =| \/ eey |r| \/ e@n
flx)=x' fla)=a’
a»)=y’ g(b)=b'

- \/ 0(x,y)T0(a, b)
Fx)=x'
ay)=y’
fla)=a’
g()=b’
< \/ O(x,y)TO(a,b)
f(xa)=x"a'
gyb)=y'b’

< \/ O(xa, yb)
f(xa)=x'a'
glyb)=y'b’

< \/ own

flg)=x"a’
gn)=y'p’

= (f,9)(O)(x'd",y'b").
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Fo@E. = \/ ey

fx)=x'
a)=y’

< \/ oeaiym
flxD=(x")"1
gy H=0p")1

= (£, 9@ (=) H™.
(i) x,a € G ve y,b € H keyfi olsun. Bu takdirde
(f, 9) ), MT(f, 9) " (P)(a, b) = p(f (x), g())T(f (a), (b))
< ¢(f()f (@), g g (b))
= ¢(f(xa), g(yb))
= (f, ) (¢) (xa, yD).
DD xY) = d(f(0), 90)) < p(fx™),90™) = (F, 9 (P y™).
(ili) x,a € G vey,b € H olsun. Bu takdirde
wr(%,y)Twg(a,b) = w(f (), )T (f (@), b)
< w(f(x)f(a),yb)
= w(f(xa), yb)
= wr(xa, yb),
wr(,y) =w(f(0),y) S w(f)Ly™) =w(fGx™D,y™) =wx7hy ™).

Tamm 2.2.11: G,H gruplar ve & € Hom(G x H, T, L) olsun. Bu takdirde

(i) Her x € G igin Cek@(x) = O(x, e) olarak tanimlanan G nin L-bulanik alt kiimesine
© nin ¢ekirdegi denir,

(if) Her y € H i¢cin ResO(y) = Vyee O(x,y) olarak tanmimlanan H nin L-bulanik alt

kiimesine @ nin resmi denir.

Onerme 2.2.12: G, H gruplar, F: G — F(H,L) ve @ € Hom(G x H,T, L) olsun. Bu
takdirde;

(1) O, = Ceko,
(if) Her x € G igin Fy(x)(e) = CekO(x),
(iii) f € Hom(G,H) ise 1; € Hom(G X H,T, L) olup Cekl; = 1¢ek f V€ Resly = 1pes -
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Ispat:
(1) Herx € G i¢in O ¢)(x) = O(x,e) = Cek@(x) olup O ) = Ceko elde edilir.
(if) Her x € G i¢in Fy(x)(e) = O(x,e) = CekO(x) elde edilir.
(iii) Her x € G icin Cekls(x) = 1¢(x,e) = 1ceks(x) ve her y € H icin Reslf(y) =
Vie 15(x,y) = 1pes p(y¥) oOldugundan Cekly = 1cexs Ve Resly = 1ges, elde

edilir.

Onerme 22.13: G,G',H,H’ gruplar olmak iizere f:G — G', g:H — H' grup

homomorfileri, ® eHom(G x H,T, L) ve ¢ eHom(G' x H',T, L) olsun. Bu takdirde

(i) Cek®, G nin TL-bulanik alt grubudur,

(i) O ardisik ise Cek®, G nin TL-bulanik normal alt grubudur,

(iii) T sonsuz V- dagilimli ise Res®, H nin TL-bulanik alt grubudur,

(iv) O(e,my, H nin TL-bulanik alt grubudur,

(v) Herx,a € Gigin Oy gy ‘1 Oany < Oxa )

(vi) f(Ceko) < Cek(f, 9)(6),

(vii) g birebirise f(Cek®) = Cek(f, g)(8),
(viii) Cek(f, @)~ (¢) = Cekey,

(ix) Res(f,9)(0) < g(Rest),

(X) f orten ise Res(f, g)(0) = g(Resh),

(xi) Res(f, 9)™(¢) =Res((¢,) ") -
Ispat:

(i) Her x,a € G i¢in Cek®(x)T Cek@(a) = O(x,e) T O(a,e) < O(xa,e) = CekO(xa)
ve Cek@(x) = 0(x,e) <0O(x1e) =CekO(x™1) oldugundan Cek®, G nin TL-
bulanik alt grubudur.

(if) O ardisik oldugundan her g € G i¢in O (g, h) = 1 olacak sekilde bir h € H
mevcuttur. Boylece her x,a € G igin
CekO(xa) = 1TO(xa,e)T1

= 0(x,y)TO(xa,e)TO(x,y)
<O 1Ly HTO(xa,e)TO(x,y)

< O(x lxax,yy™1)
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= O(ax,e)

= CekO(ax)
elde edilir. Sonug olarak @ ardisik ise Cek®, G nin TL-bulanik normal alt grubudur.
(iii) Hery,b € H igin

Res@(y) TResO(b) = (\/ O(x, y)) T <\/ O(a, b))

XEG aceG

S VAVICIEROUCICED

XEG a€eqG

= ResO(yb),

ResO(y) = \/ O(x,y)

XEG

< \/ O(x 1y

XEG

= \/ ety

elde edilir. Boylece Res®, H nin TL-bulanik alt grubudur.
(iv) Teorem 2.2.7 ile ®~' € Hom(H X G,T,L) ve Oy = Cek®~" oldugundan (i) ile
O e,mr), H nin TL-bulanik alt grubudur.
(v) Her h € H igin

(@(x,H) T Q(a,H))(h) = \/ 6(x,H) (y)T@(a,H)(b)
h=yb

= O(x,y)TO(a,b)
h=yb
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= @(xa,H) (h).
Béylece Q(X,H) T Q(a,H) < @(xa,H) elde edilir.
(vi) Herx' € G' igin
fceke)w) = \/ cekoo)
fo)=x'
= \/ O(x,e)
flx)=x'

= \/ O(x,e)

fx)=x'
g(e)=e

< \/ O(x,e)

fx)=x'
g(y)=e

= (£, 9)0)(x',e)
= Cek(f, 9)(O)(x).
Boylece f(Cek®) < Cek(f, g)(6) elde edilir.
(vii) (vi)’nin ispat1 ve g nin birebirligi dikkate alinarak f(Cek®) = Cek(f, g)(@) elde
edilir.
(viii) Her x € G icin
Cek(f, @)1 () () = (f, ) () (x,€)
= ¢(f(x), g(e))
= ¢(f(x),e)
= Ceker(x).
Boylece Cek(f, g) ' (¢p) = Ceke, elde edilir.
(ix) Hery' € H' igin
Res(£, )@ = \/ (£, 9@,y

x'ex’

[V e
e

x'ex" \ flx)=x'
g)=y’

S\/( \/ @(x,y))
xeX \g=y'
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(\/ o(x, y))
9=y’ \xex

_ \/ ResO(y) = g(Res®)(»).
g)=y!

Boylece Res(f, g)(@) < g(Res0) elde edilir.
(X) (ix)’nin ispatt ve f nin ortenligi dikkate almmarak Res(f,g)(@) = g(Res @) elde
edilir.

(xi) Hery € H igin

Res(£, ) @) = \/ (1,9 @) @)

XEG

= \/qﬁ(f(x),g(y))

XEG

= \/ be(x: g(y))

XEG

=\ (@)™, e

XEG

= Res ((qbf)_l)g (y).

Teorem 2.2.14: a € L ve ® eHom(G X H, T, L) olsun. Bu takdirde,
(i) (¢0),* @ise (40),, G ninalt grubudur,
(if) (@y)q # D ise (Oy)q, H nin alt grubudur,
(iii) (Cek®), # @ ise (CekOd),, (G@)a nin alt grubudur,
(iv) (CekO™1), # @ ise (Cek®~1),, (Oy), mn alt grubudur.

Ispat: x,a € (G@)a olsun. Bu takdirde O(x,y)Ta = a ve 0(a,b)Ta = a olacak
sekilde y, b € H mevcuttur. Boylece @ (x,y)TO(a,b)Ta = a dir. ® € Hom(G X H,T, L)
oldugundan Teorem 2.2.6 (i) ile ©(xa™!,yb~)Ta > a dir. Buradan xa™' € (G@)a elde

edilir. Boylece (G@)a' G nin alt grubudur. (ii)’nin ispat1 benzer sekildedir. (iii) ve (iv),
sirastyla (Cek®), < (G@)a ve (Cek@™1), € (0y), oldugu dikkate almarak (i) ile benzer

sekilde ispatlanir.
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Onerme 2.2.15: ® € Hom(G x H,T, L) olsun. Bu takdirde her x,a € G ve y,b € H
icin O@(x,y)TO(a,b) = O(xa, yb) ise O sabittir.

Ispat: x,a€ G ve y,b€H olsun. @ fonksiyon oldugundan ©(x,y) = a ve
O(a,b) = B olacak sekilde a,f € L mevcuttur. ® € Hom(G X H,T,L) oldugundan
O(e,e) = 0(x,y)TO(xL,y™1) < aTa < a’dir. Benzer sekilde @(e,e) < B elde edilir.
Boylece a =0(x,y) =0(x,y)TO(e,e) = aTO(e,e) < aTB < dir. Benzer sekilde
B < a dir. Boylece @ = 8 oldugundan @ sabittir.

Teorem 2.2.16: @ € F(G X H,L) ve F: G — F(H, L) olsun. Bu takdirde

(i) ®© e Hom(G x H,T,L) ise her x,a € G igin Fy(x) -7 Fy(a) < Fy(xa),

(i) Her x,a € G ve y,b€ H icin F(x) -r F(a) < F(xa) ise Op(x,y)TOp(a,b) <
Op(xa, yb).

Ispat:
(i) h € H olsun. Bu takdirde
(Fo(x) -7 Fo())(h) = \/ Fo(x)(y)TFp(a)(b)

h=yb

= \/ O(x,y)TO(a,b)

h=yb
< h\={b O(xa, yb)
= 0(xa, h)
= Fo(xa)(h)
elde edilir. Boylece Fy(x) -7 Fo(a) < Fy(xa) dur.
(i) Herx,a € Gve y,b € H igin
Or(x,y)TOr(a,b) = F(x)(y)TF(a)(b)
< \/ FowTr@®
yb=kt
= (F() v F(@))(yb)
< F(xa)(yb)
= Op(xa, yb).
Boylece O (x, y)TOr(a,b) < Op(xa,yb) dir.
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Asagidaki O6rnek gosterir ki her x,a € G i¢in F(x) -r F(a) < F(xa) ise Op €
Hom(G x H, T, L) genel olarak dogru olmayabilir.

Ornek 22.17: L=Ng ve T=T, olsun. u,v,n € F(Z,,L), swrastyla u(x) =

1,v(x) = a ve n(x) = 0 olmak lizere F: Z; — F(Z,, L) fonksiyonu, her a € Z5 i¢in

W
F(a) =1,
n,

olarak tanimlansin. Bu takdirde her a,b € Z; i¢in F(a)+;F(b) < F(a + b) dir. Ancak

Q 2 9
Il
| = ol

0r(1,1) = @ £ 0 = 05(2,1) oldugundan 65 & Hom(Z; X Z,, Tp, L) dir.

Tamm 2.2.18: R, S halkalar ve @ € F(R X S, L) olsun. Bu takdirde 0 ya, R den S ye
bir T L-bulanik bagintisal halka homomorfisi denir : & Her x,a € R ve y,b € S i¢in
(i) (x,y)TO(a,b) <O(x+y,a+b),
(i) O(x,y)TO(a,b) < O(xa,yb),
(i) O(x,y) < 0(—x,—Yy).

Bir © TL-bulanik bagintisal halka homomorfisine genistir denir : < Her x,a € R ve
y,b €S i¢in O(x,y)VO(a,b) < O(xa,yb) dir. R den S ye tiim TL-bulanik bagintisal
genis halka homomorfilerinin kiimesi Hom[R X S, T, L] ile gosterilecektir. ©, R den S ye
TL-bulanik bagmtisal halka homomorfisi ise ®, R den S ye TL-bulanik bagmtisal grup

homomorfisidir.

Ornekler 2.2.19: R, S halkalar olsun.
(1) ¢ € (R x S) bagmtisal homomorfi, a, f € L ve a < f ise (a, ), € HOM(R x
S,T,L) dir.
(2) @ e Hom(R X S,T,L), a € L ve B € Dy ise O, (6,) Ve [6p] bagmtisal
homomorfilerdir.
(3) u ve v, sirastyla R ve S nin TL-bulanik alt halkalart olsun. @ € F(R X S, L),
O(x,y) = u(x)Tv(—y) olarak tanimlanirsa ® eHom(R x S,T,L) dir. Her s € S

icin v(s) = 1 olarak tanimlanan v ve Ornek 1.8.4 (i)’deki u alinirsa 0 # a € R ve
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x,y €S i¢in O(0,x)VvO(a,y) =6 £a=0(0,xy) elde edildiginden & genel
olarak genis olmayabilir. T, sonsuz V-dagilimli t-norm olmak iizere u ve v,
sirasiyla R ve S nin birer TL-bulanik ideali ise @ genistir.

(4) f € Hom(R,S) ve u, S nin TL-bulanik alt halkasi olmak iizere @ € F(R X S, L),
O(x,y) = u(f(x))Tu(y) olarak tanimlanirsa @ € Hom (R x S, T, L) dir.

(5) @ € F(ZX1ZL),

1, X =
0(x,y) = {O' rey

olarak tanmimlanirsa @ € Hom(Z X Z, T, L) dir. Fakat ©(3,3) vO(1,2) =1Vv 0 £ 6(3,6)
oldugundan @ genis degildir.
(6) e F(Z X1Z,L),

0, x tek
O(x,y) = {a, xciftvex #0
1, x=0

olarak tanimlanirsa ® € Hom[Z X Z, T, L] dir.

Teorem 2.2.20: R, S halkalar ve ©,¢ € F(R x S, L) olsun. Bu takdirde
(i) © € Hom(R x S,T,L) ise her x,a€R ve y,b€eS icin O(x,y)TO(a,b) <
O(x —a,y—b),
(i) ®© e Hom(R x S, T;,L)ve T, < T, ise ® € Hom(R x S, T,, L),
(i) ©,¢p € Hom(R x S,T,L) ise O©T¢p eEHom(R X S, T, L).

Ispat: Teorem 2.2.6’ya benzer sekilde ispatlanr.

Onerme 2.2.21: R, S halkalar olsun. Bu takdirde
(i) ® e Hom(R x S,T,L) ise ®~1 € Hom(S X R, T, L),
(ii) @ e Hom[R x S,T,L] ise @~ € Hom[S X R, T, L].

Ispat:
(i) Teorem 2.2.7 ile her y,b €S ve x,a €R i¢in @7 1(y,x)TO"1(b,a) <O 1(y +
b,x+a) ve 0 (y,x) <0 (—y,—x) tirr Her y,b€S ve x,a€R igin
07 1(y,x)TO"1(b,a) = O(x,y)TO(a,b)
< O(xa,yb)
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= 0~ 1(yb,xa)
oldugundan @~ € Hom(S x R, T, L) dir.
(i) ®© € Hom[R x S,T,L] olsun. Bu durumda her y,b€S ve x,a€R igin
0 1(y,x)vOi(b,a) =0(x,y)VvO(ab)
< O(xa,yb)
= 0 1(yb,xa)
elde edilir. Boylece Teorem 2.2.7 ile ®~1 € Hom[S x R, T, L] dir.

Teorem 2.2.22: R, S, K halkalar ve T, sonsuz V-dagilimli t-norm olsun. Bu takdirde
(i) ®© e Hom(R x S,T,L) ve ¢ e Hom(S X K, T,L) ise ¢ o ® € Hom(R X K, T, L),
(i) ®© €e Hom[R x S,T,L] ve ¢ € Hom[S X K, T, L] ise ¢ o & € Hom[R X K, T, L].

Ispat:

(i) Teorem 2.2.8 ile her x,a€R ve z,c €K igin (¢ o7 0)(x,2)T(Ppor O)(a,c) <
(Ppor @) (x+a,z+c)ve (PporO)(x,z) < (¢porO)(x,z)dir. Her x,a e Rve z,c € K
i¢in
(31 O AT($F 0)(@a) = \[ 06 NTow, AT\ [ 00, 1T, )

YES beS

- \/ 0(x,y)TO(a, b)T(y, 2)TP(b, c)

y,bES

< \/ O(xa,yb)T¢p(yb, zc)

y,bES

< \/ O(xa,s)To(s,zc)

SES

= (¢ °or 0)(xa, zc)
oldugundan ¢ o @ € Hom(R X K, T, L) dir.

(if) © ve ¢, genis olsun. Her x,a € R ve z,c € K igin

yES beS

(95 0)(x,2) V (¢ 71 6)(@c) = (\/ 6, TP, z)) v (\/ 6(a,b)T$ (b, c)>

= \/ (60 To.2) v (0(a, b)T(b, )

y,bES

< \/ (6Cx,y) v 0(a, D)) T(¢(y,2) v $(b, c))

y,bES
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< \/ 0(xa,yb)T¢(yb, zc)

y,bES

< \/ 0(xa,s)T¢(s,zc)

SES

= (¢ o1 0)(xa, zc).
elde edilir. Boylece Teorem 2.2.8 ile ¢p o ® € Hom[R X K, T, L] dir.

Teorem 2.2.23: f:R — R’ ve g: S — S’ halka homomorfileri olmak tizere
(i) T, sonsuz V-dagilimli t-norm ve @ € Hom (R x S,T,L) ise (f,g)(®) € Hom(R' x
S',T, L),
(i) ¢ € Hom (R’ x S, T, L) ise (f,g)"*(¢) € Hom(R X S, T, L),
(ili) w € Hom (R' x S,T,L) ise wr € Hom(R x S, T, L).

ispat:
(i) x',a' eR’ ve y',b' €S’ olsun. Teorem 2.2.10 Q) ile
f, 9@, y)T(f,9)(@)(a’,b") < (f,9)(O)(x" +a',y" + D) ve

(f,9)(O)(—x',—y') dir. Her x',a’ € R" ve y',b" € §' igin

F9OETEDO@ ) =| \/ ewy |r| \/ o@n

Fl)=x' fla)=a’
ay)=y’ g()=b'

_ \/ 0(x,y)TO(a, b)
fx)=x'
go)=y’
f(a)=a’
g(b)=b’
< \/ 0(x,)T6(a,b)
f(xa)=x"a'
glyb)=y'p’

< \/ O(xa,yb)
f(xa)=x"a'
glyb)=y'p’

< \/ own

f(g)=x'a’
gn)=y'p’

= (f,9)O)x'a’,y'b")
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elde edilir. Boylece (f, g)(®) € Hom(R' x S', T, L) dir.
(i) x,a €R ve v,b€ES olsun. Teorem 2.2.10 (i) ile
D@ NTS,9) 7 (P)(ab) < (f, ) ($)(x +a,y +b) ve
. ) D) (x,y) < (f,9) 1 (¢p)(—x,—y) dir. Her x,a € Rve y, b € S igin
(f, D) (@) T, 9) (@) (a, b) = d(f(x), g))TH(f (@), g(b))
< ¢(f()f (@), g g (b))
= ¢(f(xa), g(yb))
= (f,9) 7 (¢)(xa,yb)
elde edilir. Boylece (f,g) 1 (¢) € Hom(R X S, T, L) dir.
(iii) x,a€R ve y,b€S olsun. Teorem 2210 (iii) ile wf(x,y)Tws(a,b) <
wr(x +a,y + b)ve wp(x,y) < we(—x,—y) dir. Her x,a € Rvey,b € S igin
wy (6, y)Twy(a,b) = w(f (x),y)Tw(f (@), b)
< w(f(x)f(a), yb)
= w(f(xa), yb)
= wr(xa, yb)
elde edilir. Béylece wy € Hom(R X S, T, L) dir.

Onerme 2.2.24: R, S halkalar olmak iizere F: R — F(S,L) ve ® € Hom(R x S, T, L)
olsun.
(i) @(R,o) = Cek 0,
(if) Herr € R i¢in Fy(r)(0) = CekO(r),
(iii) f € Hom(R,S) ise 1, € Hom(R X S, T, L) olup Cekls = 1cek r V€ Resly = 1peg.

Ispat: Onerme 2.2.12’ye benzer sekilde ispatlanir.

Onerme 2.2.25: ® € Hom(R X S, T, L) olsun. Bu takdirde;
(i) Cek®, R nin TL-bulanik alt halkasidir,
(i) ® e Hom(R x S, T, L) genis ise Cek®, R nin TL-bulanik idealidir,
(iii) T, sonsuz vV-dagilimli t-norm ise Res®, S nin TL-bulanik alt halkasidir.
(iv) (O genis ise) Oy 5), R nin TL-bulanik alt halkasidir (idealidir).

(V) Her x,a € R i¢in @(x,S)-I_T@(a,S) < @(x+a,S) ve @(x,S) T @(a,S) < @(xa,S) dir.
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Ispat:

(i) Onerme 2.2.13 (i) ile her x,a € R i¢in Cek®(x)TCekO(a) < CekO(x + a) ve
CekO(x) < ©(—x,0) dir.

CekO(x)TCekO(a) = O(x,0)TO(a,0) < O(xa,0) = CekO(xa)
elde edildiginden Cek®, R nin TL-bulanik alt halkasidir.

(i) ® € Hom(R x S,T, L) genis ise her x,a € R i¢in Cek®(x) vV Cek@(a) = O(x,0) v
0(a,0) < O(xa,0) = CekO(xa) elde edilir. Boylece (i) ile Cek @, R nin TL-bulanik
idealidir.

(iii) y,b €S olsun. Onerme 2.2.13 (iii) ile Res®(y)TRes O(b) < Res@(y + b) ve
Res@(y) < Res@(—y) dir.

Res@(y)TRes O(b) = <\/ O(x, y)) T <\/ O(a, b))

XER a€ERr

S VAVICIEROUCICED

XER a€R

< \/ \/ 0 (xa, yb)

XER a€R

= ResO(yb).
Boylece Res®, S nin TL-bulanik alt halkasidir.
(iv) O(,s) = Cek @' ve Onerme 2.2.21 ile 6~ € Hom(S x R, T, L) oldugundan (i) ile
O(0,s), S Nin TL-bulanik alt halkasidir. @ genis olsun. Bu durumda Onerme 2.2.21 ile
@~ genis olup (ii) ile O 5), S nin TL-bulanik idealidir.
(v) t € S olsun. Bu takdirde;

(Bs) T Oas)) () = \/ Ox,5) (V)T 04,5 (D)
t=yb

= O(x,y)TO(a,b)
t=yb
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= @(xa,S) (®).
Boylece Q(x,S) T Q(a,S) < Q(xa,s) elde edilir. Her X,y € R icin O(x,S)-l'T@(a,S) <

O(x+a,s) 0ldugu Onerme 2.2.13 (V) te ispatlanmustr.

Teorem 2.2.26: a € L ve ® € Hom(R x S, T, L) olsun. Bu takdirde,
(1) (RQ)a * @ ise (R@)a’ R nin alt halkasidir,
(if) (O5)q # @ ise (Og)q, S nin alt halkasidir,
(iii) (Cek®), # O ise (Cek®d),, (RQ)amn alt halkasidur,
(iv) (CekO™1), # @ ise (Cek®~1),, (Og), mn alt halkasidur.

Ispat: x,a € (z0) olsun. Teorem 2.2.14 ile x—a€(z0) dir. Ayrica
O, y)Tae =2a ve 0O(a,b)Ta>a olacak sekilde y,b €S mevcuttur. Buradan
O(x,y)TO(a,b)Ta = a elde edilir. ® € Hom(R X S, T, L) oldugundan 0 (xa,yb)Ta = «a
dir. Bdylece xa € (z@)_ olup ve (z@)_, R nin alt halkasidur. (ii) iin ispat, (i)’ye benzer
sekildedir. (iii) ve (iv), sirasiyla (Cek®), € (0f), ve (Cek®1), € (O5), oldugu dikkate

almarak (1) ile benzer sekilde ispatlanir.

Onerme 2.2.27: ® eHom(R x S, T, L) olsun. Bu takdirde, her x,a € R ve y,b € S
icin O(x,y)TO(a,b) = O(x + a,y + b) ise O sabittir.

Ispat: Onerme 2.2.15’ten agiktir.

Tanmim 2.2.28: M, N R-modiiller ve ® € F(M X N, L) olsun. ©® ya, M den N ye TL-
bulanik bagintisal modiil homomorfisi denir : < Her x,a € M,y,b € N ve r € R i¢in
i. O(x,y)TO(a,b) <O(x+a,y+Db),
i. 0(x,y) <0(rx,ry),
iii. O(x,y) <0(—x,—y).
M den N ye tim TL-bulanik bagintisal R-modiil homomorfilerinin kiimesi
Hom (M X N,T,L) ile gosterilecektir. @, M den N ye TL-bulanik bagintisal R-modiil

homomorfisi ise ®, M den N ye TL-bulanik bagintisal grup homomorfisidir.
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Ornekler 2.2.29: M ve N R-modiiller olsun.

(1) @ €pM X N) bagmntisal homomorfi, a,fEL ve a<pf ise (a,p),€
Hom (M X N, T, L) dir.

(20 @€ Homg(M X N,T,L), a €L ve B €Dy ise 0, (6,) ve [6p] bagmusal
homomorfilerdir.

(3) f € Hom(M,N) ve u, N nin TL-bulanik alt modiilii olmak iizere ® € F(M X
N,L), 0(x,y) = p(f(x))Tu(y) olarak tanimlanirsa @ €Hom (M X N, T, L) dir.

(4) f eHom(M,N) ve u, N nin TL-bulanik alt modiilii olmak iizere ©® € F(M X
N,L), 0(x,y) = u(f(x) + y) olarak tanimlanirsa ® € Hom (M x N, T, L) dir.

(5) u ve v sirasiyla M ve N nin TL-bulanik alt modiilleri olmak tizere ©® € F(M X
N,L), O(x,y) = u(x)Tv(—y) olarak tanimlanirsa ® € Hom x(M X N, T, L) dir.

6) L=1{0a/B,1}, Sekil 1’de verilen kafes ve T =Ty olmak iizere (G,+) bir
degismeli grup olsun. Bu takdirde @ € F(G X Z, L),

1, g=0vez=_0ise
B, g=0vez+0ise
a, g #0vez=_0ise
0, g #0vez+0ise

0(g,2z) =

olarak tanimlanirsa @ € Hom x(G X Z, T, L) dir.

Teorem 2.2.30: M, N R-modiiller ve ©,¢ € F(G X H, L) olsun. Bu takdirde
(i) © € Hom (M x N,T,L) ise her x,a€ M ve y,b €N icin O(x,y)TO(a,b) <
O(x —a,y —b),
(i) ® e Hom x(M X N,T;,L)ve T, < T, ise @ eHom x(M X N, T,, L),
(iii) ©,¢p € Hom (M x N,T,L) ise O©T¢p eHom x(M X N, T, L).

Ispat: Teorem 2.2.6 ile benzer sekilde ispatlanr.

Onerme 2.2.31: M, N R-modiiller ve ® € Hom x(M X N, T, L) ise
6~ eHom (N x M, T, L) dir.

Ispat: Teorem 227 ile x,a€M ve y,b€N icin 07 (y,x)TO (b,a) <
O 1(y+b,x+a) ve @ (y,x) <0 1(—y,—x) dir. x e M, y € N ve r € R olsun. Bu
takdirde;
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0~ (r,x) =0(x,y)
< O(rx,ry)
=0 (ry,rx)
elde edilir. Boylece @~ € Hom x(N x M, T, L) dir.

Teorem 2.2.32: M,N,K R-modiiller ve T, sonsuz Vv-dagilimli ¢t-norm olsun. Bu
takdirde

© eHom x(M X N,T,L) ve ¢ eEHom (N X K, T, L) ise

¢ op ® eHom (M X K, T, L) dir.

Ispat: Teorem 2.2.8 ile her x,a € G ve z,¢ € K igin (¢ o7 0)(x,2)T(¢p oy O)(a,c) <
(por @ (x+a,z+c)ve (por 0)(x,2) < (porO)(—x,—z)dir.rxeM,ze Kver €R

olsun. Bu takdirde,

@3 06,2 = \[ 06 NTP(,2)

yEN

= \/(O(x. TPy, 2))

YEN

< \/(d)(rx, ry)TO(ry,rz))

YEN

< \/ ¢(rx,m)TO(n,rz)

nenN
= (¢ °or 0)(rx,72)
oldugundan ¢ o @ € Hom zx(M X K, T, L) dir.

Teorem 2.2.33: f: M — M’ ve g: N — N'modiil homomorfileri olmak iizere
(i) T, sonsuz V-dagilimli t-norm ve ® € Hom (M X N,T,L) ise (f,g)(@) €
Hom (M’ x N', T, L),
(i) ¢ € Hom (M’ x N',T,L) ise (f,9)"*(¢) € Hom (M x N, T, L),
(iii) w € Hom x(M' X N, T, L) ise wf € Hom (M X N, T, L).
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Ispat:

(i) Teorem 2.2.10 (i) ile x',a' €M’ ve y',b" € N' icin
(f, 9@, y)T(f,9)(O)(a’,b") < (f,9)(@)(x" +a’,y" +b') ve
(f,9)O)(x',y") < (f,9)O@)(—x',—y") dir. x' e M',y" € N' ve r € R olsun. Bu
takdirde,

Fo©@E. )=\ 0@y

fo)=x'
g»)=y'

< \/ O(rx,ry)
fx)=x'
g=y'

< \/ O(rx,ry)
frx)=rx’
gry)=ry’

= (f,9)O)rx',ry")
elde edilir. Boylece (f, g)(®) € Hom x(M' x N', T, L) dir.

(i) Teorem 2.2.10 (i) ile her xa€eM ve ybeN igin
£, 9 (@), NT, 9 (P)ab) < (f,g) (P)(x + a,y + b) ve
) Y P)(x,y) < (f,9) 1 (p)(—x,—y) dir. x e M,y € N ve r € R olsun. Bu
takdirde,

(f, D D)% y) = d(f (), ()
< ¢(rf (), rg()
= ¢(f(rx), g(ry))
= (f,9) " (P)rx, 1Y)

elde edilir. Boylece (f, g)~1(¢p) € Hom (M x N, T, L) dir.

(iii) Teorem 2.2.10 (iii) ile her x,a€M ve y,b€N i¢in ws(x,y)Tws(ab) <
wr(x +a,y +b) ve wp(x,y) < we(—x,—y) dir. x € M,y € N ve r € R olsun. Bu
takdirde,
wr(x,y) = w(f(x),y)

< w(rf(x),ry)
= w(f(rx),7y)
= ws(rx,Ty)
elde edilir. Béylece wy € Hom x(M X N, T, L) dir.
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Onerme 2.2.34: M,N R-modiiller, F:M — F(N,L) ve © €eHom x(M x N, T, L)
olsun.
(i) Q(M,o) = Cek 0,
(if) Her x € M i¢in F,(x)(0) = CekO(x),
(iii) f € Hom(M,N) ise 11 € Hom x(M X N,T,L) olup Cekls = 1ccxs Ve Resly =

1Res f
Ispat: Ispat, Onerme 2.2.12 ile aciktir.

Onerme 2.2.35: ® € Hom x(M x N, T, L)olsun. Bu takdirde;
(i) Cek ®, M nin TL-bulanik alt modiilidiir,
(if) T, sonsuz v-dagilimli ise Res @, N nin TL-bulanik alt modiiliidiir,
(iii) @y, M nin TL-bulanik alt modiiliidiir,

(lV) Her x,a € M igin Q(x,N)+T0(a,N) < @(x+a,N) dir.

Ispat:

(i) Onerme 2.2.13 (i) ile x,a € M i¢in CekO(x)T CekO(a) < CekO(x + a) ve
CekO(x) < Cek®(—x) dir. x € M ve r € R olsun. Bu takdirde,
CekO@(x) = 0(x,0) < O(rx,0) = CekO(rx)

elde edildiginden Cek @, M nin TL-bulanik alt modiiliidiir.

(ii) Onerme 2.2.13 (iii) ile her y,b € H icin Res@(y) TRes@(b) < Res@(y + b) ve
ResO(y) < Res®(—y) dir. y € N ve r € R olsun. Bu takdirde,
ResO(y) = \/ 0(x,y)

XEM

= ResO(ry)
Boylece Res®, N nin T'L-bulanik alt modiiliidiir.
(iii) Onerme 2.2.31ile @' € Hom (N x M, T, L) dir ve 0y s, = Cek® *oldugundan (i)

ile Oy, N nin bir TL-bulanik alt modiiliidiir.
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(iv) Onerme 2.2.13 (V) ile agiktir.

Teorem 2.2.36: a« € L ve ® € Hom (M X N, T, L) olsun. Bu takdirde,
(i) (Oy)q # O ise (M@)a, M nin alt modiiliidiir,
(i) (Oy)q # D ise (Oy) 4, N nin alt modiilidiir,
(iii) (Cek®), # O ise (Cek®),, (M@)a nin alt modiliidiir,
(iv) (CekO@™1), # @ ise (Cek®~1),, (Oy), nmn alt modiiliidiir.

Ispat: Teorem 2.2.14 ile her x,a € (M@)a icinx —a € (MQ)adlr. x € (MQ)a ve
r € R olsun. Bu takdirde O(x,y)Ta = a olacak sekilde y € N mevcuttur. 0 €
Hom (M x N,T,L) oldugundan O(rx,ry)Ta = O(x,y)Ta = a dir. Buradan rx €
(MQ)a elde edilir. Boylece (M@)a’ M nin alt modiilidiir. (ii) i¢in ispat, (i)’ye benzer

sekildedir. (iii) ve (iv), swasiyla, (Cek®), € (04), ve (Cek®™1), € (Oy), oldugu
dikkate alinarak (i) ile benzer sekilde ispatlanir.

2.3. Cebirsel Yapilarda TL-Bulanmik Bagintisal Homomorfilere Gore I-Alt ve T-
Ust L-Bulamk Kaba Yaklasimlar

Teorem 2.3.1: G, H gruplar, T sonsuz vV-dagilimli t-norm ve u,v € F(H, L) olsun.

Bu takdirde ® € Hom(G x H, T, L) ise ET(M) - ET(V) < 5T(u - v) dir.

Ispat: g € G olsun.

(ETm) T 5T<v>) @=\/? w@re m®

g=ab
= O(a, k)T,u(k)) T ( O (b, t)Tv(t))
— \/ \/ 0(a, )Tu(k)TO(b, t)Tv(t))

g=ab \k,teH
< \/ \/ 0 (ab, kt)T,u(k)Tv(t))

g=ab \k,teH
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= \/ \/ O (ab, kt)T \/ p(k)Tv(t)

g=ab \p=kt p=kt

= \/ \/Q(ab,p)T(M 7 v)(P)

g=ab \pEH

=\/ewnre e

PEH
=0 (u-rv)(g

—T —T —T
Boylece O (1) 70 (v) <0 (u-rv)eldeedilir.

Asagidaki Ornek gosterir ki 9 (W) -7 0 W) = 9 (u-7v) genel olarak dogru
degildir. Ayrica I, (S, N)- veya R-gerektirme olmak tizere ® € Hom(G X H, T, L) olsa bile
O,(w) -+ 0;,(v) <O, (u-rv)veya 0;(u-rv) < 0;(p) -r 0;(v) ifadeleri dogru olmayabilir.

Ornek 2.3.2: L, Sekil 1°de verilen Kafes yapisi olmak iizere T = Ty, olsun.
(i) w e F(Z L) ve$p e HOM(Z X Z,T, L),

_(a, x =0, 1, x=y=0,
w(x)_{l’ x:,tO, d)(x’y):{a, x:o,yio,
0, x # 0,

olarak tanimlansin. Bu takdirde (ET((U)+T$T((U)> 0)<a ve ET(a)+Ta))(O) =1

—T —T —T
oldugundan ¢ (w)+7¢ () # ¢ (W+rw) dir.
(ii) u,v € F(Z4, L) asagidaki tabloda verilmis olup u + v € F(Z, L) hesaplanmustir:

Tablo 2. Ornek 2.3.2 (ii)’deki L-bulanik alt kiimeler

x 0 1 2
p(x) 1 a a
v(x) B 0 0

wu+v)@ | B 0 0
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0 € F(Zy X T, L),

(L, x=0
0, x=1,
@(x,y)=iﬁ =]
0, x =3

~

olarak tanimlanirsa ® € Hom(Z, X Zs, L dir. I, T); ile tretilmis R-gerektirme olmak iizere

0,(w), 0;(v), (Q, (w) + Q,(v)) ve @;(u + v) asagidaki tabloda verilmistir:

Tablo 3. Ornek 2.3.2 (ii)’deki I-alt L-bulanik kaba yaklasimlar

x 0 1 2 3
0, « | 1 | a | 1
9,(v)(x) 0 1 a 1

(ow+om)e| * | « | 1 | @
0,(u+v)(x) 0 1 a 1

Buradan 0,(u) + 0,(v) £ 0,(u +v) ve 0;(u +v) £ 0;(1) + 0,(v) oldugu goriilir.

Simdi S = Sy, ve her @ € L igin N (@) = Vare=o t Olsun. I, (S, N)-gerektirme olmak {izere

0;(w), 0;(v), (Q, (w) + Q,(v)) ve 0, (u + v) asagidaki tabloda hesaplanmigtir:

Tablo 4. Ornek 2.3.2 (ii)’deki I-alt L-bulanik kaba yaklasimlar

x 0 1 2 3
0,(W() « | 1 | a | 1
0, () 0 | 1 [« | 1

(ow+om)@ | |« | 1 | «
O,(p+v)(x) 0 1 a 1

Boylece 0, (1) + 6,(v) % 6, (i +v) ve 8, (u +v) £ 0, (1) + 6,(v) oldugu goriilii.

Onerme 2.3.3: ® € Hom(G X H,T,L) ve ¢ € Hom(H x K, T, L) olsun. Bu takdirde;
(i) Herx,a € G igin ET(F@(x))(a) < Cek @(ax™1),

(i) ® (Cek) = Cek( 57 6),
(ifi) 0,(Cek ) = Gek(e o, 0),
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T
(iv) T, sonsuz V-dagilimli t-norm olmak iizere & (Res¢p~!) = Res(¢p o7 )71,
(v) 6,(Resp™") = Res(¢p 2, 0) ",

(Vi) 3T (Cekd™) = Cek(¢p 57 6)7,
(vii) §~ (Geko0™) = Gek(@ o, ¢77),

—T
(viii) T, sonsuz V-dagilimli t-norm olmak tizere ¢~ (Res @) = Res(¢ o7 0),

(ix) ¢_‘11(Res @) = Res(071 o, d)‘l)_l.

Ispat:
(1) x,a € G olsun.

8 (F(0)@ = \/ 0@ nTF@®)

heH

- \/ 0(a, )TO(x, h)

heH

< \/ 0(a, HTO(x, h~1)

heH

< \/ O(ax~1e)

heH
=0(ax"1e)
= Cek@(ax™1).

Boylece her x,a € G igin ET(F@(x))(a) < Cek @(ax~1) elde edilir.
(i) x € G olsun. Bu takdirde

9" (cek9)() = \/ 0 1)TCek $()

yeH

= \/ O(x,y)TPp(y,e)

yeu
= (¢°r 0)(x,e)
= Cek(¢ o7 6)(x).
Boylece 0 (Cek ¢ ) = Cek(¢p 5, 0) elde edilir.
(iii) x € G olsun. Bu takdirde

0,(Gek )@ = [\ 6 »IGek $()

YEH
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= /\@(x,y)1¢>('y, e)

yeH
= (¢ 2 0)(x,e)
= Cek(¢ o; 0)(x).

Boylece 0,(Cek ¢ ) = Cek(¢p o, 0) elde edilir.

(iv) x € G olsun. Bu takdirde

8 (Resp™)() = \ [ OCx, y)TResg™ ()

yEH

= \/ 0(x, y)T (\/ ¢~ (z, y))
yeEH z€K

= \/ \/ O(x, )T (z,y)
yEH zEK

= \/ \/ 00, y)TP(y,z)
ZEK y€EH

=\ @5 e
ZEK

= Res(¢ o7 0) 7' (x).
Boylece ET(Resdb_l) = Res(¢ o @)1 dir.

(v) x € G olsun. Bu takdirde

0,Resp ™)@ = [\ O y)IResp™ ()

YyEH

= /\@(x,yﬂ(\/ ¢>(y,2)>
yeH zZE€K

> /\ (\/ 0(x, )y, Z))
VEH \z€K

> \/(/\ O(x,y)IdJ(y,Z))
zEK \ yeH

\/60)wn

= Res(¢ o @)_1(96).
Boylece 0;(Res¢p™1) > Res(¢ o, @)_1 dir.
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(vi) z € K olsun. Bu takdirde

57 (Geko () = \ [ 7 ) TCek0 )

YEH

= \/ 6 nTo0.2

yEH
= (¢°r0)(e,2)
= Cek(¢ oy )7H(2).
Béylece FT(gek@—l) = Cek(¢ o7 ©)71 elde edilir.
(vii) z € K olsun. Bu takdirde

97 (Geko ™)) = [\ 67 2 »)ICeko T 3)

YEH

= /\d)‘l(z,y)I@‘l(y, e)

YEH
= Cek(07" o, ¢71)(2).
Boylece qb_‘ll((;ek@‘l) = Cek(071 o, 1) dir.

(viii) z € K olsun. Bu takdirde

57 (Res0)(2) = \ [ 67z, )TRes 6(»)

YEH

=\/¢0.21 (\/ e(x,y>>

yEH XEG

= \/ <\/ 0(x, y)Tp(y, Z))

XEG \YEH

-\/@s 0w

X€G
= Res(¢ o1 0)(2).
Béylece ¢—1(Res 6) = Res(¢ 57 0) elde edilir.
(ix) z € K olsun. Bu takdirde

7' Res0)(@) = [\ ¢~z y)IRes 6(»)

y€EH

= \¢ @ (\/ e(x,y)>

YEH XEG
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> \\/ s @niocy

YEH x€G

>\/ \o@nioon

XEG yEH

A VICRETICR)

xX€EG
= Res(071 0, ¢71) " (2).

Boylece qb_ll(Res 0) = Res(6071 o, qb_l)_l elde edilir.

Teorem 2.3.4: G, Hgruplar, T sonsuz V-dagilimli t-norm ve u, H nin TL-bulanik alt

grubu olsun. Bu takdirde ® eHom(G x H, T, L) ise ET(H), G nin TL-bulanik alt grubudur.

Ispat: x,a € G olsun. Bu takdirde

8 WMo W@ = \/0GNTu)T\/ 0@ HTuh)

YEH bEH

_ \/ \/ 0(x,y)Tu(»)TO(a, b)Tu(b)

y€EH beEH

_ \/ 0 (x,y)TO(a, b)Tu(y)Tu(b)

y,beEH

< \/ O(xa,yb)Tu(yb)

ybeH

= \/ O(xa, h)Tu(h)

heH

=0 (u)(xa),

8 = \/ o nTum

heH

< \/ 0(x~1, =) Tu(h~1)
h~len

-9 (W(x).

T
Boylece ® (u), G nin TL-bulanik alt grubudur.



59

Asagidaki 6rnek gosterir ki Teorem 2.3.4’teki kosullar altinda u, H nin TL-bulanik normal

—T
alt grubu olsa bile ® (u), G nin TL-bulanik normal alt grubu olmayabilir.

Ornek 2.35: H = {(’5 31’) | %,y €Rx %0} ve L={0,a,p61} Sekil 2'de

verilen kafesolsunve @: H X Z — L,

Xy (1, y=0
@(<0 1)'Z>_{5, y %0
olarak tanimlansin. Bu takdirde ® € Hom(H X Z, Tp, L) dir. Her z € Z igin

_ (6, zgift
wz) = {,B, z tek

olarak tanimlanan u, Z nin TpL-bulanik alt grubudur. Béylece u niin Tp-bulanik iist kaba

x ¥y
0 1

o w(( )=l )70

olarak elde edilir. Z nin her TL-bulanik alt grubu normal oldugundan u normaldir. Ancak

yaklagimi, her( ) € H igin,

buna ragmen,

6%)((3 6 D>=5TD(“)<(8 D)=

w(( DE )="w(G F)=0

oldugundan 6TD (u), H nin Tp L-bulanik normal alt grubu degildir.

Asagidaki 6rnek gosterir ki Teorem 2.3.4, u niin [-alt L-bulanik kaba yaklagimlari

icin dogru olmayabilir.
Ornek 2.3.6: T = T}, olmak iizere u € F(Z,[0,1]) ve ® € Hom(Z X Z, [0,1]),
1 1
R =4t 0y =1}
5 7
olarak tanimlansin. Bu takdirde

1 |
0, ={5  *dft
1, x tek
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elde edilir. Boylece 0;(u)(1)TO;(u)(1) =1T1 =1 £ % = 0;(1)(2) oldugundan 0,(p), Z

nin bulanik alt grubu degildir.

Teorem 2.3.7: u,v € F(S,L), ®© eHom(R x S,T,L) ve T, L iizerinde sonsuz V-
dagilimli t-norm olsun. Bu takdirde;
(i) OT(W+70" () < OT (u+7v),
(i) 6T(W) 70" (v) < 0" (17 V),
(i) 6"(W) Or 6™(V) <O (u Or V).

Ispat:
(i) Teorem 2.3.1 ile agiktir.
(i) Teorem 2.3.1°e benzer sekilde ispatlanir.
(iii) r € R olsun. Bu takdirde
@Woramm=\/ 7O WETE M)

r=YiL, Xiyi

=V il Voewmaruer\/ oo, borve)

T=Eln=1 XiYi a;es b;€S

=\ | \/ e aru@ row, byTvn)

r=X1L, XV a;bi€s

< \/ |V eGunabTu@orve)

=Y, XY a;,bi€S
= \/ Titq \/ O(x;yi, a;b;) |T| TiL, \/ u(a;)Tv(b;)
r=Y xy; a;bieS a;bi€S
n n
< V[V oYy o) (e, \/ waoma
T=Z?=1xiyi a;,b;€S i=1 i=1 a;,b;€eS
n
=\ (a(r,zsi)T \/ 12i(ut@rven)
Si=aibi i=1 Si=aibi
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< \/ 2] (rz sl-) T Orv) <z=1 Si>

SiES i=1

< \/ O,s)T(u Orv)(s)

SES

= @T(H Or v)().

Teorem 2.3.8: ® € Hom(R X S, T, L) olmak iizere y, S nin TL-bulanik alt halkas1 ve
T, L tizerinde sonsuz V-dagilimli t-norm olsun. Bu takdirde

(i) ®7(w), R nin TL-bulanik alt halkasidur,
(ii) @ genis ve p, S nin TL-bulanik ideali ise ©7 (1), R nin TL-bulanik idealidir.

Ispat:
(1) x,a € R olsun. Bu durumda

6" (W(TE W@ = \[ 0GR T\ [ 0@, H)Tu(®)

YES beS

— \/ \/ 0.(x, ) Tu(y)TO(a, b)Tu(b)

YES DES

< \/ \/ O(xa,yb)Tu(yb)

YES bES

< \/ O(xa,s)Tu(s)

SES
= 0" (1) (xa)
elde edilir. Boylece Teorem 2.3.4 ile ®7 (i), R nin TL-bulanik alt halkasidr.
(i) x,a € R olsun. Bu durumda

OT(W () voT(w(a) = \/ O(x,y)Tuy) v \/ 0(a, b)Tu(b)

YES beS

- \/ \/ 0 (x,y)Tu()TO(a, b)Tu(b)

YyES DbES

= \/ ((8 (e, VTu®)) v 6(a, b)) T ((Q(a, b)Tu(b)) v Il()’))

y,bES

< \/ (0@ v o@ )T (o) v b))

y,bES
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< \/ O(xa, yb)Tu(yb)

y,bES

< \/ O(xa,s)Tu(s)

SES

= 0" (W (xa)
elde edildiginden (i) ile @7 (1), R nin TL-bulanik idealidir.

Ornek 2.3.9: L = {0, a, 8,7, 6, 1} kafes diyagranu asagidaki sekilde olsun.

1
/
i)
/—'f
v
f
Q B
NS
0
Sekil 5. L kafes diyagrami

Tp, L tizerinde sonsuz V-dagilimli t-normdur. u € F(Zs,L) ve © € Hom(Z, %
Z3I TFL)I

1, x=0 ox )_{a, x=0
ulx) =1y, x=1 'y B, x#0
Y, x =2
olarak tanimlansinirsa her x € Z, i¢in 0, (u)(x) = {1’ x=0 ve OT () (x) = {a, x =0
+ 2 5 x#0 # B, x#0

elde edilir. 8, (w) ve BT (), Z, iin TL-bulanik alt halkalaridir.

Asagidaki 6rnek gosterir ki Teorem 2.3.8, p niin [-alt L-bulanik kaba yaklasimlari
icin genel olarak dogru degildir. @ genis ve p, S nin TL-bulanik ideali olsa bile ©;(x), R

nin TL-bulanik alt halkasi olmayabilir.
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Ornek 2.3.10: T =T, ve Ornekler 2.2.19 (6)’daki L ve @ alinms olsun. u €
F(Zz,L),

1, x=0
ueo = { 0
a, x=1

Bu takdirde u, Z, nin L-bulanik idealidir ve her x € Z i¢in,

oww={7 *7¢

elde edilit. Ancak  0,(1)(TE(W)(—-2) = 1 £ @ = §,()(0) = 8,(1)(2 + (=2))
oldugundan @;(w), Z nin L-bulanik alt halkas1 degildir.

Teorem 2.3.11: M R-modill ve N S-modiil, T sonsuz V-dagilimli ¢t-norm olmak
tizere v € F(S,L), u € F(N,L), € F(M X N,L) ve ¢ € F(R x S,L) olsun. Bu takdirde

$T(v) T 5T(u) <¢-r @T(v ) dir.

Ispat: Her x € M igin

—T —T —T —T
<¢ W) r 0 (M)) (x) = \/ ¢ WV@ETO (W)(m)

= \/ <\/ o(r, s)Tv(s)) T (\/ o(m, n)T,u(n))
x=rm \s€S nenN

= \/ \/ ¢(r,s)TO(m,n)Tv(s)Tu(n)

xX=rm SeSNEN

< \/ \/ ¢(r,s)TO(m,n)Tv(s)Tu(n)

X=rmy=sn

IA

x=rm
y=sn

\/ @70 T 0w

YEN
=70 (v W)

Boylece d (V) 7 0 (W) < b 70 (v-p w) elde edilir.

\/ ¢(r,s)TO(m,n) T(\/ v(s)T,u(n))
y=sn
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Teorem 2.3.12: u, N nin TL-bulanik alt modiilii ve T sonsuz V-dagilimli t-norm

—T
olsun. Bu takdirde ® € Hom (M x N, T, L) ise ® (u), M nin TL-bulanik alt modiliidiir.

Ispat: Her m € M ve her r € R i¢in

8 om = \/ e@mmTum

nenN

< \/ O(rm,)Tu(rn)

NnenN

< \/ O(rm,rn)Tu(rn)

TMEN

< \/ 0 (rm, n)Tu(n)

nenN
—T
=0 (W(m).
—T
Boylece Teorem 2.3.4 ile ® (u), M nin TL-bulanik alt modiilidiir.

Asagidaki 6rnek gosterir ki Teorem 2.3.12, u niin /-alt L-bulanik kaba yaklasimlari

icin dogru olmayabilir.

Ornek 2.3.13: G # {0}, T = T, ve Ornekler 2.2.29 (6)’daki © alinmis olsun.
u € F(Z,L),

1, z=0
w2 = {0, z#0
olarak tanimlanirsa u, Z nin L-bulanik alt modiiliidiir. Boylece her g € G igin
_ (a, g=0
oww={7 92,

olarak elde edilir. G # {0} oldugundan g # 0 olan g € G mevcuttur. Buradan
O,(W@PTO,(W)(=g) =1 £ a = 0;,(1)(0) oldugu goriiliir. Boylece ® € Hom(G %

Z, Ty, L) olmasma ragmen 6,(u), G nin L-bulanik alt modiilii degildir.

2.4. Genellestirilmis Kaba Alt ve I-Alt L-Bulamk Kaba Yaklasimlarin Kafesleri

Teorem 2.4.1: ¢ S GXH ve L= {¢(A)|A < H} olsun. Bu takdirde (L,<S) tam

kafestir.
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Ispat: Teorem 1.9.1 (i) ile ¢(Nies4y) = Nier @(4;) dir. Diger yandan L nin en

biiyiik elemani G € L oldugundan Teorem 1.2.4 ile (L, ©) tam kafestir.

Sonuc 2.4.2: Ozellikle,
(i) ¢ =1;ise L = {A|A < G} kafesi elde edilir.
(ii) ¢ fonksiyonise L = {p~1(4)|A < G} kafesi elde edilir.

Teorem 2.43: ACH ve L= {Q(A)|<p C G X H} olsun. Bu takdirde (L,<) tam

kafestir.

Ispat: Teorem 1.9.2 (iv) ile N;e; @i (4A) = Uje; @; (4) dir. Diger yandan L nin en
biiyiik eleman1 @ € G X H i¢in @(A) = G € L oldugundan Teorem 1.2.4 ile (L,S) tam

kafestir.

Teorem 2.4.4: T, L tzerinde t-norm ve (G, H,®) L-bulanik yaklasim uzay1 olsun.
Bu takdirde

L={0,(w) | u, H nin TL-bulanik alt grubu},

en biiyiik eleman1 1, olan tam kafestir.
Ispat: [17]’deki Teorem 4.8’e benzer sekilde ispatlanir.

Asagidaki ornek gosterir ki L dagiliml kafes olmasina ragmen £ modiiler kafes

olmayabilir. Sonug olarak £ dagiliml kafes degildir.

Ornek 2.4.5: L = {0, a, 5, 1}, Sekil 1°de verilen kafes ve T = T), olsun. Bu takdirde,

Z4 in tim L-bulanik alt gruplar1 sunlardir:



66

Tablo 5. Z iin Ornek 2.4.5’teki bulanik alt gruplar

X

w (x)

po(x)

ps(x)

pa(x)

ps(x)

pe(x)

7 (x)

pg(x)

o (x)

DR | R(R|IRr|R,RRNR ||l

OO ORI |P|IRN|Q|O|FI

olo|oRN|IR [ +,RIR|R|O|NI

O € (Z, X Z4,T, L) asagidaki tablo yardimiyla tanimlansin:

Tablo 6. Ornek 2.4.5’teki @ L-bulanik bagintisi

xy)

0,0

((U§Y)

0,2) | (1,0)

(1D

(1.2)

0(x,y)

1

a

4 a

B

1

yaklagimlar1 asagidaki tabloda hesaplanmustir.

I, T ile tretilmis R-gerektirme olmak tizere Z4 lin tiim L-bulanik alt gruplarin /-alt

Tablo 7. Z; iin Ornek 2.4.5’teki tiim TL-bulanik alt gruplarinin [-alt

yaklagimlari

X
9,(u) (%)

6, (up) (%)

9, (u3) (%)

0, (uy) (%)

9, (us) (%)

0, (ue) (%)

6, (u7) (%)

9, (ug) (%)

0, (uo) (%)

O|lo|OR|IR | PR ||

O|lO|O|R|IR|RP|R|R| O

ORI Rr|R|ONI

Olo| oINPT |o|wl

Boylece 0;(uy) = 0;(1o), 0,(2) = 0;(us) ve 0;(u;) = 6,(ug) olmak iizere L

asagidaki sekildedir:
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O 7(p24)
7 ~_
O (p2) O 7(16)
A A
O 7(p7) O 7(p3)
~ P
O 7(pe1)

Sekil 6. L kafes yapisi



3. SONUCLAR

1. Literatiirde kaba kiime teorisiyle ilgili yapilan ¢alismalarda bir kiimenin alt ve {ist
yaklasimlar1 ve bu yaklasimlarin cebirsel yapilari, denklik bagmtilart veya
kongriians bagintilarina gore incelenmistir. Bu calismada ise bir bagintisal
homomorfiye gore, bir kiimenin alt ve st yaklasimlarmin cebirsel ozellikleri
incelenmistir. Kiime degerli homomorfiler, bagintisal homomorfilerle karakterize
edilmistir. Kongriians bagmntilar1 ve fonksiyonlar bagintisal homomorfilerden
daha 6zel yapilar oldugundan bu tezde, literatiirde kaba kiime teorisi ile ilgili
yapilan ¢alismalar genellestirilmistir.

2. Literatiirde genellestirilmis (I, T)-L-bulanik kaba kiimeler ile ilgili g¢esitli
caligmalar yapilmistir. Ozellikle L = [0,1] olmasi durumunda bir bulanik kiimenin
alt ve ust yaklasimlarinin 6zellikleri incelenmistir. Genelde, mevcut ¢alismalarda
(1,T)-L-bulanik kaba kiimeler, TL-kongriians bagmtilart yardimiyla cebirsel
yapilar ilizerinde insa edilmistir. TL-kongriians bagmntilar1, TL-bulanik bagimntisal
homomorfilerden daha o6zel yapilardir. Bu ¢alismada TL-bulanik bagintisal
homomorfilerin genellestirilmis (I, T)-L-bulanik kaba kiimelerin grup, halka ve
modiil cebirsel yapilar {izerinde insasina imkan sagladigina vurgu yapilmis ve TL-
bulanik bagintisal homomorfilere gore T-iist ve [-alt bulanik kaba yaklasimlarin
ozellikleri incelenmistir. Calisma; herhangi bir L tam kafesi i¢in genellestirilmis
(1,T)-L-bulanik kaba kiimelerin cebirsel yapilar iizerinde insa edilmesi

bakimindan bu sekilde yapilmis olan mevcut ¢caligmalardan daha geneldir.



4. ONERILER

1. Genellestirilmis kaba kiimeler teorisi ile ilgili R-gerektirmeler igin elde edilen
bulgular, diger gerektirmeler igin de arastirilabilir.

2. Genellestirilmis kaba kiimeler teorisi ile ilgili bulgular, bu tezde mevcut olmayan

diger cebirsel yapilara uygulanabilir.

3. Bu ¢alismada sunulan teoriler (a, §)-bulanik alt cebirsel yapilara uygulanabilir.
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