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ONSOZ

Bu ¢alisma, I’ Modiiler grubunun I'?,T'3 gibi baz1 alt gruplarinin yapisini, normal ve
serbest alt gruplarini; serbest ¢carpimin tanimini Ve buradan elde edilecek sonuglart sunmak
amaci ile Karadeniz Teknik Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisi Matematik Anabilim
dalinda yiiksek lisans tez ¢alismasi olarak yapilmistir.

Konunun belirlenmesinden, ¢alismanin tamamlanmasina kadar olan siirecte
emegiyle, oneri ve yonlendirmeleriyle dnemli katkida bulunan danigman hocam sayin Prof.
Dr. Mehmet AKBAS’a en igten dileklerimle saygi ve slikranlarimi sunuyorum. Ayrica
tezin yaziminda verdigi destekten dolay1 arkadaslarima ve yine 6grenim siirecinde katki
saglayan matematik boliimiindeki tiim degerli 6gretim {iiyelerine ve arastirma gorevlisi
arkadaslarima tesekkiir ederim.

Tim egitim-6gretim hayatim boyunca maddi ve manevi desteklerini esirgemeyen

aileme ¢ok tesekkiir ederim.

Zeynep AKDEMIRCI
Trabzon 2012
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The major aim of the present thesis is devoted to investigation of the subgroups of
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1. GENEL BIiLGILER

1.1. Giris

19. yiizyilin sonlarinda ayrik gruplar teorisine temel teskil edebilecek bazi 6nemli
sonuglar ilk defa Henry Poincare tarafindan géz oniine getirilmis ve eliptik fonksiyonlar
teorisinin genellestirilmesi i¢in kullanilmistir. Fuchsian gruplari1 adi verilen ve sistematik
calismasin1 Henry Poincare’nin gelistirdigi bu ayrik gruplarin invaryant biraktigi
fonksiyonlar {izerinde bir¢ok bilim adami ¢aligmalar yapmistir. Lineer kesirli doniistimler
grubu ozellikle 19. yiizyllda Oklid olmayan geometriler ve invaryant teorinin kesfiyle
birlikte biiylik 6nem kazanmis, topolojik grup yapisina uygun olmasi nedeniyle; gerek
analiz gerekse cebirsel yontemlerle derinlemesine incelenmistir. Eliptik egrilerin
aritmetigi, integral, kuadratik formlar ve eliptik modiiler fonksiyonlar teorilerindeki 6nemi
nedeniyle en ¢ok I'  modiiller grubunun kongriians alt gruplar1  olan
['(N),To(N),T°(N),T;(N) gruplan iizerinde ¢alisilmistir. Son yillarda sayilar teorisinde de
[' modiiler grubunun kongriians alt gruplar1 Pierre de Fermat’in 1637 yilinda ifade ettigi
son teoreminin ispatinda olduk¢a dnemli bir yer teskil ettigi goriilmektedir.

I' modiiler gruplariyla ilgili olarak Morris Newman tarafindan 1960 da yayinlanan
* Subgroups of the modular group and sum of squares” adli makalede modiiler gruplarin
alt gruplari, kongriians alt gruplar1 ve modiiler formlar incelenmistir.

M. Akbag’ n 2001 yilindaki “On Suborbital Graphs For The Modular Group” adli
calismasinda ayrik gruplarin iretici eliptik elemanlariin mertebeleri arasindaki iliski

ortaya konmustur.

1.2. Yar1 Gruplar, Monoidler ve Gruplar

G # @ bir kime “.” da G lizerinde bir ikili islem olsun. “.” islemi G X G — G ye
bir fonksiyon oldugundan .(a,b) = a.b yazacagiz. Kolaylik agisindan a.b yi ab ile

gosterecegiz.



Tanim 1.2.1.

G #+ @ olsun.(G,.) ikilisine bir yar1 grup ad1 verilir &
Birlesme 6zelligi : V a, b, ¢ € G igin a(bc) = (ab)c dir.
e (G,.) yar1 grubuna monoiddir denir &
Va€GicinIe € G dyle ki ae = ea = adir.
e G monoidi bir gruptur
Va€G icin ab = ba =e olacak sekilde b € G ters eleman1i mevcuttur ve
b = a1 ile gosterilir.
e (yar grubu komiitatiftir (abel, degismeli) denir <
Ya,b € G igin ab = ba dir.
G bir grup olsun. G kiimesinin eleman sayisina G grubunun mertebesi denir ve |G|

ile gosterilir. Eger |G| sonlu ise G ye sonlu grup, |G| sonsuz ise G ye sonsuz gruptur denir.

Teorem 1.2.2. [6]

G bir monoid ise e birim elemani tektir. Eger G bir grup ise
i) CEGVecc=c=c=e
i) Y a,b,c € G i¢in ab = ac = b = c (soldan kisaltma) ve

ba = ca = b = c (sagdan kisaltma)

iii) Her bir a € G i¢in a™! € G ters eleman: tektir.

iv) Hera € Gigin (a )1 =a

v) Her a,b € G icin (ab)~! = b~1a"?

Vi) Y a,b € G i¢in ax = b ve ya = b denklemlerinin G de tek ¢oziimii vardr.

G:x=a'bvey=ba?

dir.

Onerme 1.2.3. [6]

G bir yar1 grup olsun. G bir gruptur <
) Y a € G i¢in ea = a olacak bicimde bir e € G vardir. (sol birim eleman)
i) VY a € G i¢cin a~la = e olacak sekilde bir a~ € G vardir. (sol ters eleman)

sartlar1 saglanir.



Onerme 1.2.4. [6]

G bir yart grup olsun. G bir gruptur & Va,b€G icin ax =bveya=0>b
denklemlerinin ¢6ziimii olan x ve y noktalar1 G de mevcuttur.

Ispat: (=) Trivial. (x =a™*b , y = b la)

(<) YVa,b € G igin ax =b ve ya = bolacak sekilde x,y € G olsun. b,G nin
herhangi bir elemani olmak iizere hipotezden yb = b olacak sekilde bir y = e € G vardur.
Yine hipotezden a € G olmak lizere bf = a olacak sekilde f € G vardir. ea = e(bf) =
(eb)f = bf =a ise e sol birimdir. a € G keyfi olmak tlizere ya = e olacak sekilde

y = a~! € G vardir. Boylece sol ters vardir. O halde G bir gruptur. m
Teorem 1.2.5. [6]

R(= ~),a;~a, ve b;~b, iken a,b,~a,b, Ozelligini saglayan bir G monoidi
tizerinde bir denklik bagmtisi olsun. Bu takdirde R, (~) altinda G nin biitiin denklik
siniflarinin kiimesi (@) (l;) = ab (6yle ki ¥,x € G nin denklik sinifi) ile tanimlanan ikili
isleme gore bir monoiddir. Eger G grubu abel ise G /R grubu abeldir.

(Bir G monoidi tizerinde teoremin hipotezini saglayan bir denklik bagintisina G
tizerinde bir kongriians bagntisi da denir.)

ispat: a;=a, ve b, =b, (a;,b; €G) ise a;~a, ve b;~b, ve bdylece

oldugundan a(b¢) = a(bc) = a(bc) = (ab)c = (ab)¢ = (ab)¢ dir. € birim eleman
oldugundan (@)(é) = ae = a = ea = (e)(a) olur. Boylece G/R monoiddir. Eger G bir
grup ise @ € G/R acik¢a (a)~? tersine sahiptir. Buradan G /R bir gruptur. Benzer sekilde
G abelyen ise G /R abelyendir. m

Teorem 1.2.6. [6]
Eger G bir grup (yar1 grup, monoid) ve a € G ise, her m,n € Z i¢in (N*, N):

i) a™a™ = a™*" (toplam notasyonu: ma + na = (m + n)a);

i) (@™™ = a™" (toplam notasyonu: n(ma) = mna)



Tanim 1.2.7.

G bir grup olsun. C :={g € G| Vx € G igin gx = xg} kiimesine G nin merkezi

denir.

1.3. Homomorfiler ve Altgruplar

Tanim 1.3.1.

G ve H iki yar1 grup olsun. Her a,b € G i¢in f(ab) = f(a)f(b) ise f:G > H

fonksiyonuna bir homomorfizma denir.

o Eger f fonksiyonu birebir ise f ye monomorfizm,
o Eger f fonksiyonu orten ise f ye epimorfizm,
o Eger f fonksiyonu birebir ve orten ise f ye izomorfizm

denir. Bu durumda G ve H izomorfiktir denir ve G = H ile gosterilir.

o f:G = G homomorfizmasina G nin bir endomorfizmast;

o f:G = G izomorfizmasina G nin otomorfizmasi
denir. Eger G ve H, e; ve ey birim elemanlt gruplar ve f: G — H bir homomorfizma ise
fleg) =en (flec)f(ec) = f(eges) = feg) = en)
olur, ayricahera € G ic¢in f(a 1) = f(a)™? dir.

Eger f:G —» H, g: H —» K homomorfizmalar ise g o f: G = K bir homomorfizmadir.
Bu bileske islemi monomorfizma, epimorfizma, izomorfizma ve otomorfizmalar igin de

gecerlidir.

Tanim 1.3.2. [6]

G birgrupve @ # H < G olsun. H, G deki ¢arpma islemi altinda bir grup ise H ye G
nin alt grubu denir ve H < G ile gosterilir. G ve {e}, G nin trivial alt gruplaridir. Eger H alt

grubu H # G, H # {e} ise H ye 6z alt grup denir.



Teorem 1.3.3. [6]

® = H € G olsun. Bu takdirde H < G & Va,b € H i¢cinab™! € H dir.

Ispat: (=) Aqiktir.

(=) a€H i¢cin e =aa"! € H vardir. Bdylece herhangi bir b € H igin b~ =
eb™! € H dir. Eger a,b € H ise b~! € H buradan da ab = a(b~1)"! € H dir. G bir grup
oldugundan H deki ¢arpim birlesmelidir. O halde H bir alt gruptur. m

Sonuc¢ 1.3.4. [6]

G bir grup ve {H;|i €1} alt gruplarinin bir ailesi bostan farkli ise N;; H; < G

dir. m

1.4. Devirli Gruplar

Tanim 1.4.1. [6]

G bir grup ve X, G nin bostan farkl bir altkiimesi olsun. Bu takdirde Nycpy<g H alt
grubuna X tarafindan iiretilen alt grup denir ve < X > ile gosterilir.

X in elemanlarina < X > alt grubunun iiretegleri denir.

Eger X = {a4, ...,a,} ise <X >=<a,,...,a, > yazilir. G = (a4, ..., ay), (a; € G)
ise G ye sonlu iiretilmis alt grup denir.a € G ve G = (a) ise G ye a ile iiretilen devirli grup

denir.

Tamim 1.4.2. [6]

G bir grup ve a € G olsun. a™ = e olan en kiigiik m pozitif tamsayisina a nin

periyodu (veya mertebesi) denir.



Tanmim 1.4.3. [6]

G bir grup ve a € G olsun. a nin mertebesi < a > devirli alt grubunun mertebesidir

ve |a| ile gosterilir.

Teorem 1.4.4. [6]

G bir grup ve a € G olsun. Eger a sonsuz mertebeli ise
i) ak=e=k=0;
i) k € Z. olmak iizere a® elemanlar: farklidir.

Eger a, sonlu m > 0 mertebesine sahipse ,

iii) m, en kiiciik pozitif tamsayidir, 6yle ki a™ = e ;

iv) ak =e o mlk;

V) a” =a® ©r=s (modm);

Vi) <a>, aad?..,a™ta™ = e farkli elemanlarindan olusur.
vii) k|m yi saglayan her k i¢in |a*| = m/k dir. m

Teorem 1.4.5. [6]

Bir G devirli grubunun her alt grubu ve her homomorfik resmi devirlidir. Eger H,
G =< a > nin 0z alt grubu ve m, a™ € H seklindeki en kiiglik pozitif tamsay1 ise

H=<a™>dir.m

Teorem 1.4.6. [6]

G =< a> devirli grup olsun. Eger G sonsuz elemanli ise avea™!,G nin
iiretegleridir. Eger G, m mertebeli ise a®, G nin bir iiretecidir ancak ve ancak (k,m) = 1

dir. m



Tamim 1.4.7. [6]

a ve b, G grubunun herhangi iki elemani olsun. b = cac™! olacak sekilde bir c € G

elemani varsa a ve b elemanlarina birbirinin eslenigidir denir.

1.5. Yan Siniflar

Tanim 1.5.1.

H<G ve a,b € G olsun. Sayet a = b(mod H) ab € H ise a ya H alt
grubuna  gore b nin bir sag kongriansidir denir. Benzer sekilde sayet

a=b(modH)< a'heH ise ayaH alt grubuna gore b nin bir sol kongriiansidir
denir.

G abelyen ise H alt grubuna gore sag ve sol kongriianslar gakisir.

Teorem 1.5.2. [6]

H < G olsun.
i) H modiiliine gore sag ve sol kongriianslar G de bir denklik bagintisidir.
i) H modiiliine gore sag kongriians altinda a € G nin denklik sinifi

Ha = {halh € H} dir. (aH = {ah|h € H})
iii) VY g € Gigin |Ha| = |H| = |aH| dir.
Ha kiimesine H nin Gdeki sag yan simnifi ve aH kiimesine H nin sol yan sinifi denir.

Genelde H < G i¢in aH # Ha dir. m
Sonug¢ 1.5.3. [6]

H < G olsun.

G, H nin denklik smiflarinin birlesimidir.

) Iki denklik smifi ayriktir veya esittir.

i) Va,b € GicinHa = Hb < ab ' € HveaH = bH < a™'b € H dir.



iii) G nin H alt grubunun farkli yan smiflariin kiimesi R, farkli sol yan

smiflarinin kiimesi L ise [R| = |L| dir. m

Tamim 1.5.4. [6]

G bir grup olmak iizere H, G nin bir alt grubu olsun. H nin G deki yan sinif sayisina

H nin G deki indeksi ad1 verilir ve [G: H] ile gosterilir.

Teorem 1.5.5. [6]

K,H,G birer grup ve K < H < G olmak tizere [G:K] = [G:H][H:K] dir. Bu
indislerin herhangi iki tanesi sonlu ise ii¢iincii de sonludur.

Ispat: Sonuc 1.5.3. ten a; € G i¢cin G = U;e; Ha;, |I| = [G: H] olmak iizere Ha;
yan smiflar1 ayriktir. Yani Ha; = Ha; < i = j dir. Benzer sekilde b; € H ve |J| = [H: K]
olmak iizere H = U ¢; Kb; dir. Yine burada Kb; yan siniflar1 ayriktir. Ayrica

G = Ujer Ha; = Ujei(Ujey Kbj)a; = U jrerxy Kbja;
dir. Bu da Kb;a; yan smiflarmin ayrik oldugunu sdyler. Yine Sonug¢l.5.3. ten

[G:K] = I x]| = |Ill]l = [G: H][H: K]
dir. Eger Kbja; = Kb,a, ise bja; = kb.a, (k € K) dir. bj,b.,k € H ve Ha; = KHa; =
Hkbra; = Ha; oldugundan i =t ve b; = kb, dir. Béylece Kb; = Kkb, = Kb, vej=r

dir. Teoremin son ciimlesi aciktir. =

Sonug¢ (Lagrange) 1.5.6. [6]

H <G ise |G| =[G:H]|H| dir. Ozellikle G sonlu ise a € G nin mertebesi olan
lal, |G| yibdler. m

Teorem 1.5.7. [6]

H ve K, G nin sonlu alt gruplari olsun. O halde |HK| = |H||K|/|H N K| dir. m



Onerme 1.5.8. [6]

H,K <G ise [HHHNK] < [G:K] dir. Eger [G:K] sonlu ise [H:H N K] = [G: K]

sonludur & G = KH dir. m
Onerme 1.5.9. [6]

H ve K, G nin sonlu indeksli alt gruplar olsun. Bu takdirde [G: H N K] sonludur ve
[G:H N K] < [G:H][G:K] dur. Ustelik [G:H NK] = [G:H][G:K] dir & G = HK

dir. m

1.6. Normallik, Béliim Gruplar:1 ve Homomorfizmalar
Teorem 1.6.1. [6]

G bir grupve N < G ise asagidaki durumlar denktir.

i) N modiiliine gore sag ve sol kongriianslar cakisir. (Yani G iizerinde aym

denklik bagintisini tanimlar.)

i) N nin G deki her sol yan sinifi ayn1 zamanda bir sag yan siniftir.

iii) VY a € G icinaN = Na dir.

iv) aNa™! = {ana™!|n € N} olmak iizere V a € G icin aNa™! c N dir.

V) Va€GicinaNa =N
dir.

Ispat: (i)=(iii) R ve S iki denklik bagintis1 6zdestir & R altindaki her bir elemanin
denklik smifi onun S altindaki denklik smifina esittir. Bu durumda denklik siniflari
sirasiyla N nin sol ve sag yan siniflaridir.

(it)=(iii) Bir b € G igin aN = Nb ise a € Nb N Na dir. Buradan Nb = Na iki sag
yan siif oldugundan ya ayriktir ya da ¢akisiktir. O halde aN = Na dir.

(ii)=(iv) Agiktir.

(iv)=(v) aNa™! c N oldugu verilmis. O halde (iv) ten a™! € G i¢cin a™*Na c N
yazariz. (*) Hatta Vn € Nicinn = a(a™'na)a™! € aNa= 1 ve N c aNa™1 dir.(**)

(*) ve (**) dan aNa~! = N dir.
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(v)=(ii) Mevcuttur. m
Tamm 1.6.2. [6]

N, G nin bir alt grubu olsun. Eger N Teorem1.6.1. deki sartlardan birini sagliyorsa N

ye G nin bir normal alt grubu denir ve N < G ile gosterilir.
Teorem 1.6.3. [6]

G birgrup K < G ve N < G olsun. O halde;

)] NNnK<K;

i) N <(NUK);

iii) NK=NVK =KN;

iv) Eger K<G ve KNN=<e> ise VkeK ven€N icin nk =kn

dir. m

Teorem 1.6.4. [6]

G bir grup N < G ve G/N, N nin G deki biitiin (sol) yan siniflarin kiimesi ise
G/N; (aN)(bN) = abN ikili islemi altinda mertebesi [G: N] olan bir gruptur. m

Eger N, G grubunun bir alt grubu ise Teorem1.6.4 teki G/N ye G nin bolim grubu
veya faktor grubu denir.

Sonug (I. izomorfizm Teoremi) 1.6.5. [6]

f:G = H bir grup homomorfizmasi ise G/Kerf ve Imf izomorftur.

Sonug (II. izomorfizm Teoremi) 1.6.6. [6]

GbirgrupKk <GveN<GiseK/(NNK)=NK/N dir.
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Sonug (IT1. izomorfizm Teoremi) 1.6.7. [6]

G birgrup, K,N<G,K <Hise H/K < G/K ve (G/K)/(H/K) = G/H dir.

1.7. Matris Gruplari ve Kesirli Lineer Doniisiimler

Yab,cdalp,y,deCigin

SN
ve |T| = detT = ad — bc dir.

9={T:a,b,c,deC,|T| =1} 1.2)
ve

N={T:a,b,c,d ER,|T| =1} (1.3)
dir. O halde 9 , matris ¢arpimi altinda bir gruptur ve birim elemani

- s
dir. Bu durumda £2, 9 nin bir alt grubudur. Grup teorisinde 9 ve 2 gruplar sirasiyla

SL(2,C)
ve SL(2,R) gruplanidir. VT € 9 i¢in

71 = (_dc ab) (L5)

oldugunu gostermek kolaydir. I ve

=1 0

—I= ( 0 —1) (1.6)
matrislerinden olusan grup A ile gosterilir ve bu hem 9 nin hem de 2 nin merkezidir.

v T € 9 matrisi Cden C ye giden bir T déniisiimiine karsilik gelir: Yani,

az+b
cz+d ’

T=(Z Z) iseT: C>C w=T(2)=

ile tamimlanir. Ters doniisiim ise

(z€ C=CuU{w))

dw—-b
—cw+a

z=T1t(w) =

seklinde verilir. Uygunluk agisindan T yi hem doniisiim hem de matris olarak alacagiz.
A, 9 nin herhangi bir alt grubu ise T doniisiimii T € A matrisleriyle tanimlanir ve
bileske islemi altinda S€ A, T € A ise (ST)(z) = S(T(z)) dir. Gergekten S,T nin

tanimindan
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1.7

ST = (aa+ﬁb ab+ﬁd)

ya+d6c yb+dd

iken,

%‘*‘ﬁ __ (aa+Bc)z+(ab+pd)

a
S(T(Z)) - yaZ:2+5 " (ya+68¢)z+(yb+56d)

dir. Burada adi1 gegen A grubuna homojen grup, A grubunun elemanlarina karsilik gelen
dontisiimlerin grubuna da homojen olmayan grup adi verilir.

A grubundaki birim doniisiim D c C olmak iizere z € D icinw = z dirve Vz € D
icin
az+b _
cz+d

T(z) =
dir ancak ve ancak az + b = cz? + dz dir. D kiimesinin ikiden fazla eleman igermesi
b=c=a—d =0 oldugunu gosteriryania =d =11, b=c=0olurdylekiT ==+1
dir. Boylece —I € A ise ¢ nin ¢ekirdegi A , —I & A ise ¢ekirdek I olur. Buradan

A=A/, (-1€d), A=A (-l1¢h) (1.8)
dir. Ozellikle 9 =Y/ A Ve 2= 0y A dir. 9 ve 0 gruplar, grup teorisinde sirastyla
LF(2,C) ve LF (2, R) olarak bilinir.

—I ¢ A oldugunda A nmin bir A(= AA = AA) iist grubu elde edilerek —1I, A ya dahil
edilebilir. Burada A, 2 indeksli bir alt grup olur. O halde

AEAEA/A (1.9)

dir.

1.8. Modiiler Grup

Bu ¢aligma icin en 6nemli yapilardan biri kisaca I' ile gosterilen ve adina Modiiler
grup denilen gruptur. Yapilan tiim ¢alismalar ve irdelemeler Modiiler grubun bir takim alt
gruplari iizerinden yiritiilmistiir. Modiiler grup kavrami; sayilar teorisi, cebir ve geometri
basta olmak iizere ileri matematigin pek ¢ok dalinda karsimiza cikar. Modiiler grup,
geometrik doniisiimlerin bir grubu veya matrisler grubu olarak gosterilebilir. Bu boliimde

Modiiler grubun burada gerekli olacak 6nemli 6zellikleri verilecektir.
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Tanim 1.8.1.

I'={T €N:a,b,c,d e} (1.10)
dir. (1.5,7) den bu matrislerin kiimesi bir gruptur ve modiiler grup olarak bilinir. Bu grubun
déniisiimleri I ile gosterilir. (1.8) den =T/ A dir. Diger yandan I' ve I igin sirasyla

SL(2,Z) ve LF(2,Z) notasyonlar1 da kullanilir. Asagida verilen matrisler I" ya

o= v=C D w9 e

Bu matrislere uygun doniistimler ise

aittir.

Uz=z+1, VZ=—§, WZ=ZZ:
dir. V k € Z igin
k_ (1 k
Uk = (o 1) (1.12)
dir. Ayrica
V2=—], P3=-] (1.13)
dir dyle ki
. _(0 -1
P = vu_(1 1) (1.14)
seklindedir. Ustelik
2 _(—1 -1 —
PrP=(7 ), w=uw (1.15)

dur. V, P doniisimleri sirasiyla 2. ve 3. mertebedendir.

Iy, xU ile iiretilen bir gruptur ve I; < I" dir. n € Z olmak tizere +U™ € I}, dur.
Teorem 1.8.2. [16]

T € I've trT = t olmak iizere bir L € I'" vardir 6yle ki S = L™ITL ise
1 1 1 1
=S¢l <3l |o—3e| <shvl. wi<Ipl, 3% <2 -4

B

tir. Burada S = (a
y &

) dir. Ustelik L, U veV ile iiretilen gruba aittir.
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Ispat: V n € Z igin

nmome = T)E 40

=(a—nc b+n(a—d)—nzc)=_(a1 bl)
c d + nc ‘\¢; dy

dir. trT; =t olsun. Alinan bir n elemani igin
1 1 1 1 1
|a1 —5t| = |5(a—d) —nc| = |d1 —5t| < zlel =3lal
dir ve ¢ =0 i¢in a = d olacagindan yukaridaki esitsizligin sonucu ¢ift olabilir. Eger
|c1| < |by| ise islem durur. Aksine |c;| > |b,]| ise
-1 _(0 1 <a1 b1) 0 -1\ _ ( dy —C1> __(az b2>
Tp=VThV = (—1 0) c, dy (1 0 ) “\=by a;) \c; d,
olur. Burada |c,| < |cq| ve trT, = t dir. Benzer sekilde bir m segilerek T5 := U™™T,U™
ve
1 1 1 1 1
|[as —3¢| = [ds = 3t < Slesl = 3Heol =3 1b
yazilabilir. Burada |c3| < |bs| ise islem durur. Eger degilse |c3| > |bs| olur ve yine
yukaridakine gibi |c,| < |c3| < |cq]| sartin1 saglayan T, matrisi elde edilir. Bu islem bir

S = Ty4+1 matrisine ulasildiginda sonlu bir k adimda durmalidir. Boylece k adim

sonunda
1 1 1 1
e =3e| <2l |52t <3Sl vl < 18]
elde edilmis olur. Buradan
[t? — 4] = |(a + 8)* — 4| = |4By + (a — 8)*| = 4IBlly| — la — 6|> = 4y —y? = 3y?

olur. m
Teorem 1.8.3. [16]
T €I olsun. T sonlu mertebeli ise T, +1, +V, +P,+P? matrislerinden birinin

eslenigidir ve |trT| < 2 dir. Aksine |trT| <2 ise T matrisi , k € Z i¢in +U* nimn bir

eslenigidir. m
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Teorem 1.8.4. [18]

I modiiler grubu U = (é 1) ve V= (2 _01) matrislerinden tretilir.

Ispat: T = (Ccl Z) €l ve k€Zigin
VT:(—C —bd), Uk:(a+kc b-I;lkd)
a c

dir. Farz edelim ki [c] < |a| olsun. (Bu durum T igin gecerli degilse VT matrisiyle
baglanir.) Eger c = 0 ise T = +U% dir. ¢ # 0 olmas1 durumunda r,,,; = +1 ise algoritma
sonlanir. Oklid Algoritmasindan a Ve c igin
a=qyc+nr, —c=qnr+nr, n=qr+r, ., (D" 1=qm+0

elde edilir. Bu durumda

YU~y ..vU~9)T
carpimindan @,4, € Z igin +U9+1 elde edilir. |c| > |a| olmasi durumunda;

T =V™myPyyar . VUMY UIin+t

m=0,1,23; qo,.91,»9n+1 €EZ ve qq,...,q, * 0 dir.m

Ornek 1.8.5.

T = (g 3) €l olsun. ¢=3, a=5 ve buradan 3 <5 oldugundan bdlme

algoritmasi uygulanir.
5=3qy+n ise qo =1, r, =2 dir. Buradan
—3=q.2+1r, ise q; =—2, rp, =1 dir.r, =1 oldugundan algoritma durur.
2=q,. 1413 ise q, =2, 1r3=0.
Boylece n = 2 igin (VU™ %2VU~ 11V U~9)T ¢arpimi yapilir.

vurvwver=[6 DG DE DG HC HE G D
=} G G DIG Y
=2 296 DIG 3

)G )

2
5
_411. _01) =:A
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Elde edilen A matrisini VV matrisi yardimiyla déndiirelim. Yani,
vav = ((1) 01) (_41; _01) (2 01) - (é 14) =u™
matrisi elde edilir. Boylece,
vu—rvurtvu Hr=U"*
tiir. Son esitlikten T matrisini ¢ekersek
T =vuv-tyu-2v-ty2v-2y—ty1

seklinde olur ve T matrisi U ve V matrisleriyle elde edilmis olur.
Teorem 1.8.6. [16]

I, V ve P2deniiretili. V TETi¢cin 0<7r <1, 0<p;<2 (0<i<n), p;>0
(0 < i < n) olmak iizere
T = (=1)TP2PoVP2P1y . V P2Pn

yazilabilir. (n = 0 oldugunda yukaridaki esitligin sag tarafi (—1)"P?Po olur.) m

Teorem 1.8.7. [16]

V ve P sirastyla 2 ve 3 periyodlu olmak iizere I, V ve P doniisiimlerinden elde
edilir Yani

r =(pP,V)
dir. Ayrica VT € I' doniisiimii icin 0 < p; <2 (0<i<n), p; >0 (0<i<n)olmak
uzere

T = PPoy PPy VPPn
tek gbsterimi vardir. m

Teorem1.8.7. ye gore I grubu (V) ve (P) devirli gruplarmin serbest carpimidir.
Bu durum

[ =(V)*(P)

ile gosterilir.
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1.9. '’ Modiiler Alt Grubu

I'? ile T modiiler grubunun elemanlarinin Kkareleri alinarak elde edilen grubu

gosterecegiz ve kolaylikla goriiliir ki T2 = {(Ccl Z) €l:ab+ bc+cd=0(mod 2)}
dir. Buradan r2 grubunun elemanlar a,b,c,d €Z olmak lizere,

(an Z ) (Zac Zdb ) , (Z Zbd) matris gosterimlerinden birine sahiptir.

1.10. I'* Modiiler Alt Grubu

I'3 ile T modiler grubunun elemanlarinin kiipleri alinarak elde edilen grubu

gosterecegiz. [16] dan goriilebilecegi gibi, '3 = {(Ccl Z

seklinde gosterilir. Buradan kolaylikla r3 grubunun elemanlarinin a, b, c,d € Z olmak

)EF:ab+chO(m0d3)}

lizere, (3ca de)' (S?C 3db)' (Ccl Z) matris gdsterimlerinden birine sahiptir. 1k iki tip

gdsterime sahip elemanlarin I'3 te olacagi asikardir. Uciincii tip elemanlara gelince
a,b,c,d #0 (mod3) olmak iizere ad—bc=1 kosulunu gercekleyen
elemanlardir, yani;

a b

a,b,c,d # 0 (mod 3) olmak iizere T = (c d) € I' ancak ve ancak T € T dir [9].

1.11. Modiiler Grubun Kongriians Alt Gruplari

Caligmalarimiz tamamen Modiiler grubun alt gruplarina dayandig: ig¢in bu boliimde

bizim i¢in ¢ok dnemli olan alt gruplar1 ve bu gruplarin gerekli 6zelliklerini verecegiz.
Tamm 1.11.1.

n pozitif tamsay1 olmak {izere I' grubunun temel kongriians alt grubu
— a b = = = =
I'(n) -—{(C d)EF|a_d_1(m0dn), b = c_O(modn)}

ile tammlanir. T grubunun T'(n) temel kongriians alt gruplarini igeren herhangi bir alt

grubuna kongriians alt grubu denir. Uzerinde en ¢ok calisilan bazi kongriians alt gruplar;
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I (n) = {(Z Z) € I‘| a=d=1(modn), c=0(mod n)}, (1.16)
I[L(n) = {(Ccl Z) € F| ¢ =0 (mod n)} , (1.17)
') = {(Z Z) € F| b = 0 (mod n)} (1.18)

gruplaridir ve n € Z olmak iizere, I'(n) < I''(n) < [h(n) < T iliskisi s6z konusudur.
Ayrica T'(n), T' grubunun normal bir alt grubudur, boylece I'(n) grubu Ty(n) ve
[ (n) gruplarinin da normal alt grubudur. Diger taraftan I} (n) < I[(n) dir. Buna goére

indeksler n > 2 i¢in,

I0: Lo ()| = n [T (1 +5), (1.19)
NN =2 i (1 - ), (1.20)
PP = 2 My (1- ) (1.20)
dir. [18]

n =2 durumunda |I:T,(2)| =3, [T:T}(2)|=3, [I:T(2)|]=6 dir. n>2 igin

yukarida verilen indekslerden asagidaki sonuclar kolayca elde edilir;

|T:T{(n)| n 1

INo(): Ty ()] = sl = & Ty (1 — ;) (1.22)
r:r

I (): ()| = e = (1.23)

1.12. Serbest Gruplar

Bir grup treticilerin bir kiimesi ve bu iireticilerin arasindaki bagintilar yardimi ile
verilir. Omegin; D,, r ve s iiretecleriyle iiretilen Ve iiretecleri arasinda

r=e s’ =e srsr=e
bagintilart olan bir grup olarak tanimlanabilir.

Bu kisimda bu guplar tamtilacaktir. Ilk &nce iireteglerin bir X kiimesi iizerinde
serbest grup tanimlanacaktir. Bu grup X tarafindan iretilen bir gruptur ve bu grup elde
edilirken X in elemanlarinin o6zellikleri kullanilmaz. Ciinkii ters elemanlar problem
olusturur. Once monoidler olusturulacaktir. Bir monoid, iizerinde birlesme ve birim eleman
Ozelligini saglayan bir ikili islemlerin S kiimesidir. Monoidlerin bir a:S - S’

homomorfizmasi dyle bir doniistimdiir ki, V a,b € S ve e € S birim eleman1 olmak {izere,
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a(ab) = a(b)a(b) ve «a(e)=ce

dir. Monoid homomorfizmas biitiin sonlu ¢arpimlari korur.

1.12.1. Serbest Monoidler

X ={a,b,c,..} sembollerin bir kiimesi olsun. Bir kelime X te tekrarlanabilen
sembollerin sonlu bir sirasidir. Ornegin,

aa,aabac, b

farkli kelimelerdir. iki kelimenin c¢arpimini yan yana yazarak elde edebiliriz.
Ornegin,

aaaa * aabac = aaaaabac
gibi. Bu bir kiime tizerindeki biitiin kelimelerin ikili islemlerini tanimlar. Bos sira olabilir
ve bu 1 ile ifade edilir. Dolayisi ile 1 bir birim eleman gibi davranir. Bu ikili islemle
birlikte kelimelerin kiimesini SX ile gosterelim. O halde SX, X te serbest monoid diye
adlandirilan bir monoiddir.

X in bir a elemanimi a kelimesiyle tanimladigimizda X , kiimesi SX in bir altkiimesi
olur ve onu iiretir. Kiimelerin herhangi bir doniisiimii i¢in a: X — S; X ten S monoidine
asagidaki diyagrami komiitatif yapan tek bir SX — S homomorfizma vardir.

X a_—>a) S:X

aN s

1.12.2. Serbest Gruplarin Yapisi

Burada FX > X ve FX, SX monoidi ile aym ozellige sahip bir FX grubu
olusturulacaktir. X', X teki sembolleri ve her aeX igin a™?! ile gosterilen sembolleri de
igersin. Yani

X ={a,al,b,b7},..}
olsun. W' | X' ndeki sembollerin olusturdugu kelimelerin bir kiimesi olsun. Bu, ¢arpma
islemi altinda bir monoid olur, fakat bir grup olmaz ¢iinkii a nin tersi heniiz a™* degildir ve
asagidaki gibi verilen kelimelerdeki agik terimler sadelestirilemez.

.aa”l.. veya ..ala..
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Bir kelime yukarida verilen ¢iftlerden higbirini igermezse bu kelimeye indirgenmis
bir kelime denir. Bir w kelimesiyle baslayarak, w nimn indirgenmis formu olarak
adlandirilan w, kelimesini elde etmek igin sadelesmelerin sonlu bir siras1 olusturulabilir.
Bu sadelesmeleri olusturmak igin birgok farkl1 yol takip edilebilir. Ornegin,

cabb™*a ¢ 'ca - caa'ctca - cc7ca - ca.

cabb™*a ¢ 'ca - cabb™'a"'a = cabb™! - ca.

Alt1 g¢izilen ciftler sadelestirme yapilan ciftlerdir. Dikkat edilirse avea™?!

sadelestirildi ve farkli terimler iki durumda da kaldi. (ilk durumda sagdaki ca, ikinci

durumda soldaki ca) Her iki durumda da ayn1 sonuglar elde edildi.
Teorem 1.12.3.

Bir kelimenin indirgenmis formu yalnizca bir tanedir.

Ispat: w kelimesinin uzunlugu icin indiiksiyon kullanilir. Eger w indirgenmis ise
ispata gerek yoktur. Diger yandan her iki durumda da sonucun aym olmasindan aga,™?
veya a,~laq ciftinin oldugunu varsayalim.

Indiiksiyon prensibiyle kolayca goriiliir ki aga,™! veya a,"‘a, sembollerinin w
da kisaltilmastyla elde edilen w nin iki indirgenmis formu birbirine esittir. Ornegin,

Qo Ayt . veya .. agdy " ag -
gibi. Buradan w ve w' eger ayni indirgenmis forma sahipseler w ve w’ kelimeleri denktir

denir ve w~w' ile gosterilir. Bu bir denklik bagintisidir.m
Teorem 1.12.4.

Denk kelimelerin karsilikli ¢arpimlari denktir. Yani,

w~w', v~v' = wo~w'v’
dir.

Ispat: w, ve v, , w ve v nin indirgenmis formlar1 olsunlar. O halde wv indirgenmis
formdadir. Oncelikle wyv, elde etmek igin wve v ayr1 ayrt miimkiin oldugu kadar
sadelestirilebilir ve sonra sadelestirmeye devam edilebilir. Boylece wv nin indirgenmis

formu wgyv, nin indirgenmis formudur. Benzer bir durum w'v’ igin de gegerlidir, fakat
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(varsayimla) w ve v nin indirgenmis formlar1 w’ ve v’ nin indirgenmis formlarina denktir
ve boylece iki durumda da ayni1 sonug elde edilir.m

FX kelimelerin denklik siniflarmin bir kiimesi olsun. Teorem1.12.4. sunu gosterir:
W' nde verilen ikili islem FX i monoid yapan bir ikili islemdir. Ustelik burada kelimeler
terslere sahiptir. Gergekten,

(ab..gh)(h"lg™t..b7la™D)~1
dir.

Boylece FX e X iizerinde bir serbest grup denir. Ozetle: FX in elemanlar1 X' niin
kelimeleriyle gosterilir. FX te iki kelime ayni indirgenmis forma sahip olduklarinda ayn
eleman1 gosterir. Carpma bitisiklikle tanimlanir. Bos kelime 1 ile ifade edilir. Terslerin
elde edilisi agiktir. Diger yandan FX in her elemani1 tek bir indirgenmis kelimeyle
gosterilir. Carpma bitisiklikle ve indirgenmis forma gegmek i¢in tanimlanir.

Sonug olarak X kiimesi FX i liretir.
Teorem 1.12.5.

X ten bir G grubuna herhangi bir a: X — G donilisimii i¢in asagidaki diyagrami
komiitatif yapan bir tek FX — G homomorfizmi vardir.
a-—a
X — FX
aN &
Ispat: a:X — G doniisimiinii diisiinelim. Bu doniisim a(a™!) = a(a)™! ile
X' - G doniistimiine genisletilebilir. Clinkii G 6zellikle bir monoiddir ve a , SX' - G
monoidlerinin bir homomorfizmasina genisler. Bu doniisim G nin elemani i¢in denk

kelimeler olusturur ve boylece FX = SX'/~ dir. Buradan FX — G doniisimii bir grup

homomorfizmidir ve tektir ¢iinkii FX in tirete¢lerinin bir kiimesi {izerinde tanimlanmistir. m
Sonug¢ 1.12.6.
Her grup bir serbest grubun bir boliim grubudur.

Ispat: G nin iireteglerinin bir X kiimesini secelim (Srnegin, X = G) ve F de X ten

iiretilen bir serbest grup olsun. (1.12.5) e goére a - a : X — G donlisiimil i¢in bir F — G
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homomorfizmi vardir ve goriintiisii G ye denk olmasi1 gereken ve X i kapsayan bir alt

gruptur.m

1.13. Serbest Carpim

Gruplarin direk ¢arpimi abelyen gruplar iizerinde olusturulur. Direk ¢arpim gibi
serbest carpim da verilen bir gruptan yeni bir grup insa etmeyi saglar. Serbest ¢carpim direk
carpimdan su yoniiyle farklidir: Serbest ¢carpimin tanimi, elemanlarin farkli ¢arpanlardan
olugmasini gerektirmez. Yani ¢arpanlar tekrarlanabilir. Serbest carpimi sOyle verebiliriz.

Bir G grubu, onun alt gruplart olan « € I indeksli A, nin serbest ¢arpimi olarak
adlandirilir, eger A, alt gruplar1 G yi tretirse; yani eger G nin her g elemant A, nin sonlu
sayidaki elemanlarinin bir ¢arpimu ise,
g=a10; .0y, @ €Ay, i=12,..,n (1.24)

dir, ve her g€ G, g # 1 (1.24) teki gibi tek bir gosterime sahiptir ve istelik a;
elemanlar1 birim elemandan farklidir ve de (1.24) te ard arda gelen iki eleman ayn1 4, alt
grubunda bulunmaz. Yani a; € Ay, iken a;q € Ay, ,ai41 € Ag,,, dir. Buna ragmen
(1.24) teki ¢carpim ayni alt gruptan birgok ¢arpan igerebilir.

Serbest carpim

G =[l,*A, (1.25)
semboliiyle gosterilir ve eger G sonlu sayidaki 44, A,, ..., Ay larin bir serbest ¢arpimi ise

G=A; %Ay, *...x Ay
seklinde gosterilir.

A, alt gruplarina G nin (1.25) deki serbest parcalanmasinin serbest ¢arpanlari adi
verilir. (1.24) teki ifade (1.25) te verilen par¢alanmadaki g elemaninin normal formu (veya
indirgenemez gosterimi) olarak adlandirilir ve bu pargalanmadaki g nin uzunlugu olan n
sayist igin n = [(g) yazilir.

Bir elemanin normal formunun tekligi sunu sdyler: Kalan ¢arpanlarla iiretilen Gnin
alt gruplartyla (1.25) teki herhangi A, serbest carpanlarinin kesisimi E dir. Burada E = {e}
dir.

Farz edelim ki bir G grubu alt gruplarin serbest carpimlarinda pargalanabilir olsun.
Eger (1.25), bir pargalanma gibiyse, birimden ve (1.25) teki serbest ¢carpanlardan farkli a,

Ve a, gibi iki eleman alinir, Serbest ¢arpimin tanimindan a,a, ve a,a, ¢arpimlari G nin
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elemanlarindan farklidir, (1.25) teki tiim A, serbest ¢arpanlar1 degismeli olsa bile G, non-
komiitatif olmak zorundadir. Ayrica

a;a,, a,a,a,4,,..,(a.a)", ..
seklindeki biitiin ¢arpimlar G nin elemanlarindan farklidir. Tiim A, serbest c¢arpanlari
periyodik olsa bile G sonsuz dereceden elemanlara sahiptir. Bu yiizden abelyen gruplar ve
periyodik gruplarin (6zellikle sonlu gruplar ) serbest ¢arpim olamayacagi agiktir.

Serbest carpimlara ayrilabilen gruplar serbest gruplardir. Devirli olmayan bir grup
sonsuz devirli gruplarin serbest ¢arpimidir. x,, bir W serbest grubunun serbest
tireteglerinin bir sistemi olsun. Eger {x,} = A, ise G agik¢a A, alt gruplarindan tretilir ve
W nin her elemani yani x, semboliindeki her kelime x, elemanlariin kuvvetlerinin bir
carpimi seklinde tek olarak yazilabilir. Bu nedenle W, onun sonsuz devirli A, alt

gruplarmin serbest ¢carpimidir.

1.13.1. Kurosh Alt Grup Teoremi

G =TI+ A, (1.26)
ve H,G nin bir keyfi alt grubu ise H grubu, F bir serbest grup veya {1} olmak iizere
asagidaki gibi bir serbest c¢arpima sahiptir.

H =F *[]gxBg

Her Bz, G de A, serbest garpanlarinin bir alt grubunun eslenigidir.

Ispat: G nin (1.26) daki serbest parcalanmasi gbz &niine almarak normal formda
verilen bir elemanin terim uzunlugu kullaniimalidir. Ayrica asagidaki tanimlar verilebilir.

Eger g € G ,1(g) = 2k uzunluguna sahipse

g=0Qa_g..a_10a..0a
kelimesinde a_j ...a_; olan kisima g nin sol yarist ; a, ...a; olan kisima ise g nin sag
yarist denir. Eger [(g) = 2k + 1 ve

g=0Qa_..a_1a00q ...a
ise a_y ..a_;, g nin sol yarist a,..a,, g nin sag yarisi ve a,, g nin ortasi olarak
adlandirilir. Hatta eger g nin sag ve sol yarilar tersler ve i = 1,2, ..., k icin a_; = aj ! ise

g bir doniisiim olarak adlandirilir. m



2. YAPILAN CALISMALAR
2.1. Modiiler Gruplarin Baz1 Alt Gruplarinin Yapisi

I', 2 x 2 tipinde bir modiiler grubunu géz 6nline alalim. I' nin bir A alt grubu

verilsin.

(1) v G
matrislerinin modiil A istleri sirasiyla r ve s ise A , (r,s) tipindedir denir. Eger A, I' da
sonlu indeksli ise rs # 0 dir. Gergekte G herhangi bir grup ve H, i indeksli bir alt grup ise
bir e > 0 tamsayis1 vardir dyle ki 1,g,...,g" € G, i + 1 tane elemam modiil H ye gore
tamamen farkli olamayacagindan V g € G i¢in g® € H dir.

Boylece A, I' da sonlu indeksli ise AD I'™ dir. '™ , pozitif bir m tamsayisi igin I’
nin elemanlariin m. kuvvetleri ile iiretilen I' nin biitiin normal alt gruplaridir. Akla gelen
bir soru A , bir alt grup icermezse I' daki indeksinin sonlu olup olmayacagidir. Bu iliski [2]
te goriilmektedir 6yle ki bunun olmasi igin kesin gerekli ve yeterli durumlar verilmistir. Bu
yalnizca A= I'™ oldugunu diisiinmek igin agik¢a yeterlidir. Bu aragtirmanin amaci I'™*
gruplarinin yapisini agiklamak ve sirasi geldiginde I’ grubunu karakterize etmektir. I'’,
I’ nin komiitator alt grubu ve I'' = I'> N I'3 tiir. Bu I' = I'*I"3 formiiliiyle hos bir benzerlik
gosterir.

Bu problem Burnside problemine benzerdir. Farkli olan sey I' modiiler grubunun

serbest bir grup olmayip 2. ve 3. mertebeden iki devirli grubun serbest ¢arpimi oldugudur.

2.1.1. ™ Gruplan

I’ modiiler grubu

__ (0 -1

x= (1 0 ) ’ ( ) (21)
ile iiretilir ve, I birim matris olmak iizere. ¥ = y3 = —I dur.

Eger Z, I nin herhangi bir elemam ve Z ile —Z ayni doniisiimle tanimlandigindan

elde edilen grup I modiiler grubudur. Bu grup x ve y sembolleriyle iiretilir , x? = y3 =1
dir.
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X1, X3, -, Xp, ... tarafindan iiretilen grup (x;, x,, ...) seklinde yazilir. Boylece
r=(xy , x2=y3=1

dir. I' min tim I'"™ normal alt gruplar1, I' nin biitiin elemanlar1 x, x,, ... olmak iizere,
= (x;™x,™..,)

ile tanimlanir. Bu tanimdan kolaylikla;

Sonug: '™ > ™" (2.2)
dir.

Ispat: x € I've x™ € '™ keyfi olsun. Bu durumda

XMEeEN = (xMMelM = ") =ym el (y=x")

oldugundan I'™ > I'™™" olur.m

Sonug: (') o> mn (2.3)
dir.

Ispat: xe I', x™ er™, x™m e ™ keyfiolsun. O halde

x™Melr = (x™" el = (x™"e ('’ (xmerm)
oldugunda (I'"™)™ o '™ yazilir. m

Sonu¢: (m,n), mven pozitif tamsayilarinin en bilyiik ortak bolenini gdstermek
uzere,

rmrr = rmn (2.4)
dir.

Ispat: I'™ gruplari, I nin normal alt gruplar1 oldugundan garpim iyi tanimlidir.

(2.2) den rmm 5 rm - pmn) 5 pnoogldugu verilmis. O halde , ™™ o
rmrm dir.

Diger yandan z € I" herhangi bir eleman olsun. m;.m + n,;.n = (m,n) olacak
sekilde m, ,n; tamsayilar1 tamimlayalim. O halde

ZMMm e [m gt e [n  gmmimn e pmpn o g(mn) e pmpn
olur. Buradan I'™r™ > r™mm ye [mrm=rmn  elde edilir. m

Ozel olarak,

r’r:=r (2.5)

tir. Oncelikle I'? ve I'? iin yapisini inceleyecegiz.
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Teorem 2.1.1.

I'? grubu iiciincii mertebeden iki devirli grubun serbest carpmidir ve x = (2 _01),

_ (0 -1 ,
y = (1 1 )olsun. Bu takdirde,

|l':T?| =2, r=r?+xr?, r? =(y,xyx)
tir.
Yani,
- 0 -1y (-1 -1
re=gax = 7).(7 L)
Ispat: H = (y,xyx) olsun. H nin I'?> de I min normal alt grubu oldugunu ve

elemanlarinin Teorem2.1.1 in sartlarimi sagladig1 goriiliir. Yani, x in kuvvetlerinin toplami

cifttir. Acikca,

H = (y,xyx) yani H = ((g _11),(_11 _01)) dir.

z € I' herhangi bir eleman olsun. 77, x ve y ile iiretildiginden c; ler 0 da olabilen
tamsayilar olmak iizere,

z = yxy©x ...ynxyn+i (2.6)

yazilabilir. Boylece,

z = Yy (xyx)2y ... (xyx)‘nynti ,ngiftise

z = yer(xyx)2y . y“n(xyx)n+ix ,ntek ise
seklindedir. Buradan z € H ya da zx € H tir. Ciinkii

zx = Yy (xyx)2y%s . yn(xyx)ntix.x ve x.x =x%=1
dir. x ¢ H oldugundan I' = H+ Hx =H + xH . (x € I' ve x ¢ H oldugundan x € Hx =
{hx: h € H} dir.)

I'>r?>H ve |I':H|=2oldugundan |I':T'?| =1veya |I:T'?| = 2 dir. Fakat
r+r?

(x & I'?) oldugundan |I': I'?| = 2 dir. Béylece I'> = H dir. H nin iigiincii dereceden
iki devirli grubun serbest ¢arpimi oldugu agiktir. Cilinkii H igin

y:=(xyx)® =1

dir. Boylece teoremin ispati biter.m
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Teorem 2.1.2.

'3 grubu ikinci mertebeden ii¢ devirli grubun serbest carprmidir ve x = (2 _01) ,

_ (0 -1 ,
y = (1 1 )olsun. Bu takdirde,

\Ir:r3| =3, ['=T13+ylr3+yrs3, I3 = (x,yxy? y*xy)
dir.
Yani,
3 _ 2 2 _ O _1 1 1 1 2
I* = (x,yxy* yxy) = ((1 0 ),(_2 _1),(_1 _1)>-
Ispat: K = (x, yxy?,y?xy) olsun. O halde K, I'* te I nin normal alt grubu ve K

nin elemanlar1 Teorem 2.1.2. nin sartlarin1 saglar, yani; y nin kuvvetlerinin toplami ii¢lin

bir katidir. Acikca,
_ 2 .2 (0 -1 1 1 1 2
K =(x,yxy® y“xy) yani K = <(1 0 ).(_2 _1),(_1 _1)) dir.
wy, y&ixy©x ... y“r formunda bir ifade olsun. Yani,
wy, = ySxyx ...y

ve buradan hareketle y1x = y“1xy2¢1y=2¢1  jcin = w, = y“1xy?“1w,_,  yazir, dyle
Ki;

Wp_y = Y2 20x  y°nx dir. Fakat asagida verildigi gibi y“ixy?“ =x, yxy? ya
da y2xy dir.
yaxy*t=x , ¢, =0 (mod3) ise
yexy%t = yxy? , ¢ =1 (mod3) ise

yexy?t = y2xy ¢, =2 (mod3) ise
Buradan indiiksiyonla n. adimda w,, = ky“° elde edilir ki bu da k € K ve ¢, n
tamsay1 oldugunu gosterir. Gergekten,
w; =y%x , x €K

Wz — yclxyCZx — yclxyZCly—chyCZx , yclxyZCl (= K

wp = yaxy*aw, = y“axy*aky® ,  wy=ky® ,  y“xy*1k €K
Wy, = kyCO
w,=ky°® : k€K, ch€EZL

dir. Boylece (2.6) da verilen z igin z = w,y“ntt = ky® : c € Z elde edilir.
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z = kyCoy‘n+1 = fyCotentl = fy¢ = o4, +1:=c

Ne y ne de y2, K ya ait olmadigindan; yani y,y? ¢ K oldugundan

r=K+Ky+Ky>=K+yK+y?K
dir. Yaniy €', y? €Tl ve y,y? ¢ K oldugundan y ve y?,K nin yan simiflarindadir.
(y € Ky ve y2 € Ky?)

Simdi ' >T3>K ve |I:K|=3 oldugundan; |I':T'3| =1 veya |I:T'3| =3 tiir.
Fakat I' # I’ oldugundan (y & I'®) |I:I'3| = 3 olur. O halde I'* = K dur.

K nin ikinci dereceden ii¢ devirli grubun serbest ¢arpimi oldugunu ispatlamak igin
sadece higbir iiretegin diger ikisi tarafindan iretilen gruba ait olmadigini gostermeye
ihtiya¢ vardir.

x% = (yxy?)? = (y?xy)? = 1 bagmtilar asikardur.

yxy? = z dersek, (x,z)nin elemanlan (xz)"*, (zx)", (xz)"x , (zx)"z

formundadir ve bunlarm higbiri (2.1) de verilen x ve y den elde edilen y2xy vye esit

olamaz.
yxy?=z= (_12 _11) * (_11 _21) = y*xy
Xz = (i i) +vyixy , zx= (_11 _21) + y2xy

dir. Bunlarm higbir kuvvetinden y2xy elde edilemez. Boylece teoremin ispati
tamamlanir.m

m, 6 ile bolinmediginde, Teorem2.1.1. ve Teorem2.1.2., I'™ i belirler.

Yani,

Teorem 2.1.3.

I"m = r ] (ml 6) = 1’

r’™=r2 , (m3)=1, (2.7)

rsm=r3, (m?2)=1

Ispat: x = ((1) _01) y = ((1) _11) ve (m,6)=1igin x =x™, y=yim

oldugundan x € ' ve y € I''* dir. Budurumda I' =T'™ dir. Yani,

r=y)=rm
dir. Farz edelim ki (m,3) =1 olsun. O halde y = y*2™ | xyx = (xyx)¥?™ ise I'? c
r?m dir. Ayrica (2.1.2) de I'’> > I'*™ oldugundan I'? = I'*™ (ir.
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Son olarak farz edelim ki (m,2) =1 olsun. Bu durumda x = x3™, yxy? =
(yxy?)3™, y2xy = (y2xy)3™ ile de '™ > I'3 tiir. (2.2.) den I'® © '™ dir. Dolayzs1 ile

de '3 = '3 dir. Bu ispat1 bitirir. m

Lemma 2.1.4.

I' nin I’ komiitator alt grubu ranki 2 olan bir serbest gruptur ve x = (2 _01) :

_ (0 -1 ,
y = (1 1 )olsun. Bu takdirde,

I =6, T'=X2oGn) T, T = {xyxy? xy’xy). (2.8)

Ispat: J. Nielsen [8] de sonlu mertebeden sonlu tane devirli grubun serbest
carpiminin komiitator alt grubunun sonlu rankli bir serbest alt grup oldugunu gostermistir.

a=xyxy?, b=xy*xy (2.9)

dersek, matris gdsterimi olarak

21 _ 11

a= (1 1) ’ b= (1 2) (2.10)
dir.

ry r2 ry 3 bolim gruplart devirli ve boylece degismelidir. Ve ayrica 772 > I,
I3 o' dir Boylece, I'2n I o [ diir.

I'? ve I'*, T min normal alt gruplar1 oldugundan izomorfizm teoreminden
213 2
P ps = p2 s

tiir. Bunu gostermek igin ,

2
o:r?r3 > 17/, s

qb(é §>=A(r2nr3)

erzers
doniislimiiniin bir epimorfizma oldugunu gosterelim. Gergekten,
B = [ alinirsa,
@(A.1) =AT?*NT?3) olup @ orten olur.
Simdi @ nin homomorfizma oldugunu gosterelim.
®(AB) = ®(A)®(B) oldugunu gostermeliyiz.
A= AA, B=B,B, : A,B,€r? A,, B, € I'® olmak iizere,
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A B
@ (ZT ﬁ) = @(A)P(B)

=A(*nr*»)B,(r’nr3)
— AB,F2Nn T3
olmalidir.
A,A,B,B, = A,A,B.A3 A,By 5 A, AyBiAGY (T2 N T3) =
€rz
A (Fr*nT3)A,B, A1 (I nr3)
(A, €T?, B, €T3, A;' € I'? ve I'? normal oldugundan A,B;A;' € I'? dir.)
A,BiAY(r? nr3) = B;(I'* nr?) olup olmadigmi gosterelim.
B,A;t = A3'B,
B,A; (> N T'3) = A;'B,(I'2 N I'3)
Byl €r? A, €3 B, € I'’ ve I'® normal oldugundan By *4,B, € I'® dir.
B;'A,B, €T3, A;1 €r® oldugundan; Bj'A,B;A;'er® ve Bjlers?
A,B,A;! € I'2
oldugundan Bj'A,B;A;' € I'? dir. Bj'4,B;A5* € I'> n I3 olup @ homomorfizmadir.
O halde
D(AB) = AP N T?)
PAB)=T?>nNTr3=A0T?*nT3) A€er?nr*=Aelr*=ABelr=
Cekd =T3
tur.

[zomorfizm Teoreminden,

213 ~ 2
r/r3 = I°r /r3_r /pznp3
tiir. (2.5) ten F/F3 = IWZ/F2 A3 olur. Boylece

|r2:r2nr3|=|r.:r3 =3
tiir. Fakat I' © I'? © I'? n I'3 oldugundan

|F:r?>nr3| =|r:r?||Ir:r2nr3=23==6
dr.Tor?nr3or’ (Fror?, ror3=ror?nr3) ve|l:r'\=|rr?nr3| =
6 oldugundan I'" =T?NT3 tiir. Boylece asagidaki teoremi ispatlamis olduk.
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Teorem 2.1.5.

I'', I nin komiitator alt grubu ise

' =rzars diem 2.11)

Teorem 2.1.3. ten '™ gruplarinin incelenmesi kalmistir. I'? > T% 3>
oldugundan (2.11) den

I'>ré (2.12)
elde edilir. Gergekten,

z €T igin z6 € I'® dir. z® = (z3)2 € I'® ve w:=2z3 olarak alimrsa w? € I'? ve
buradan da z® € I'? dir. Benzer sekilde z® € I'® igin z® = (z?)3 € I'® ve t:=z?
denirse t3 € I'® olur. Boylece z € I'3 olur. z® € I'? ve z® € I'* oldugundan z® € I'? N
I3 tiir. Buradan I'' © I'® dur.

O halde I’ bir serbest grup ve I'® > '™ dir, Schreier Teoremi [14].

Teorem 2.1.6.

'™ gruplari serbest gruplardir.m

rem gruplartyla ilgili birkag sey daha sdylenebilir. Ilk durumda I' > I’
oldugundan '™ > (I'")°™ dur.

(r=r2r3 ,r?sr',r*or'=r=r?3-sr’)

Boylece eger |I'':(I'')®™| = oo ise |I:T'°™| de sonsuzdur. Ozellikle; 6 igin
Burnside probleminin M.Hall’a ait ¢dziimii ([11]) |I'': (I'')®| < o iken |I:T%] < o
oldugunu sdyler. ikinci olarak (2.3) ve (2.12) den (I'')™ > (I'®)™ > re™ dir.

Burnside probleminin Novikov [15] sonuglarindan , m > 72 igin |I:'®™| = oo
oldugundan m > 72 igin |I'": (I'")®| = oo dur.

Diger tarafta 70 durum vardir.

rem,  2<m<71 olmakiizere |I':I'®| bilinmiyor. (2.13)

Lemma 2.1.7.

G a,f elemanlartyla iiretilen bir grup olsun. N de G nin bir normal alt grubu olsun.
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la, ] = afa™'p~" (2.14)
Bu takdirde G’, G nin komiitator alt grubu olmak tizere N © G’ diir.
Ispat: G=(a,B) , N<G veaBfa ' 'eN ise G' € N oldugunu gosterelim.
(afa 1B NeN ise (afa B ) 1eN = Bafla leN dir.
Gostermemiz gereken G grubunun N’ye goére degismeli olup olmadigidir. Yani
x,y € G olmak lizere xyN = yxN olmalidir.
afa 1B 1eN oldugu biliniyor. Buradan
a1 e 1a"IN = NB~1a?
a ' teNplal = a i tefta"IN
a ' tafefta " Nafe N  (geG olmakiizere gNg~1eN)
olur. Benzer sekilde faf~la™t, a”1p tapeN dir.
Ba 1B la eN olmalidr.

atapaplaeN = a Na eN dir. Buda fa 1 1a eN oldugunu sdyler. O

N
halde (Ba ' 'a) leN = a paf~'eN ve ikili yer degistirmeleri olan
fa~tfla eN ise B rafa ! eN dir. Ustelik af~ta~1p eN dir.

Gergekten ;

af la 1B eN igin

afta" paa fTHp~apT a fafT aT BB EN
e
eN

olur. Benzer sekilde digerleri de gosterilebilir.
O halde aBa~1B71, Bap~ta™t, a ftaB, ftafa™t, Ba lfta, a”1papf™?,
aftatp, f~rafa ! eN ‘dir. Simdi
x=a? ve y=p alalm. xyx 1y leN oldugunu gosterelim.
a’Ba~?f"teN midir?
@2Bat.a 1B = a?Ba B et afa B!
eN
= a?Ba~1plq"?
= a.afa"pla?t
eN

= aNa~'eN

oldugundan a?Ba~2B~1eN olur.
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x=a% , y=p? i¢gin a’?B?a 2B %eN olup olmadigina bakalim.

a.affata”1p7Ip = ap ptafa "t afatatpTpE

eEN

~apapa”'f pa=tpTIB

eEN

~ apBa Bt = af fa e e p

eN
= aqfa~p~t € N dir.
Ayrica x =a® ve y = B i¢in a®Ba *B 1 eN olmaldir.

aa—laﬁa—lal—alg—l ~ aa—l C(,BCZ_IIB_l Bal—alg—l
~————m— —
EN

~ a8 1Ba17AB"1 ~ q8-2802=AB"1 « B 1B"1
dir. O halde a®Ba~%B~'eN ve benzer sekilde afPa~'BPeN “dir.

Sonolarak x = a®* ve y =B icin a®BPa~*pPeN oldugunu gosterelim.

a9BPa~9B P = ¢ LaBlalalapb

~ %L qBba1pb pbgl-ag-b

eN

~ @@ LB g1=agb  gBba1Rb N

olup a®*BPa=2B7P eN elde edilir.

Boylece G, modiil N’ye gore degismelidir. Buradan da N o G’ diir.m

Sonug 2.1.8.

', T nin ikinci komiitator alt grubu olmak iizere I'® > I'"’ diir.m

Ispatiigcin N =T° ,G' =T", G = I'" almarak yukaridaki énerme uygulanir.

I'" (2.9) da verilen a,b ile iiretildiginden ve I’ © I'® oldugundan I'® , I niin bir
normal alt grubudur ve

[a,b] = (xyxyx)bel® cT’

[a,b] = aba™ b1 = (xyxyx)®

(G5 9= e

dir.
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Sonu¢ 2.1.9.
I''/T'® béliim grubu degismelidir. m

Asagida, kullanacagimiz bazi temel bilgiler verelim.

[8] ' deki sonlu rankli bir serbest grubun komiitator alt grubu olan I'"' niin I" daki
indeksi sonsudur. Boylece I'® # I''" dur.

p, q pozitif tamsayilar olsun. I’ niin I''(p, q) normal alt gruplarinin bir sinifi soyle
tanimlanir. w e I'"

w =a'tht....a"mb"n
eleman1 I''(p, q) ye aittir ancak ve ancak

L =0 (modp) , Xi;s;=0 (modq)
dir. Yani
wel'(p,g) oT" © r+nr+....+1, =0 (modp), s;+s,+...+s, =0 (modq)

dir. Acikea,

r'e.qor" (2.15)
diir. Bunu gostermek i¢in keyfi bir [[a, b], [c, d]]e I'"" elemani alalim.

[[a b, [c,d]] = [aba™tb™%, cdc™1d 1]

=aba b7 t.cdc7rd . bab ta . dcd tc7t €I (p,q)
er'oa)  er'(a er'(p.q) er'(p.a)

veya baska bir gosterimle, aba™th™1 elemani i¢in

n+r,=1—-1=0 (modp)

s;+s,=1—1=0 (modq)

oldugundan aba b 'eTl’ (p,q) olur. Digerleri icin de benzer durum vardir. Boylece

her durumda I'"" < I''(p,q) elde edilir.

Ir':r' (o, )l = pq , =Y % a b T (0., (2.16)
ve I''(p,q) ranki 1+ pq olan bir serbest gruptur. Burada

r'=a’b°r'(p,q) + a®br'(p,q) + . +a’b?r'(p,q) + a*b°r'(p,q) +

o +atbPi (p,q) + - +aP BT (p, ) +.... +aP7BT I (p, q)
olup I'", pq tane eleman tarafindan tretildigi igin |I'":T"'(p, q)| = pq dur. Ayrica
I'' (p,q) , ranki 1 + pq olan bir serbest gruptur. I’ , 2 rankli ve |I'":T"'(p,q)| = pq dur
([14]). Bu nedenle r rankl bir serbest gruptaki indeksi i olan R rankli bir alt grup i¢in

Schreier Formila
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R=1+i(r—-1)
dir. (2.15) formiiliinden
wel" & YL rn=Y"5=0

dir. Yani wel" & rgan+...+1n =5 +5s+....+s,=0 di.
Teorem 2.1.10.

ré grubu, r'(6,6) grubudur. Boylece I'® mnin I' daki indeksi 216 dir ve 37

tiretecli bir serbest gruptur. Ayrica

Ir':ré|=36 '=Ya’b’r¢ , 0<rs<5 (2.17)
dir.
Ir>r'oreé ve |I:ré|=|r:r'|.|I'':r°| =6.36 = 216
ve
' =a’b°re +a®b'ré +---.+ a®b°re + a*b°ré+..+ a'bré + ---. +a°p°re +
.+ a’p°re
dir.

Ispat: w =a"b"1....a™b% € I''(6,6) olsun. Lemma2.1.2."den I’ , I'"" ye gore
degismeli oldugundan

w = aT1+...+Tnb51+...+SnW1
oyleki wyerl"" yazl.

A € I olmak iizere A"’ = I'"" A oldugu verilmis. O halde

w=a"b%r..ambhsn ,w € a1 b5 ...a™mbpSn[’ = q"rt T pSitotsay
diir. Buradan

w = @t tpsitetsn ) € [ g

xyl"ll — yxl"ll

abs1ia"b%2"" = a"I'"b51 " a2 b2

=a"t[".b51a2 " b5

ve boylece

arlbslarzl"” — bslaT‘1+T2.

r'creé ve rrn=Xk,si =0 (mod6),

oldugundan w e I'® dir. Béylece I'' (6,6) c I'® elde edilir.
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Simdi uel keyfiolsun. Lemma2.1.4. 'ten bir r tamsayisi vardir; 6yle ki 7,
0<r<5veu=(xy)u',u el Boylece

ub = {(xy)" w3 = {(ey) w7 Hay) 2w O} L (ey) o O ey ) o
olur. Basit bir hesapla

(xy)¢ =ab la lber"” cr’'(6,6) (2.18)
dir.
6 — 1 6 -1,.,-13, _— -1 -6
(xy) _(O 1),ab a b—(o _1)
olup ab~*a™b eleman: igin kuvvetler incelendiginde r, +7r, = 1—-1=0=-1+1=

s;+s;, vel—1=0(mod6) oldugundan (xy)® =ab ta berI'(6,6) elde edilir.

Veya a,b €T’ igin I, I'" niin komiitatér alt grubu oldugundan ab~la~!h
=(xy)°e "
diir.

Simdiise wel iken s(w) = (xy)w(xy)~! tanimlayalim. Boylece

ub = s"(W)s? (W)... s (u)(xy)® (2.19)
dir. Her k tamsayis1 icin =~ s*(u") e I’ diir. Ciinkii,

sk@") = (xy)u' (xy)™*

(xy)k = xyxy ... xy

Burada xy nin  kuvveti k oldugundan k =0 (imod k) dir. Buradan da
(xy)ee ' (k, k)I'.

Boylece (xy) *eI” ve u'el’ oldugundan

Sk = (ey)u' Gey) e I
olur. AyricaV g,h el igin

S*(gh) = S¥(g)S*(h)
dir. Gergekten,

Sk(gh) = Gxy)*ghCey) ™™

= () g y) () h(xy) ™"

= Sk(g)Sk(h)er’
seklindedir. Buradan wu,eI''" < I''(6,6) olmak lizere
u® = {s"(a)s? (a) ....s"(a)}*{s" (D) ....s" (b)}Pu, (2.20)

olacak sekilde a, f tamsay1 vardir.

I'',I'" ye gore abelyen oldugundan



37

I’ = (xyxy?,xy*xy) = {a,b)
u' € I'' =>u' =a*bh .. dkiph
S"(u') = S"(ak1)ST(b") ... ST (aki) (bY)
dir. Burada
§T(@*) = (xy)ra*(xy) ™"
= (xy) alxy)™ (xy) alxy)™ (xy)'a .. alxy)™ (xy) alxy)™

k tane

= [S"(@)]*

dir. Boylece
ST = [S"(@)]. [T (@] ... [ST (@] [ST ()] ... [ST(b)]"
ST = [Sr(a)]k1+k2+...+ki_ [Sr(b)]11+12+...+li
S2r (') = [S2 (a)]kutkattki [§27 (p)|ltlat

Sﬁr(u') = [S6r(a)]k1+k2+"'+ki_ [SGT(b)]llﬂz*'“'Hi

STW'). S (W) .S (u') = (Sr(a))k1+-..+ki. (Sr(b))lﬁ...ﬂi
(Ser(a))kﬁ...m.(Sér(b))lﬁ...ﬂi
= (Sr(a))k1+...+ki_ (Szr(a))kﬁ...J,ki (SGr(a))li,...J,ki.
(Sr(b))zﬁ...ﬂi (S”(b))l”'"“i

= {S7(@)S?" (@) ... S57 (@) }kr+kat+ki (ST (H)S?T (D) ... ST (b)}ur+la* -+l

k;,l; € Zoldugundan Y\ _,k;, € Z ,¥._,1; € Z dr.

a,f € Z olmak iizere

@=Yn-1ki, B=Tn-1ls
alirsak u® = {S7(a)S?"(a) ... S°" (a)}*. {S"(b)S?"b ...ST(b)}F, uy oyle ki u, €T <
I'(6,6) elde edilmis olur. Asagidaki tabloyu olusturalim:

s(a) = ab™?, s(b) = a,

s?(a) = ab™ta™?, s?(b) = ab™1,

s3(a) = ab™'a 'ba™?!, s3(b) = ab a1, (2.21)
s*(a) = ab ta 'b%a71, s*(b) = ab 'a 'bha™?t,

s°(a) = ab™*a 'baba™?, s°(b) = ab ta"'b%a7t,

s®(a) = ab *a 'bab~laba™!, s®(b) = ab~*a 'baba™’.
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Bir 6rnek i¢in $2(a) y1 inceleyelim:
S%(a) = ab™'a !icin

S%(a) = (xy)*a(xy)?
x=(1 =0 a=CG D.oo=( )
o= 5)G =G )
2= DG D=6 Y
2= 7)
wraen?=(; 1)-(G )6 1)
G D6 D
1 )

ara = DG P D

=(; )G =G )

olup S%(a) = ab~ta~1 dir.

Tablo (2.21)'deki a, b' nin iisleri toplami ve (2.20) gz dniine alindiginda eger r # 0

ise u® €'’ < r'(6,6) dir. Bu yiizden eger v = 0 ise bu kez de u® =1 ve I € I''(6,6)
olacagindan u® € I''(6,6) olup her durumda u® € I''(6,6) dir. Buradan da I'® < I''(6,6)
olur. O halde r'® c I''(6,6) ve I''(6,6) c I'® oldugundan I'® = I''(6,6) dir.m

Goze carpan baska bir sonug I'® min I''"’ ye gore pargalanmasidir. Yani,

re= Zm > ,a%bes
r=0
seklinde verilebilir.
I' nin matris gosterimini kullanarak I'(n) yi tamimlayalim. I'(n), I' nin n.
dereceden temel kongriians grubudur Oyle ki 2 x 2 tipinde, determinanti 1 ve A=
+1(modn) sartim saglayan matrislerin tiimiinden olusur. I'(n) ise A = I(modn) sartim

saglayan determinanti 1 olan 2 X 2 tipndeki matrislerin tamamini igerir.
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Teorem 2.1.11.

r''or()-ore.
. a b = . « . e 6 —
Ispat: A = (c d) € I' matrisleri i¢cin A® = +I (mod6) dir.

A>=tA—-1,t=a+d,t, 2ve3in katidir.

2_aa_(a byra b :(a2+bc ab+bd): _
A7 =44 (c d)(c d) ac +dc bc + d? @t—d)/A !

a+d =0 (mod2)
a+d =0 (mod3)

r'>>r(2) ve I'* o I(3) oldugu agiktir. Gergekten,

}:> a+d = 0(mod6)

2 - .. (2a b a 2b a b . -
A € I'* aldigimizda A matrisi ( - d) '(ZC d) '(c Zd) den biri olabilir.

a 2b
2c d

halde A € I'? dir. Béylece I'(2) < I'? elde edilir.
F2):{A €T : A=+ (mod2) ,|A|= 1.
Benzer sekilde I'* 5 I'(3) oldugunu gosterelim. A € I'* aldigimizda A matrisi

(3Ca 3bd)'(3ac 3db),(‘cl Z)denbiriolabilir.

A € I'(2) keyfi verilsin. Buradan A = ( ) A = 1 (mod2) alnabilir. O

a 3b

A € I'(3) keyfi verilsin. Buradan A = (36 d

) ,a,d =1 (mod3) |A|=1dir. O

a 3b
3c d

sartlart saglandigindan A € I'3 tiir. Buradan I'® o I"(3) elde edilir.
rd)={Aer:A==I(mod3), |Al=1}.
Boylece I'Q)NIr@3)=r6), r)Nr3) ={Aer:A=+I(mod6) , |Al=1}
ve I'(2)NIr'(3) =TI' o I(6) elde edilir.m
(2.13) teki alt gruplar sonsuz indeksli ise I daki indeksi biyiiktiir.

halde V A € I'(3) icin A =( ) matrisinde 3ab +3cd = 0 (mod3) ve |Al=1

Ornegin;
[65(r%2ori2 | 6o ([6)3 o5 e
icin I'®, 37 iiretegli serbest bir grup oldugundan [11] ; Teorem 2.1.10> dan
I76: ([6)2| = 237, |I'6: (6)3] = 38473,
dir. Boylece
Il T2 > 623,237, |I': 18] > 63.38473
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tir. I © I'® oldugu kullanilirsa

|F:TY2| = |r:r®| .|r%: (I'%?| .|(I'%)?: r'?| > 63.2%7
63 237

sonucuna varilir. Yine benzer sekilde
|F:T8| = |r:r®| . |F: (%3 . |(I'®)3: '8 > 63.38473

63 38473

elde edilir.

2.2. Modiiler Grubun Serbest ve Normal Alt Gruplanr

Bu bolimde I' modiiler grubuna uygulanan Kurosh alt grup teoreminin bazi
sonuglart gosterilecek ve I' nin normal ve serbest alt gruplart hakkinda bilgi verilecektir.
I', 2 % 2 tipinde, determinant1 1 ve elemanlar1 tamsay1 olan matrislerin kiimesidir. Matris
ve onun negatifi ayn1 doniisiimii verir. I', 2. ve 3. mertebeden iki devirli grubun serbest
carpimu olarak verilecektir. I' = (x) * (y) oyle ki x> =y3 =1 ve xy,x,,.. elemanlartyla
tretilen grup (xq,x,,...) seklinde yazilir. I' nin biitiin elemanlarmin m. kuvvetleriyle
tiretilen ve I' nin alt grubu olan '™ tanimlanir. [13] te bu gruplarin yapisi incelendi ve
asagidaki gibi gosterildi:

I'? = (y) (xyx) = (y, xyx) (2.22)

I® = (x) * (yxy?) * (yxy) = (x, yxy*,y°xy)

Lemma 2.2.1.

H, I' nin trivial olmayan bir alt grubu olsun. O halde H bir serbest gruptur & H,
sonlu periyodlu higbir eleman i¢cermez.

Ispat: Kurosh alt grup teoreminden [1] ; G serbest carpiminin bir H # {1} alt grubu
bir serbest carpimdir. F serbest ya da {1} olacak sekilde H = F * II = G; dir. G;, G’nin
serbest ¢arpanlarindan birinin bir alt grubunun eslenigidir.

G =T =(x)*(y)
oldugundan G nin serbest ¢arpanlari (x) ve (y) dir. O halde

Gy =(1,x), G, =(1,y,y?)
dir. Burada x,y sonlu periyodlu oldugundan a € G, * G,\{e} i¢in a # x,y dir. Bu

durumda a = xy veya a = xy? dir. Bunlarin her birinin mertebesi sonsuzdur. Bdylece
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Kurosh alt grup teoreminden F serbest veya {1} ve her G; (x) veya (y) nin eslenigi, H <
I" olmak iizere

H=Fx*1*G; (2.23)
dir. Buna gore H sonlu periyodlu higbir eleman igermezse II * G; serbest ¢arpimi bostur ve
bu yiizden H = F dir. Burada H, birimden veya kendisinden farkli oldugundan H
serbesttir.

Tersine serbest grubun birimden farkli biitiin elemanlar1 sonsuz mertebedendir.
Gergekten,

w = X517 X"

En-1

. e < § £ &n &2 €k
kelimesini géz ontine alinir. Eger w ‘da Xs, V& X5, X5, V& Xg s Xg, Ve

n-1"’

€k+1 En—k

-kt Ve Xg i cifti birbirinin tersi degil ise
n—

Xs ciftleri birbirinin tersleri ve X g
n—k+1 k+1

— Ek+1..€k+2 En—k
w=X
Ok+1” Ok+2 Sn—k

yazilir. Bu esitlikte k sayis1 0 < k <n/2 araliginda olmalidir. Ciinkii w kelimesi bos
degildir. Simdi s > 0 sayist i¢in

5 — L6162 €k 5S4 En—k+1 €n
w- = x61x52 ...XskW xan_k+1 ...xsn
yazilabilir. Bu esitligin sag tarafinda herhangi bir kisaltma yapilmaz. Yani indirgenmis

olan kelime bostan farklidir. Béylece w* # 1 dir. m
Lemma 2.2.2.

Sonlu periyodlu eleman igeren I" nin tek normal alt grublari I, I'? ve I'3 tiir.

Ispat: H, I' nin sonlu periyodlu bir eleman igeren bir normal alt grubu olsun.

H =F %I * G;
ve G; ler < x > veya <y > nin eslenigi oldugundan H, 2 periyodlu veya 3 periyodlu
eleman igerir. Ciinkii x> =y3 =1 dir. I’ min 2 periyodlu her elemani x in eslenigi, 3
periyodlu her eleman1 y veya y~?! in eslenigidir.

Buradan y € H veya y~! € H olur. Bdylelikle ii¢ durum ortaya gikar:

i) x€H ve yeH tir. O halde H o I'. Diger yandan H, I' nin normal alt grubu

oldugundan I' © H tir. Buradan H = I' oldugu sdylenir.
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i) yeEHvex¢Htr. Ohalde H # I' dir. H, normal oldugundan y € H vex €I’
icin xyx~! € H olur. x2 = 1 ve x = x~ ! oldugundan xyx~! = xyx € H olur. O
halde (2.22) den H > I'? olur. Ayrica |I': I'?| = 2 acikga;

IT'>HD>T? ve |F:F2|=w.w=2, |H:T?| =1
2 1
dir. Dolayistyla H = I'2 dir.

i) x€H ve y¢ H dir. Buradan H # I' oldugu soylenir. Yine H normal
oldugundan x € H, y € I' igin yxy € H dir. y3> =1 ve y~1 = y? oldugu
diisiiniiliirse yxy~! =yxy2 € H olur. y € H ve H, bir grup oldugundan
y~1 € H olur. Bu durumda x € I" igin y~1xy € H hatta y?xy € H dir. (2.22)
den H o I'3 olur.

FsHoSTI3ve |l:T3 = |:H| .|H:T3| =3, |H:I'¥=1
3 1

oldugundan H = I'3 tiir.m
Teorem 2.2.3.

H, T nm I',T'2,T3 ten farkl trivial olmayan normal bir alt grubu olsun. Bu durumda,
H serbest bir gruptur.

Ispat: H, I' nin I', "%, T'3 ten farkli trivial olmayan normal bir alt grubu olsun. Bu
durumda Lemma 2.2.2. den H , sonlu periyodlu hi¢bir eleman igermez. Boylece Lemma
2.2.1. den H serbest bir gruptur.

Teorem 2.2.4.

H, T min I',T'2,T'3 ten farklh |I': H| = u < oo olan normal bir alt grubu olsun. Bu
durumda u , 6 ile boliiniir.

Ispat: Teorem 2.2.3. ten H serbest gruptur. Bu yiizden H,x i veya y yi iceremez.
Ayrica H normal oldugundan xy~! € Hise y™'x € H ve bdylece y =y lxxy ' € H
olur. Fakat bu bir ¢eliskidir. O halde xH, yH yan siniflar1 H tan ayrik ve farklidir. Yani
HNxH =@ ve HNyH = @ tur. Bu yizden I'/H, 2. ve 3. mertebeden devirli gruplar
kapsar.m
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I'dan A = (Ccl Z) elemanini géz Oniine alalim. Agikca A ve —A matrisleri ayni

dontigimii verir. [;(n), n pozitif bir tam say1 olmak tizere ¢ = 0 (modn) sartini
saglayan I nin normal bir alt grubudur. Eger
a? +1 = 0 (modn)
ise Iy(n), 2 periyotlu bir eleman igerir.
a’+a+1=0 (modn)
ise Iy(n), 3 periyodlu bir eleman igerir; bagska da sonlu periyodlu eleman igermez.[3]
Bu durumlarda I;(n) sonlu periyodlu hicbir eleman icermeyebilir. Kongriians

¢ozlimlerinin varligl, sonlu periyodlu [(n) nin elemanlariin varligint destekler. Boylece

a’+1=nt ise (Z :Ctl) € I(n) dir ve 2 periyodludur. a?+a+1=nt ise

(—na a_-l-tl) € I(n) dir ve 3 periyodludur. Boylece Lemma2.2.1. asagidaki teoremi

Verir.
Teorem 2.2.5.

a’ +1 % 0 (modn) veya a? + a+ 1 # 0 (modn) olan a yoksa I (n) serbesttir.

Ozellikle n, 12t — 1 seklinde bir sayiysa Iy(n) serbesttir. Bu alandaki genel
ispatlar agirlikli olarak grup teorisine ve geometriye dayanir. [5]

Teorem2.2.4. {in bir genellemesi yapilabilir. m,n pozitif tamsayilar ve I'(m,n),
b =0 (modm), c =0 (modn) ile tanimlanmis ve I' nin bir alt grubu olmak iizere

I(n) = I'(1,n)dir.
Teorem 2.2.6.

mn tek ise I'(m,n) serbesttir ancak ve ancak mn, 4t + 3 formundaki bir asalla ve
9 ile ya da 3t + 2 formundaki bir asalla boliinebilirdir. mn gift ise I'(m,n) serbesttir

ancak ve ancak mn, 4 yada 4t + 3 formundaki bir asalla boliinebilirdir.

m
0

Burada I'(in,n) ve [,(mn) alt gruplar eslenik alt gruplardir. Boylece teoremin devami

Ispat: D = ( (1)) olsun. Bdylece D™I'(m,n)D = I'(1,mn) = I(mn) dir.

Teorem 2.2.3 ten agiktir. m



44

' min, I'(m,n) ve I;(mn) alt gruplar esleniktir & (m,n) = 1 dir.
G < T olmak lizere G(n), G nin temel kongriians alt grubu ise n > 1 i¢in G(n)
daima serbesttir. Ciinkii Teorem2.2.3. ten G(n), I'(n) nin bir alt grubu ve I'(n) de I' nin

I',I'2, I3 ten farkli normal bir alt grubu ise G (n) serbesttir.



3. IRDELEME

Lineer kesirli dontisiimlerin grubu olarak bilinen PGL(2, C) grubunun alt grubu olan
PSL(2,R) dzellikle 19. yiizyilda Oklid olmayan geometriler ve invaryant Teorinin kesfiyle
bliylik 6nem kazanmis, gerek topolojik grup yapisina uygun olmasi gerekse cebirsel
metotlarda derinlemesine incelenmesi sebebiyle olduk¢a 6nem kazanmistir.

PSL(2,R) grubunun alt grubu olan I Modiiler Grup ve onun kongriians, serbest ve
normal alt gruplar lizerinde 6nemli sonuglar elde edilmistir.

Bu tez calismasinda literatiirdeki genel kavramlar 6zetlenmis ve calismamizin en
onemli kismi1 olan I", "%, I3 gruplarinin serbest ¢arpim ve I'', T’ om gruplart icin serbest
grup durumu incelenmistir.

Burada temel referansimiz Morris Newman’m [13], [19] makaleleri olmustur.

Buradaki teoremlerden yararlanilmistir.



4. SONUCLAR

Bu c¢aligmada, modiiler grubun alt gruplar1 lizerinde calisildi. Bunlarla ilgili temel
tanim ve teoremler verildi. Ayrica bu ¢aligmada:

1. I modiiler grubunun iki ve ii¢ periyodlu iki eliptik eleman tarafindan tiretildigi
incelendi ve bununla ilgili 6rnekler ve teorem verildi.

2. I’ modiiler grubunun ikinci ve t¢lincii mertebeden iki devirli grubun serbest
carpimi oldugu arastirildi.

3. I'? grubunun iiciincii mertebeden iki devirli grubun serbest carpimi oldugu
gosterildi.

4. I'® grubunun ikinci mertebeden ii¢ devirli grubun serbest ¢arpimi oldugu
arastirildi.

5. I'' komiitator alt grubunun serbest grup oldugu incelendi.

6. I'®™ gruplarinin serbest grup oldugu gosteildi.

7. I nin alt gruplarmin I" daki indeksleri ve bunlarla ilgili bazi 6rnekler verildi.



5. ONERILER

1. I' modiiler grubun 6zellikleri incelenen I'? ve I'3 alt gruplarinin alt yoriingesel
graflarla olan iligkileri incelenebilir.

2. Bu tezde acik bulunan 2 <m < 71 olmak iizere I'®™ nin I' daki indeksi
arastirilabilir.

3. I modiiler grubunun bazi farkli 6zel alt gruplarinin komiitator alt gruplarinin I'™

ile olan iliskileri arastirilabilir.
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