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Yiksek Lisans Tezi

OZET
HIPERBOLIK GEOMETRI VE NORMALLIYEN YAPISI

Zeliha AYDIN

Karadeniz Teknik Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Danigsman: Prof. Dr. Mehmet AKBAS
2012, 56 Sayfa

Bu tez calismasinda Oklid geometrisinden farkli olarak hiperbolik geometriyi ortaya
koyacak temel yapilar; I',(N) kongriians grubunun H st yar1 diizlemi kendi {izerine resmeden
homeomorfizmler grubu olan PSL(2, R) deki normalliyeni arastirilmstir.

Birinci boliimde temel teskil edecek hiperbolik geometri kavramu ve ilgili Mobiiis
doniisiimleri ve {ist yar1 diizlem ile iliskileri verilmistir. ikinci boliim tezin esasini veren boliimdiir.
Burada esas itibariyle I,(N) kongriians grubunun normalliyeni verilmis ve I, (N) ile olusan tiim
gruplarin yapisi arastirilarak ilgili sonlu gruplar, alt gruplarin bir direkt ¢arpimi olabilmesi igin

gerek ve yeter sartlar verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Hiperbolik Geometri, Mdbiiis doniisiimleri, Kongriians alt gruplar,
Normalliyen, Atkin- Lehner involiisyonlar
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Master Thesis

SUMMARY

HYPERBOLIC GEOMETRY AND THE STRUCTURE OF THE NORMALIZER
Zeliha AYDIN

Karadeniz Technical University
The Graduate School of Natural and Applied Sciences
Mathematics Graduate Program
Supervisor: Prof. Dr. Mehmet AKBAS
2012, 56 Pages

In this thesis hyperbolic geometry which is different from Euclidean geometry is given and
the group PSL(2, R) of the homeomorphisms from the upper half plane into itself is constructed.

Chapter 1 is concerned with the study of some basic concepts of hyperbolic geometry and
the Mobius transformations related to the upper half plane H. Chapter 2 is the main chapter in the
theses. Here we obtain the normalizer Ig(N) of the congruence subgroup I,(N) in the group
PSL(2,R). And furthermore all finite subgroups extracted from the normalizer are examined and
that the necessary and sufficient conditions for these finite groups to be a direct product for some

subgroups are given.

Key Words: Hyperbolic Geometry, M&bius Transformations, Congruans subgroups,
Normalizer, Atkin-Lehner Involutions.
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1. GENEL BILGILER

1.1. Giris

Tammm 1.1.1: Bir G # @ kiimesi lizerinde o ikili islemi verilsin. (G,°) ikilisi,
asagidaki sartlari sagliyorsa (G,e) ikilisine bir grup denir.
i) Va,b,c € Gigin (aecb)oc=ao (bo )
1) Va € Gicin e ca = a o e = a olacak sekilde e € G vardir.

1

iii) Va€G icin a~loa=aoca ! =e olacak sekilde a=! € G ters elemam vardir.

Eger Va,b € Gicina o b = b o a oluyorsa (G,o) grubuna degismeli veya abel grubu denir.

Tanmim 1.1.2: (G,°) bir grup ve @ # H < G olsun. H ye G nin alt grubu denir <

1) Va,b € Higinaob € H

ii) va€H icina ' € H
ozellikleri saglanir. Bu durum H < G olarak gosterilir.

Tanmm 1.1.3: (G,0) bir grup ve H < G olsun. Hg: = { h.g | h € H} kiimesine H nin G
kiimesi tizerindeki bir sag yan sinifi, gH: = {g.h | h € H} kiimesine ise H nin G kiimesi
tizerindeki bir sol yan sinifi denir.

Tamim 1.1.4: Bir M kiimesinin kardinal sayisim1 |[M| ile gosterecegiz. G bir grup
olmak tizere |G| kardinal sayisina G grubunun mertebesi denir. |G| sonlu bir kardinal say1
ise G ye sonlu grup denir. Bir G grubunun sonlu olmasi, |G| < oo seklinde gosterilebilir.

Tamm 1.1.5: G bir grup ve H < G olsun. H alt grubuna gore sag ve sol denklik
siniflarinin sayisi esittir. Bu sayiya H alt grubunun G igerisindeki indeksi denir ve |G: H| ile
gosterilir.

Tamm 1.1.6: G bir grup ve M € G olsun. G nin M kiimesini iceren tim K; alt
gruplarinin arakesitine G nin M tarafindan {retilen alt grubu denir ve bu alt grup (M) ile
gosterilir.

(M) = Nier K, MK, Kj <G
(M), G de M kiimesini igeren en kiigiik alt gruptur. (M) = G ise M ye G nin bir iiretici

sistemi denir.



Tamm 1.1.7: G bir grup ve M c G, G nin bir iiretici sistemi olsun. M = {a} seklinde
tek bir elemandan olusuyorsa G ye devirli bir alt grup denir ve (a) = {a" | n € Z}
seklindedir. Bu ise G nin en kiiciik alt grubudur.

Tamim 1.1.8: (G,.) bir grup ve bir topolojik uzay olsun. Bu takdirde
1) :GXG-G, f(xy) =xy

ii) G- G, f(x) =x71

dontistimleri siirekli ise G ye bir topolojik grup denir.

Tamm 1.1.9: (G,0), (G,*x) birer abel grubu olsun. Bu takdirde f:(G,°) —
(G,*) fonksiyonu f(a o b) = f(a)  f(b) ise f ye bir homomorfizma denir.

Tanim 1.1.10: f fonksiyonu bir 6rten homomorfizma ise f ye bir epimorfizma denir.

Tamim 1.1.11: N < G olsun. N ye G nin bir normal alt grubu denir : & V g € G igin
gN = Ng dir. Buise N 2 G ile gosterilir.

Tamm 1.1.12: G bir grup ve H < G olsun. Ng(H): = {g € G| gHg™! = H} kiimesine
H nin G deki normalliyeni denir. Normalliyen, H y1 normal alt grup olarak i¢eren en biiyiik
kiimedir. Ng(H) < G dir.

Tanmm 1.1.13: N€Z igin 1 <a <N ve (a N) =1 olan a tam sayilarinin sayisi

@(N) ile gosterilir. Bu fonksiyona “Euler fonksiyonu” denir.

Teorem 1.1.14: Vm € N i¢in m = [[;_; p;"i seklinde ise ¢(m) = m.[[;-; (1 — Pi)
1

dir. Ayrica m asal ise @(m) = m — 1 dir.
Tamm 1.1.15: 1 bir indis kiimesi olsun. G bir grup ve i €1 i¢in G; < G olsun.

Asagidaki sartlarin gergeklenmesi halinde, G grubu G; alt gruplarinin direkt carpimi denir.

1) Heri € I i¢in G; 2 G dir.
i1) Her g € G icin g; € G; ve yalniz sonlu sayida i i¢in g; # e olmak iizere
g = [lic 8

seklinde (faktorlerin siras1 hari¢ olmak iizere) tek tiirlii olarak yazilabilir. Ozellikle i # j
i¢in
GiNG; =E
ve dolayisiyla her g; € G; ve gj € G; i¢in g;g; = g;g; olarak verilir. Bu durumda G ye
G; lerin direkt carpimi denir ve

G = ®ierGj



ile gosterilir. Burada E = {e}, G nin trivial alt gruplaridir.

Giris boliimiinde, daha sonraki bdliimlere temel olusturacak kavramlar iizerinde
durduk. Bu kavramlarin en 6nemlisi asagida verecegimiz hiperbolik diizlemin “H {ist yar1
diizlem” modelidir. Bu modelde hiperbolik dogrulari tanimlayacagiz ve az da olsa
paralellikten bahsedecegiz. H nin uygun bir transformasyon grubunu belirlememize
yardimcei olmast i¢in durumumuzu C Riemann kiiresine genisletip, bu genislemede H y1 C

nin bir alt kiimesi olarak nasil yerlestirebilecegimizi goz oniine alacagiz.

1.2. Hiperbolik Diizlem Modelleri

Bir model ile, belirleyeceg§imiz bir uzay ve temel geometrik nesnelerin nasil temsil
edileceginin bir secimini kastetmekteyiz. Burada bu geometrik nesnelerin bazilar1 noktalar
ve dogrulardir. Daha sonra hiperbolik diizlemin bir¢ok modelinin olacagini gorecegiz.
Modelin geometrisinin kesin bir tanimin1 verebilmek i¢in yalniz bir 6zel model iizerinde
calismaya baslayacagiz. Calisacagimiz model “Ust Yar1 Diizlem” modeli olacaktir. Bu
modelin uzay1

H: = {zeC | Imz > 0}
tist yar1 diizlemidir. Buradaki nokta ve ac1 kavramlar1 C deki nokta ve a¢1 kavramlaridir.
Yani, H daki iki egri arasindaki a1, bu egriler C de diistiniilerek tanimlanan egriler
arasindaki agidir. Yani teget dogrular arasindaki agidir. H daki hiperbolik dogrular bilinen
Oklid dogrular1 ve C deki Oklid cemberleri cinsinden tanimlayacagiz.

Tamm 1.2.1: Goriiniiste farkli 2 tip hiperbolik dogru vardir. Birincisi C de R ye
dik olan 6klid dogrularmin H ile kesisimleri, digeri ise C de olup merkezi R iizerinde olan

cemberlerin H ile kesisimleridir.



78N

Sekil 1.1. H da Hiperbolik Dogrular

Yani hiperbolik dogrular, zayif bir tabirle reel eksene dik yar1 cemberler ve reel eksene dik
yar1 dogrulardir. Dogrulari, yarigapt o olan ¢emberler olarak diisiliniirsek hiperbolik dogru
reel eksene dik yari g¢emberlerdir. Oklid geometrisinden bildigimiz asagidaki benzer
durumu verebiliriz.

Onerme 1.2.2: p,qeH farkli noktalar olsun. Bu takdirde H da p ve q dan gegen bir
ve bir tek hiperbolik L dogrusu vardir.

Ispat: ki durumu goz 6niine alalim. flk 6nce Re(p) = Re(q) olsun. Bu takdirde
S: = {zeC : Re(z) = Re(q) } Oklid dogrusu reel eksene paralel ve p, q dan gecer. Boylece
L = H N S istenilen hiperbolik dogrudur.

Simdi farzedelim ki Re(p) # Re(q) dur. Artik p ve q dan gegen Oklid dogrusu R ye
dik degildir. Dolayis1 ile p ve q dan gegen ve R ye dik olan bir Oklid ¢emberi bulmaliyiz.
Spq» Pve q dan gegen Oklid dogru parcasi ve K da Spq ye dik orta dikmesi olsun. Bu
takdirde, p ve q dan gecen her Oklid cemberinin merkezi K {izerindedir. Re(p) # Re(q)
oldugundan K, R ye paralel degildir. Boylece K ile R bir tek ce R noktasinda kesisir. A,
merkezi ¢ ve yarigap1 |c — p| olan Oklid ¢emberi olsun. Boylece A, p den geger. ¢, K
tizerinde oldugundan |c —p| = |c—q| dir. Boylece K, q dan da geger. Dolayisi ile
L = H N A istenilen hiperbolik dogrudur. p ve q dan gecen hiperbolik dogrunun tekligi
Oklid dogrular1 ve Oklid ¢emberlerinin kendi insalarinda var olan dzelliklerinden ¢ikar.

Goriildiigii gibi hiperbolik dogrulart C de Oklid dogrular1 ve Oklid ¢emberleri
cinsinden tammladik. Simdi Oklid durumundaki gergekleri kullanarak hiperbolik
dogrularin durumunu analiz etmeye ¢alisalim. Mesela L , H da p ve q dan gegen
hiperbolik dogru ise L yi p ve q cinsinden ifade edebiliriz. p ve q nun reel kisimlar1 ayni

ise biliyoruz ki S: = {zeC : Re(z) = Re(q) } olmak iizere L = H N S dir.



Bu noktada sorgulamamiz gerecken, H daki hiperbolik geometri C deki asina
oldugumuz Oklid geometrisinden farkli olup olmadigidir. Gergekten farklidir. Bunu
asagida, paralel dogrular durumunda goérecegiz.

Tamm 1.2.3: Iki hiperbolik dogrunun arakesiti bos ise bu iki dogruya “paraleldir”
diyecegiz.

Oklid geometrisinde paralel dogrular mevcuttur. Sayet S bir Oklid dogrusu ve aeC
de S iizerinde olmayan bir nokta ise a dan gegen S ye paralel yalnizca bir tek K dogrusu
vardir. Oklid geometrisinde paralel dogrular esit uzakliktadir. Yani, S ve K paralel
dogrular ve a,beS ise bu takdirde a ile K arasindaki uzaklik, b ile K arasindaki uzakliga
esittir.

Hiperbolik geometride paralellik oldukca farkli hale sahiptir.

Teorem 1.2.4: L, H da hiperbolik bir dogru ve peH, p € L olsun. Bu takdirde p den
gecen L ye paralel olan sonsuz tane farkli hiperbolik dogru vardir.

Ispat: Onerme 1.2.2 nin ispatinda oldugu gibi iki durumu goz &niine alacagiz. ilk
olarak farzedelim ki L bir S Oklid dogrusunun i¢inde olsun. p, S iizerinde olmadigindan p
den gecen S ye paralel olan bir K Oklid dogrusu vardir. S, R ye dik oldugundan K da R ye
diktir. Boylece H da p den gegen L ye paralel H N K hiperbolik dogrusu elde edilir. p den
gecen L ye paralel olan baska bir hiperbolik dogru elde edelim. Bunun icin, K ile S
arasinda x€R olan bir noktas: alalim. A da x ve p den gegen merkezi R de olan bir Oklid
cemberi olsun. Re(x) # Re(q) oldugundan bdyle bir A Oklid ¢emberi vardir. A nimn
almisindan dolay1 AN S = @, yani H N A hiperbolik dogrusu L den ayriktir. Yani H N A, p
den gegen L ye paralel olan ikinci bir hiperbolik dogrudur. K ile S arasinda R iizerinde
sonsuz tane nokta oldugundan bu olusum p den gegen L ye paralel olan sonsuz tane

hiperbolik dogru verir.
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Sekil 1.2. H da L ye paralel olan hiperbolik dogrular

Simdi ikinci olarak farzedelim ki, L hiperbolik dogrusu bir A Oklid ¢emberinde
bulunsun. D de p den gegen A ile ayn1 merkeze sahip Oklid cemberi olsun. Ayn1 merkezli
cemberler ayrik oldugundan p den gegen ve L ye paralel bir hiperbolik dogru H N D dir.
Simdi p den gecen ve L ye paralel ikinci bir hiperbolik dogru elde edelim. A ile D arasinda
herhangi bir xeR alalim. E, merkezi R iizerinde olup x ve p den gecen Oklid cemberi
olsun. Alinig geregi E ve A ayriktir. Boylece H N E de p den gecen L ye paralel baska bir
hiperbolik dogrudur.

R iizerinde A ile D arasinda sonsuz tane nokta oldugundan p den gecen L ye paralel

olan sonsuz tane hiperbolik dogru vardir.

Sekil 1.3. p den gecen L ye paralel olan hiperbolik dogru

Su ana kadar hareket edebilecegimiz bir model elde ettik. Amacimiz hiperbolik
diizlemin bu 6zel modelini genisce ele almak olmasina ragmen yine de diger modellerden
bazilarii da gosterebiliriz.

Bu kismu, ilgili siireg igerisinde kullanacagimiz birkag ifade ile bitirecegiz. Yukarida
bahsedilen hiperbolik geometrinin gelisimi i¢in tarihsel gelismelere bakalim. Bunun i¢in en

iyi yaklasim Oklid geometrisi aksiyomlar1 ile baslamak olacaktir. Aksiyomlardan biri



yukarida bahsedilen paralel dogrular hakkindaki ifadedir. Yani bir S Oklid dogrusu ve
bunun disinda bir p noktas: verildiginde p den gecen S ye paralel olan bir tek Oklid
dogrusu vardir. Bu aksiyom ‘“Paralel Postiilat1” olarak bilinir. Bu durumda Hiperbolik
Geometri, aksiyomlarin ayni kiimesi kullanilarak tanimlanir. Fakat paralel postiilatta
hiperbolik degisiklikler vardir. Bu ise verilen bir L hiperbolik dogrusu ve bunun disinda bir
p noktas1 i¢in p den gegen L ye paralel olan en az iki tane hiperbolik dogru olmasidir. Bu
durumda {ist yar1 diizlem modeli; hiperbolik dogrularla Oklid olmayan geometrinin bir
modelidir.

Simdi yukarida tanimini verdigimiz hiperbolik geometride, hiperbolik dogrulari

hiperbolik dogrulara resmeden H nin dontigiimlerini belirleyecegiz.

1.3. C (Riemann Kiiresi )

Hiperbolik dogrular1 hiperbolik dogrulara resmeden H nin doniisiimlerini
belirlemek i¢in goriiniiste farkli olan iki hiperbolik dogruyu bir tek duruma getirmeye
calisalim. Bunun igin ilk hareket noktamiz, Oklid ¢cemberi ile bir Oklid dogrusuna bir
nokta ekleyerek elde edelim. Bunun icin C de S! birim ¢emberini ve &: S!\{i} > R
fonksiyonunu goz 6niine alalim. Bu fonksiyonu sdyle tanimlayacagiz.
zeSM\{i} alindiginda K,, i ve z den gecen Oklid dogrusu olmak iizere &(z) = R N K,
olarak tanimlanir. Bu fonksiyon iyi tanimlidir, ¢linkii Im(z) # 1 oldugu siirece K, ile R

tek bir noktada kesisir. Bu islem steografik izdiisiim olarak adlandirilir.



Sekil 1.4. Steografik Izdiisiim

Diizlemdeki R reel ekseni, kartezyen koordinatlar cinsinden C de x eksenine karsilik gelir

ve boylece &(z) , K, nin x kesigimidir.

=0 L

{x,0)

Sekil 1.5. K, dogrusunun egimi

1-yy yo—1 Imz-—-1
m= = =
—Xp Xg Rez

dir.

.. I . .. - Imz-1
Hesaplamalar gosterir ki; K, nin egimi m = —

Imz—-1
Rez

Boylece K, nin denklemiy — 1 = x dir.

Rez
1-Imz

dir.

Ozellikle K, nin x i kestigi nokta &(z) =



Burada & : S'\{i} » R déoniisiimii birebir ve 6rten bir doniisiimdiir. Gergcekten, geometrik
olarak bu, C de farkl1 iki nokta bir tek Oklid gemberi belirlemesinden dolay: ortaya ¢ikar.
Sayet z ve w, £(z) = E(w) olan S™\{i} nin noktalar ise K, ve K,,, R nin ayn1 noktasindan
gecerler. Buna ragmen K, ve K,, da i den gegtiginden bu dogrular birbirlerine esittir. Yani,
z = wdir.

Bu durumda R yi, S! den i yi atarak elde etmis olduk. O halde S 6klid cemberini
R Oklid dogrusuna tek bir nokta ilave ederek elde edebiliriz. Buradan yola cikarak H y1
iceren ve gorlniiste farkli olan hiperbolik dogrulan tek bir tip olarak elde edebilecegimiz
uzay C ye bir noktanin eklenmesiyle elde edilen uzaydir. Bu da C Riemann kiiresinin
klasik elde edilmesidir.
Riemann Kiiresi C = C U {0} dir. Goriildiigii gibi oo, C de degildir. Simdi C nin temel
ozelliklerini vermeye calisalim. Bunun i¢in C de acik kiime ne demektir agiklayalim. ilk
once C deki durumu g6z oniine alalim.

Tamim 1.3.1: X c C agiktir : & Vz € X i¢in 3 € > 0 Oyleki U.(z) < X dir. Burada
Ue(z) == {w € C: |w—z| < &} zmerkezli £ yaricapli Oklid dairesidir.
X c C kapahdir : & C \X = X®aciktir.
X c C smurhdir: & 3 € > 0 6yleki X < U.(0) dur.

Yukarida C de yapilan tanimlar1 C ye genisletelim. Bunun ig¢in ¢ > 0 ve z € C
icin U¢(z) nin tanimini vermeliyiz.

Tanim.1.3.2:z € C ise Ug(z) = {weC : |w—z| < €} ve Ug(0) = {weC:
|w| > e} U {0} seklinde tanimlanir.

Tamim 1.3.3: X c C agiktir : & Vx € Xigin 3 & > 0 6yle ki U(x) c X dir.

Bu tanim bize C de agik olan bir D kiimesinin C de de agik oldugunu verir. Ciinkii
C, C nin alt kiimesi idi. O halde H, C de de agik bir kiimedir.

Diger bir 6rnek olarak E = {zeC : |z| > 1} U {0} kiimesini géz Oniine alabiliriz. E
nin C de acik oldugunu gosterelim. E = U;(o0) oldugundan z € E\{co} alalm. z nin
OE = S! e olan uzaklig: |z| — 1 dir. Boylece 0 < £ < |z| — 1 alirsak U.(z) c E elde edilir.

Diger taraftan S birim ¢emberi C de agik degildir. Hangi z € S* ve ¢ > 0 alinirsa
alinsin Ug(z), (1 + %s)z yi ihtiva ettiginden ve |(1 + %s)z | > 1 oldugundan U.(z) ¢ S?

dir. Yani, S? agik degildir.
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Tamm 1.3.4: X c C kapalidir: & C\X, C de agiktir.

Bu tanima gore C\S! = U;(0)U U () oldugundan S kapaldir. A¢ik kiimeler
yakinsakligi tammlamak icin kullanilacaktir. C deki yakinsaklik C deki yakinsakliga
benzer; yani,
C deki bir {z,} dizisi C de bir z elemanina yakinsar & Ve > 0igin 3 Ne N &yle ki
hern > Nig¢in z,eU.(z) dir.
Ornek 1.3.5: {Zn = %I neN} dizisi C de 0 a yakinsar ve {w, = n |neN} dizisi C
de oo a yakinsar.

Tamm 1.3.6: X < C olsun. X := {zeC | Ve > 0 i¢in Uc(z) N X # @} kiimesine X in

kapanig1 ad1 verilir.
Ornek 1.3.7: X = {% | neZ/ {0}} kiimesinin C deki kapanisini incelersek, 0 < & <

|z| — 1 seklinde secildiginde, VzeS?! i¢in Ug(z) € S U {0} oldugundan X = R dir.

Artik, C de Oklid dogrusu ve Oklid ¢emberleri kiimesini tek bir tanim halinde
verebiliriz.
Tamm 1.3.8: C de bir cember ; C de ya bir Oklid ¢emberidir veya bir Oklid

dogrusuna oo u eklemekle elde edilen kiimedir.

Notasyon: S, C de bir Oklid dogrusu ise T:= S U {0}, C de S yi kapsayan
cemberdir. R = R U {0} de genisletilmis reel eksendir. Bunun yaninda C de R yi iceren R,
C de bir gemberdir. Onceden verilen steografik izdiisiimii, Riemann kiiresi ve kompleks
diizleme genisletebiliriz.

Cyi R? uzayinda X;x, diizlemi ile 6zdeslestirelim. R* teki koordinatlari (x1,X2,X3)
olarak alalim. z = x + yi €C noktasmi (x,y, 0) eR>e karsilik getirelim.

S? == {(x,y,2)eR®| x? + y?+z% = 1}, N = (0,0,1) olsun.

Bu takdirde £ : S?/{ N} — C fonksiyonunu asagidaki gibi tanimlayalim:
Her bir peS?/{N} i¢in S, R> te N ve p den gegen Oklid dogrusu olsun ve de

&(p): = Sp N C olarak tanimlansin. Bu durumda & bir bijektif donligimdiir.
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Biliyoruz ki a,y € R, B € C olmak iizere, C de her ¢ember azZ + Bz + Bz +y =
0 bigimindeki bir denklemin ¢oziim kiimesidir.

Ayrica, C deki her Oklid dogrusu yeR ve B € C olmak iizere, Bz +pz+y =0
biciminde bir denklemin ¢6ziim kiimesidir. Burada co un bdyle bir denklemin bir ¢oziimii
olup olmadigina bakalim.

Bz + Bz +y =0 bigimindeki bir denklem igin oo u “siireklilikle” bir ¢oziim
oldugunu diistinebiliriz. Yani, C de bu denklemi saglayan ve oo a yakinsayan bir {z,} dizisi
var demektir. Yani, Bz, + Pz, +y = 0 ise o u denklemin bir ¢dziimii kabul ediyoruz.

Ozellikle, w,, w; iki farkli ¢oziim olsun. Bu durumda, t € R olmak iizere w, +
t(w; —w,) keza bir ¢oziimdir. {z, = w, + n(w; —w,), n € N} dizisini gbz Oniine
alalim. Bu dizi, C de o a yakinsar ve her bir n € N icin Bz, + Bz, +y = 0 dir. Buna
ragmen azZ + Pz + Pz +y =0, a # 0 bigimindeki bir denklem icin oo u “siireklilikle”
denklemin bir ¢6zlimii olarak diisiinemeyiz.

=12

—_ 2 . —
Cinkii azZ+Bz+Pz+y =« |z + §| +v— % dir. Ogzellikle, {z,} dizisi, C de xa

yakinsayan bir dizi ise
limy 0 (A ZpZy, + Bz + Pz + y)= oo dur.
Boylece n yeterince biiyiik oldugunda z,, A= {z € (C| azZ + Bz + Bz +y = 0} ¢cemberi

tizerinde degildir.

Tanim 1.3.9: f:C — C fonksiyonu z € C de siireklidir : & Ve > 0igin 38 >0
oyle ki weUg(z) oldugunda f(w) eU(f(z)) dir.

f: C - C fonksiyonu siireklidir:< f, C nin her noktasinda siireklidir.

Bu tanimin bir avantaji da R den R ye tanimli fonksiyonlarda yapildigi gibi
fonksiyonlarin ¢arpimi, boliimleri, toplamlar1 ve farklar1 ile bileske fonksiyonlarmin
stireklilikleri de benzer sekilde yapilir.

Buna ragmen, R den R ye tanimli fonksiyonlarla C den C ye fonksiyonlar arasinda
elbette farkliliklar vardir. Bu farklihk coun C de olmasindandir. Bunu bir &rnekle

aciklayalim.
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, zeC\ {0}

Onerme 1.3.10: J:C - C fonksiyonu J(z) = seklinde

O8NID—\
N
Il

tanimlaniyor. Bu fonksiyon C iizerinde siireklidir.

Ispat: ] nin 0 da siirekli oldugunu gosterelim. J(0) = oo oldugundan gdsterecegiz ki
38> 0 oyleki J(Us(0)) © Ug(J(0)) = Ug(oo) dir.

) =% alalim. w € Ug(0)\{0} i¢in [J(w)| =— > - =¢. Yani J(w) € Ug(o0) dur.
J(0) = oo € Ug(o0) oldugundan ] fonksiyonu O da siireklidir. Simdi ] nin co da siirekli

oldugunu gosterelim. Yine € > 0 verilsin. § = i alirsak her w € Ug(o0)\{co} igin
Jw)| == > = = ¢ elde edilir ki bu J(w) € Ug(0) oldugunu gésterir. Tanimdan J(c0) =

0€ US(O) dir. Yani ], oo da siireklidir.
Simdi son olarak z € C\{0} da ] nin siirekli oldugunu gosterelim. € > 0 verilsin. Bir

& > 0 bulacagiz dyle ki w € Ug(z) oldugunda J(w) € U.(J(z)) olacak.

Bunun igin &!: = min(s,%) alalim. Bu durumda Ug: G), 0 1 icermez. Her
€eUa(J(2))i¢in | < |J(2)| + € = ﬁ + €' dir. e oldugundan I8l < —— dlr.
-1 1 3 5 L _2 2
&= " alirsak | | < 2| Ve boylece p— < 2| E dir. Boylece 6 = s '1z|? alalim.
|z — w| < 6 oldugunda
|z—w]| 8 38

=¢' elde edilir. €! <& oldugundan

1@ - W)l =] - | =

ispat tamamlanur.

|zw| |lzw| 2|z|?

Siirekli fonksiyonlarin ¢ok kullanish bir 6zelligi, aslinda onlarin bir tanimlayici
ozelligi yakinsak dizileri korumasidir. Yani sayet, f: C - C siirekli ve {z,} dizisi de C de
z ye yakinsayan bir dizi ise {f(z,)} dizisi {f(z)} dizisine yakinsar. Buna dizisel siireklilik

de denir.

Tamm 1.3.11: f:C > C fonksiyonuna bir “homeomorfizma” denir < f birebir,

orten, f ve f1 siireklidir.
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Onerme 1.3.12: J:C-C, J(z) = § z € C/{0} icin J(0) = oo, J(0) = O
fonksiyonu C de bir homeomorfizmadir. Vz € C igin | o J(z) = z oldugundan ] bijektiftir.

vz € C i¢in ]~(2) = ](z) oldugundan 6nerme 1.3.10 geregi ] ve ]~ siireklidir. Yani
J, C nin bir homeomorfizmidir.

Homeo (C): = {f:C » C | f bir homeomorfizm} kiimesi arttk bos degildir. Bu

kiime fonksiyonlarin bileske islemine gore bir gruptur.
1.4. H nin oo daki Sinir1

Kisim 1.3 de C de bir gember, ya C de bir Oklid gemberi veya oo u igine alan C de
bir Oklid dogrusu oldugunu gordiik. Mesela, C de S' ve R:= R U {0} bu ¢emberlere
ornektir.

Ozellikle C de bir ¢emberin biitiinleyeni iki bilesenden olusur. S* i¢in C\S?! in
bilesenleri D: = U;(0) ve U;(o0) daireleridir. R i¢in C — R nin bilesenleri H {ist yar

diizlemi ve {zeC | Imz < 0 } alt yar1 diizlemidir.

Tamm 1.4.1: C de bir gemberin C deki biitiinleyeninin bilesenlerinin her birine C
de bir daire adi verilir.

Bu tanima gore C de her daire C de bir tek cember belitler ve her ¢cember C de iki
ayrik daire belirler.

Bu kisimda 6zellikle C de H dairesi ve bunu belirleyen bir R c¢emberine
odaklanacagiz. R ye “H nin oo daki smir1” ad1 verilir. R deki noktalara ise “ H nin o daki
noktalar1 ” diyecegiz.

Daha genel olarak X c H igin X in oo daki sinirmi goz 6niine alacagiz. Ozellikle X in
C deki X kapanisin1 gbz dniine aldigimizda X in oo daki sinir1 X N R arakesitidir.

Bir 6rnek olarak L, H da bir hiperbolik dogru ve farzedelim ki L, C de A ¢emberinde
bulunsun. Bu takdirde L nin sonsuzdaki sinir1 A N R arakesitinde bulunan bir ¢ift noktadur.

Bu konuda daha karmasik drnekler de vardir. Ornegin, L; ve L,, H da paralel iki
hiperbolik dogru olsun ve K, H da bir bolge 6yle ki L; ve L, dogrular ile birlikte H nin bu

ikisi arasinda kalan bolge olsun.
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Sekil 1.6. Paralel hiperbolik dogrularin iki durumu

Bu K bdlgesinin oo daki sinirt i¢in iki olast durum séz konusudur.

Cy, C de Ly y1 kapsayan ¢ember olsun. L; ve L, dogrular ayrik oldugundan ya C,
ve C, ayriktir veya C; ve C, bir tek noktada kesisir.

C; ve Cy, x ER de kesisirse K nin oo daki smir1 R de bir kapali yay ile {x}
kiimesinin birlesimidir.

C; ve C, nin ayrik olmalari halinde K nin oo daki smir1 R de iki kapali yaymn
birlesimidir. Sekil 1.6 da bu durumlar gosterilmistir.

Bu durum bize H daki hiperbolik dogrularin iki farkli tipte paralel olabilecegini
ifade eder. Yani, co daki smirlari ortak olan paralel hiperbolik dogrular ve co daki sinirlar
ayrik olan paralel hiperbolik dogrular.

oo daki smirlar1 ayrik olan hiperbolik dogrulara “ultraparalel H dogrular1” adini
veriyoruz.

Kisim 1.2 de, ozellikle de Onerme 1.2.2 de; H de iki noktanin yine H de bir tek
hiperbolik dogru belirledigini gérdiik. Bunun ispatinda * verilen 2 noktadan gecen ve R ye
dik olan, C den bir tek Oklid cemberi veya Oklid dogrusu gecer.” gercegini kullandik.

Ayni durum oo daki noktalar ile belirli hiperbolik dogrulara uygulanir.

Onerme 1.4.2: peH ve qeR olsun. Bu takdirde p ve q ile belirli H da bir tek
hiperbolik dogru vardir.

Ispat: q = oo olsun. p den gegen hiperbolik dogrulardan sadece birinin oo daki
sinirinda q yu kapsar. Bu hiperbolik dogru {zeC |Re(z) = Re(p)} Oklid dogrusundadir.

Teklik ise bir Oklid gemberinde bulunan higbir H dogrusu onun sonsuzdaki siirinda
oo u bulunduramaz.

q# o ve de Re(p) = Re(q) olsun. Bu takdirde {zeC |Re(z) = Re(p)} Oklid
dogrusunda bulunan hiperbolik dogru oo daki sinirinda q yu kapsayan p den gegen bir tek
hiperbolik dogrudur.
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q# © ve de Re(p) # Re(q) olsun. Bu takdirde onerme 1.2.2 nin ispatindan
hareketle p,q dan gecen merkezi R olan bir tek Oklid ¢emberi elde ederiz. Bu Oklid

cemberinin H ile kesisiminden istenilen bir tek H dogrusu elde edilir.

1.5. Mobiiis Doniisiimler Grubu

Amacimiz doniisiimlerin uygun bir grubunun etkisi altinda invaryant kalan bazi
degerleri goz Oniline alarak hiperbolik diizlemin geometrisini ¢alismak oldugundan bu
boliimii C nin doniisiimlerinin bir grubu olan Genel Mobius Grubunu ( “Méb” ) i goz
Oniine alacagiz. Bu grup mobiilis donilislimleri ve yansimalarin bileskelerinden olusur.
Kendimizi H y1 koruyan “Mo6b” deki doniisiimlere odaklayacagiz.

H daki her hiperbolik dogru C de bir ¢ember oldugundan hiperbolik dogrular:
hiperbolik dogrulara gdtiiren H min déniisiimlerini bulmak icin ilk énce C de ¢emberleri
cemberlere resmeden C, homeomorfizmlerinin grubunu belirleyecegiz. Notasyonun
uygunlugu icin Homeo®(C) ile C nin homeomorfizmlerini, Homeo (C) ile de C deki
cemberleri C deki gemberlere resmeden C nin homeomorfizmlerinin grubunu gosterelim.

Homeoc(((_j) nin herhangi iki elemaninin bileskesi yine Homeo®(C) dedir; birim
homeomorfizmi yine Homeo®(C) dedir. Fakat acaba Homeo®(C) de olan bir elemanin
tersi yine Homeoc(@) de midir? Yani heniiz daha Homeoc(@) nin grup oldugunu
bilmiyoruz. C de bircok homeomorfizmler vardir ama bunlar Homeo®(C) de degildir.

Ayrica Homeo®(C) & Homeo(C)  dir. Gergekten, ilk o6nce C nin
homeomorfizmlerinin bir bilinen sinifini, polinomlar1 géz oniine alip inceleyelim. Her bir
g(z) polinomuna bir f: C » C, vz € C icin f(z) = g(z) ve f(o0) = oo fonksiyonu karsilik
gelir. Amacimiz polinomlardan gelen C nin homeomorfizmleri oldugundan, derecesi “1”

olan polinomlara odaklanalim.

Onerme 1.5.1: a# 0, a,beC, f(z) =az+b, z€ C, f(0) = 00 elemant
Homeo®(C) dedir.

Ispat: Kisim 1.3 den biliyoruz ki C de A ¢emberi a,ye R, BeC olmak iizere
azZ + Bz + Bz + v = 0 bigimindeki denklemin ¢6ziim kiimesidir.
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a# 0 & A, C de bir gemberdir. ilk énce farzedelim ki A, C de bir Oklid dogrusu
olsun. Bu takdirde 3P eC, yeR o&yle ki A = {zeC | Bz + Bz +y = 0} dir. Gostermek

istiyoruz ki z bu denklemi sagliyorsa w = az + b de benzer bir denklemi saglar. Burada

w =az+b oldugundan z = i(w —b) dir. Bunu A daki denklemde yerine yazarsak

— o1 P N (B~ By _B _

Bz+Bz+y=B-(W=Db)+B-(W-Db)+y=-w+ (;)w—;b—;b+y =0 dir.
gb + gb = ZRe(g b) oldugundan w de bir Oklid dogrusunun denklemini saglar. Boylece
f, C deki Oklid dogrularin1 C deki Oklid dogrularina resmeder. f nin Oklid ¢emberlerini

Oklid gemberlerine resmetmesinin ispat1 da benzerdir.

Not: a,beC, a# Oise f(z) =az+b, zeC, f(o) = o fonksiyonu C deki Oklid
¢emberlerini 6klid gemberlerine resmeder.

Simdi C deki resim ¢emberi hakkinda f(z) = az + b ve C deki orijinal cemberi de
g0z Oniine alarak daha fazla bilgi edinmeye calisalim.

Farzedelim ki S Oklid dogrusu Bz + Bz + y = 0 denklemi ile verilsin. Bu takdirde

Re® Gir. £ doniistimii altinda S nin resmi gw + (g) w— Sb - Sb +y=0idi

S nin egimi m )

Re(Ba) 4r

Bunun egimi de (B3

Yukarida Homeo®(C) nin bir elemanini elde etmistik. Simdi bunun ikinci bir
elemanimi bulalim. Daha énce J:C - C, J(z) = i, z € C\{0} icin]J(0) = o0,]J(o0) = 0

fonksiyonunun C den C ye bir homeomorfizma oldugunu gordiik.
Onerme 1.5.2: ] eHomeoC®(C) dir.

Ispat: A, C de azz+Bz+Bz+y =0, a,y ER, B € C verilen bir cember olsun.

w = i alirsak z = % elde edilir. Bunu A nin denkleminde yerine koyarsak

a%% + B% + % + vy = 0 elde edilir. ww ile her iki tarafi carparsak

o + BW + Bw + yww = 0 elde edilir. « ve y reel ve de w ve W nin katsayilari
eslenik oldugundan, bu denklem C de bir ¢emberin denklemidir. Yukaridaki &nerme
yardimi ile J(A) ¢emberi hakkinda bazi sayisal bilgileri A ¢gemberinin terimleri cinsinden

elde edebiliriz.
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Mesela, A, C de 2z + 2Z + 3 = 0 denklemi ile verilsin. Bu takdirde, J(A) nin
denklemi 2w + 2w + 3ww = 0 denklemi C de bir Oklid ¢emberidir. Bu ¢emberin

.2 2 .
merkezi —3 Ve yarigapl - tiir.
Not: Dikkat edilirse C nin  f(z) =az+b, a,b€C, a# 0ve](z) = %

.. . . az+b , . . . .
homeomorfizmlerinin olasi her bileskesi m(z) = p—— bi¢imindedir.

Tanmim 1.5.3: m:C-C, z->m(z):= :::2

, a,b,cd €C,ad—bc #0

déniisiimiine bir “mobius doniisimii” ad1 verilir. Biitiin mébius doniisiimlerini Mob™ ile

gosterecegiz.
1.6. “co ” un Aritmetigi

a # 0 olmak {izere siireklilikten %, oo a karsilik getirilecektir. Yani % = limw_>0%

alacagiz. a # 0 oldugundan % # 0 dir. |%| y1 gdz Oniine alirsak C de limw_,O% =

Ot 9 . b .
oldugu goriliir. Buna ragmen % tanimsizdir. Benzer bigimde, co un m(z): = % altindaki

v e e e e e o . . b . ..
gorintisiinii siireklilikle tamimlayalim. Yani; m(o0): = hmz_m% =% dir. m(o0) iyi

tanimlidir, ¢iinkii ad — bc # 0 oldugundan a ve c nin en az biri sifirdan farklidir.
m (o) =§ den m(o) =0 < ¢ =0, m(0) =g oldugundan m(0) =c< b =0

dir.
dw-b

—Ccw+a

az+b
cz+d

Not: m(z):= mobiiis  doniisiimii bijektiftir ve tersi m~1(w) =
seklindedir.
Sonug: (M6b™,©) bir gruptur. Grubun birim eleman1 m(z) = z doniistimiidiir.
Goriildiigii gibi bir mdbius doniisiimiiniin bigimi bundan énce karsilastigimiz C nin
a+ 0 olmak iizere, a,beC, f(z) =az+b,z€ C ve f(o0) = o0 homeomorfizmi ile
J;C->C, J(z) = %, z € C/{0} igin J(0) = oo, J(o0) = 0 homeomorfizmi bigimlerine
benzerdir.
Simdi gosterecegiz ki, her mobius doniisiimii bu bigimdeki iki doniigiimiin bir

bileskesidir.
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az+b
cz+d

Mobits

Teorem 1.6.1: a,b,c,d € C ve ad —bc # 0 olmak ilizere m(z):=
doniistimiinii géz ontline alalim.
. a b ,.
c=0isem(z):= Jz+3 dir.
c#0 ise g(z) =c?z+d ve f(z) =—(ad —bc)z +% olmak iizere m(z) =

f(J(g(2))) dir.

Ispat: Ispat direk hesaplama ile ¢ikar. c = 0 ise problem yok.

az+b _ (az+b).c _ acz+bc
cz+d = (cz+d).c  c2z+dc

c#0 ise bu takdirde m(z):= dir. ad —bc # 0

oldugundan m(z) — acz+bc _ acz+ad—(ad-bc) _2 ad-bc _ f(](g(Z)))

- olu burada
c2z+dc c2z+dc ¢ c2z+dc p

g(z) = c?z + dc ve f(z) = —(ad — bc)z +% dir.

Sonuc 1.6.2 : Her Mobiiis doniisimii C nin bir homeomorfizmasidir. Yani
Méb* € Homeo®(C) dir.

Her Mobiiis doniisimii, C deki c¢emberleri C deki ¢emberlere resmeden
doniisiimlerin bir bileskesi oldugundan, C deki ¢emberleri C deki ¢emberlere resmeder.

Buradan asagidaki teoreme ulasiriz.

Teorem 1.6.3: M6b* c Homeo®(C) dir.
Simdi mobius  doniisiimlerini  sabit noktalarina gore siniflandiralim. meMob™*

doniisiimiiniin bir sabit noktast m(z) = z sartin1 saglayan z € C noktalaridir. m doniisiimii

birim olmasin. Bu kismin baginda gérdiik ki m(z) := :z:z

mobiiis doniisiimii i¢in
m(o) = %dir. Boylece m(o0) = 0 & ¢ = 0dir.
. a b ,. a b a . -
c=0 ise m(z) = 72t+3 dir. m(z) =z = Sz +3 olsun. 1= 1 ise C de ¢6ziim yoktur.
% #1lisez = ﬁ denklemin bir ¢dziimiidiir. Ozellikle ¢ = 0 ise m, ya bir veya iki tane

sabit noktaya sahiptir.

az+b
cz+d

c# 0 ise m(o) # oo dur. Boylece m nin C deki sabit noktalart m(z) =

denkleminin ¢oziimleridir. Ki bu ¢oziimler cz?+ (d—a)z—b =0 denkleminin
kokleridir. Bu durumda ¢ # 0 ise m, ya bir veya iki tane sabit noktaya sahiptir. Yukarida

yapilan bu hesaplamalar asagidaki 6nemli sonucu dogurur.
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Teorem 1.6.4: m(z), C de farkli ii¢ noktay sabit birakan bir mébius doniisiimii ise

m birim doniistimdiir.

1.7. Mob* min Geciskenlik (Transitiflik) Ozelligi

Mo6b™ nin en énemli 6zelliklerinden biri de C de yegane iiclii transitifligidir. Yani, C
de alinan (z, 2, z3) ve (wy w, w3) gibi farklr iki tiglii nokta igin yalnizca bir tek meMob™*
vardir 6yle ki m(z;) = w;, i = 1,2,3 seklindedir.

Sikca yapildig1 gibi varlik ve tekligin ispatinda teklik ispati 6nce yapilir. Daha sonra
elde edilen biitiin imkanlar kullanilarak 6zel bir doniisiim elde edilir. C de farkli noktalarmn
iki tigliisii (z4 z; z3) ve (Wy W, w3) olsun.

Farzedelim ki, 3 m,n eMob*éyle ki n(z,) = w; = m(z,), n(z,) = w, = m(z,) ve

1

n(z3) = ws = m(z3) tir. Teorem 1.6.4 den m'on, C de ii¢ farkli noktayr sabit

biraktigindan m™1

o n birimdir. Béylece m = n dir.

Simdi (2 2, 23) noktasim1 (w; w, w3) noktasina resmeden bir Mob* doniigimi
bulabilmek i¢in m(z;) =0, m(z,) =1 ve m(z3) = o olan bir meMoébt bulmak
yeterlidir. Sayet boyle bir meMob™ olusturabilirsek n(w;) = 0, n(w,) =1, n(ws) = o

olan bir n eMéb™ da bulabiliriz. Bu durumda n~?

o m istenilen dontisiim olur.
Boylece m(z;) = 0, m(z,) = 1 ve m(z3) = o olan bir meMob* bulalim. Biitiin z
lar C de taniml1 olsun. Bu durumda C de
272 Zp "3 _ (22 — 23)2 — 21(2Z2 — Z3)
Zy =2 Z— 73 (22 —21)Z — 23(22 — 241)

dontigimiini  goéz Oniline alalim. Agik¢a, ad —bc = (z, —z3)(—2z3(z, —71)) —

m(z) =

(—=21)(22 — 23) (22 — 21y = (22 — Z3) (21 — Z3)(2Z2 — 1) # 0 oldugundan meMob™ dur.

Sayet,
Zy—7Z
z; = o olursa m(z) = =2—;
Z—1Z3
Z—Z
Z, = oo alinirsa m(z) = —=;
Z—1Z3
Z—7Zq

z3 = oo almirsa m(z) = elde edilir.
Zy—7q

Herhangi bir U¢liiyli diger keyfi bir iigliiye resmeden 6zel bir mobius doniisiimii
bulmak olduk¢a sikict olur. Mesela, (2i,1+1i,3) igclustiini (0,2 + 2i, 4) tgliisiine

resmeden Mob* doniisiimiinii bulalim. Ucgliilerin niimerik degerleri doniisiimii bulmay:
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giiclendirmektedir. Bunun i¢in yukarida mevcudiyet ispatindaki gibi (2i, 1 + i, 3) noktasini
(0,1, o) noktasina gotiiren m mobius doniigiimii

z—21 1+i-3 (-2+4+z+2+4i

z—3 14+41-2i (1-i)z—3+3i

dir. Ve (0, 2 + 2i, 4) iigliisii (0, 1, ) iigliisiine gdtiiren neMob™ doniisiimii

n(z) _ oz 2+2i-4 _  (=2+20)z
z—4  242i (2+2i)z—8-8i

1 _ (24+8i)z+16-48i .
(0™ e m)(z) = (6+6i)z+4—24i dir.

seklindedir. Boylece aradigimiz doniistim,

Su ana kadar (z; z, z3) gibi farkli noktalarin sirali iigliileri ile hesap yaptik. Simdi
sirali olmayan bir tcliiyli yani {z;z,z3} kiimesini sirali olmayan farkli noktalarin
{w; w, w3} kiimesine resmeden Mdobius doniisiimiiniin varligi siral iiglilerde yapildig:

gibidir. Ancak teklik artik gegerli degildir.

Tanim 1.7.1: G bir grup, X bir kiime olsun. Bij(X) ile X den X e bijektif doniisiimlerin
grubunu gosterelim. G den Bij(X) grubuna bir homomorfizm varsa G ye X {izerinde hareket
eder denir veya bir hareket grubu ad1 verilir.

1.7.1 Tanim1 asagidaki gibi de verebiliriz.

A: G x X - Xdontsimi (g x)eG X Xigin, A(g x) = gx
(1) 8182X = 81(82(x)

(11) ex = X, eeG birim eleman

sartlarin1 sagliyorsa G ye X iizerinde bir hareket grubu adi verilir. Bu tanimdan kolayca
gortliir ki geG keyfi verildiginde

fg:X - X, xeX igin

X = gx
bijektif bir doniisiim ve bundan hareketle

t: G = bijX

g fg

g<G i¢in bir homomorfizmdir.
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Simdi 1.7.1 tanimindan yukaridaki tanimi soyle elde edebiliriz:

f: G = bijX

g ~fg
bir homomorfizma olsun.

A:G XX — X doniisimini

(&%) - f3(x)
olarak tanimlayalim. Bu durumda,

A(g182,%) = fy4,(0 = fy, © fp, () = A(g1,82(%))
elde edilir.(fg, g, bir homomorfizma )

Ale,x) =f.(x) = I(X) =x

Yani f birim eleman1 olan e yi [ birim donilisimiine resmeder. Bununla birlikte
ikinci tanim elde edildi.

Ozetlersek, sayet G grubunun her eleman1 X in bir bijektif elemanina gidiyorsa ve
eger G nin elemanlariin grup carpimi karsilik gelen bijektif elemanlarin bileskesine
karsilik geliyorsa G, X iizerinde hareket eder diyecegiz.

Bu grup hareketini gbz oniine alan grup, soyut bir obje degil de bir X kiimesinin
simetrilerinin 6zel bir koleksiyonu olarak diistintilmelidir. Grup hareketine birgok sifatlar
takilabilir. Soyle ki;

G ye X lizerinde gegisli olarak hareket eder : & Vx,yeX i¢in 3 geG Oyle ki g(x) = y dir.
Bu 6zellik bizi ilgilendiren en 6nemli 6zelliklerden biridir.

Simdi verecegimiz lemma ile gegiskenligi elde etmeyi kontrol etmek i¢in daha
kolay bir sart veririz, ki bu Méb*, C nin farkli noktalarinin iigliileri iizerinde gegisli
hareket etmesi ispatinin bir genellestirilmisidir.

Lemma 1.7.2: G, X iizerinde hareket etsin ve xy,€X olsun. Farzedelim ki
Vye Xigin 3 geG dyle ki g(y) = X, dir. Bu takdirde G hareketi gecislidir.

Ispat: y,zeX keyfi olsun. 3 gy 82€ G Oyle ki g, (y) = xo = g,(z) dir. Bu takdirde
(82)7" o gy(y) =z olur.

Mo6b* nin, C nin farkli noktalarmin iigliileri iizerindeki hareketini hatirlarsak; iki
ticlii verildiginde birini digerine resmeden bir tek Mob* déniisiimii vardi. Bu bize G nin bir

X kiimesi tizerinde tek bir sekilde gecisken hareket etme taniminin verilebilecegini
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gosterir.Vx,ye X i¢in 3! geG oOyle ki g(x) =y ise G, X lizerinde bir tek sekilde gegisken

hareket eder diyecegiz. Bu dilde Mob*nin durumunu asagidaki teoremle verelim.

Teorem 1.7.3: Méb* grubu, C nin farkli noktalarmin iicliilerinin T kiimesi iizerinde

tek olarak transitiftir.

Teorem 1.7.4: Mob™ doniisimii C deki cemberlerin C kiimesi iizerinde transitiftir.

Ispat: ilk 6nce C de farkli noktalarimin bir iigliisiinin C de bir tek cember
belirledigini gosterelim.

Bunun i¢in, (z4 2z, Z3) C de farkli noktalarinin bir iigliisii olsun. Sayet biitiin z, lar C
de kolineer olmasin. Bu takdirde bu ii¢ noktadan gegen bir tek Oklid cemberi vardir.

Sayet biitiin z, lar C de kolineer olsun. Bu takdirde bu noktalardan gegen bir tek
Oklid dogrusu vardir.

Sayet z lardan biri oo ise diger iki noktadan gegen bir tek Oklid dogrusu vardir. C
deki farkli ii¢ nokta C de bir tek gember belirlemesine ragmen tersi dogru degildir. C de bir
A ¢emberi verilmis ise C de farkli noktalarin bir ¢ok {i¢liisii A cemberini verir.

A ve B, C de iki gember olsun. A iizerinde farkli noktalarin bir iigliisii ve B iizerinde
farkl1 noktalarin bir ti¢liisiinii alalim. Ve m eM6b™ da A {izerinde alinan ti¢liiyii B {izerinde
alinan iigliiye gétiirsiin. m(A) ve B, C de ayn1 noktalardan gecen cemberler oldugundan
m(A) = B dir.

Yukaridakilerin 15181 altinda sdyleyebiliriz ki C nin farkli noktalarinin iigliilerinin T

kiimesinden C deki ¢gemberlerin C kiimesine 6rten bir déniisiim vardir.

Teorem 1.7.5: M6b* grubu C de dairelerin D kiimesi iizerinde transitiftir.

Ispat: D ve E, C de herhangi iki daire 6yle ki D, Cp gemberi tarafindan ve E de Cg
cemberi tarafindan belirli olsun. Méb*, C de C gemberlerin kiimesi iizerinde transitif
oldugundan 3 meMaob* dyle ki m(Cp) = Cg dir. Béylece, m(D), Cg tarafindan belirlenen
bir dairedir.

Buna ragmen Cg ile belirlenen iki daire vardir ve m(D) = E veya m(D) nin Cg ile

belirli diger daire olup olmadigini bilmiyoruz. m(D) = E ise ispat tamam.



23

m(D) # E ise Cg yi Cg ye ve bu ¢ember tarafindan belirli iki daireden birini digerine
resmeden bir Mob* déniisiimii bulmaliyiz. Bu zor degildir.

flIk 6nce C de bilinen bir gemberle baslayip, Méb™ nin C iizerindeki transitifliginden
bu 6zel gember i¢in yapilan1 herhangi bir gembere tasiyabiliriz.

R c¢emberini gbz oniine alalm. Bu durumda J:C - C, J(z) = i doniistimii,
J(0) = oo, J(0) = 0 ve J(1) = 1 oldugundan R yi R ye resmeder. ](i) = —i oldugundan
J, H y1 H ya resmetmez. Dolayisi ile ] , R ile belirli dairelerden birini digerine resmeder.

Simdi A, C de herhangi bir gember ve n(A) = R olan neMob™ olsun. Bu takdirde
n~! o] on doniisiimii A y1 A ya ve A ile belirli iki daireden birini digerine resmeder. Bu ise

ispati bitirir.
1.8. Capraz Oran

Bu kisimda Méb™ altinda invaryant kalan C iizerindeki fonksiyonlar1 sorgulayacagiz.

Tanim 1.8.1: £:C* - T fonksiyonu Moéb* altinda invaryanttir denir.
o

VmeMob* i¢in f(z, z; ...,2zx) = f(mzy mz, ..., mzy) dur.

M6b* nin C iizerindeki iiglii transitifliginden 1 < n < 3 i¢in M6b™ altinda invaryant olan

£:C" > C fonksiyonlar1 sadece sabit fonksiyonlardir. n > 4 i¢in f: €' ->C fonksiyonlar1

icin durum oldukea ilgingtir.

Tamm 1.8.2: z,,2,, 23,2, €C farkl noktalar olsun. z, , z, , Z3, Z4 nin ¢apraz orani

[ : ]= (21 — 24) (23 — Z7)
21,22, 23,24 = (21 — 22) (23 — Z4)

olarak tanimlanir. Sayet z, lardan biri oo ise ¢apraz oran siireklilikle tanimlanir.

Yani,

[00,25:23,24] = lim[z,2, ;2 z]—lim(Z_Z4)(Z3_ZZ)_(Zs—Zz)
142,y 43, L4 700 243,44 Z—00 (Z—ZZ)(Z3—24) (23—24)

dir. [21,: 0; Z3, 24], [21,: Zp; 0, 24] ve [zl,, Z;Z3, 00] benzer bicimde tanimlanir.
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Ayrica ¢apraz oran Mob* altinda degismezdir. Baz1 6zel durumlarda ¢apraz oran

1-7
= dir.

1
1-z |[1-2|2

kolaylikla hesaplanabilir. Yukariyr g6z Oniline alarak [oo0,0;1,z] =

Boylece [0, 0; 1, z] reeldir & Z ve boylece z reeldir.

Onerme 1.8.3: z;,7,,75,2,€C farkli noktalar olsun. Bu takdirde,z, , 7, ,23,2,€C

de bir gember iizerindedir & [zl', 273, 24] eR dir.

Ispat: z,,7,,25,2,€C farkh noktalar ve meMob* da m(z;) = o, m(z;) = 0 ve
m(z;3) = 1 dir. Bu durumda m(z;) = o, m(z,) =0, m(z3) =1 ve m(z,), C de bir
cember iizerindedir. (acikca R iizerinde ) & m(z,) € R dir.

[21,: Zy; z3,z4] = [m(z,), m(z,); m(z3), m(z,)] ve Mob* ¢emberleri ¢emberlere

resmettiginden, z , z, , z3, Z4 bir gember lizerindedir < [Zl', Zy;Z3, 24] eR dir.
NOT: Capraz oran tanimin1 géz dniine alirsak asagidaki tanimlar1 da verebiliriz.

_ (21—25)(23—24)

o [Z Zo ;72,7 ] :
Ly %2, 23 24l (z1-24)(23-22)

_ (22-21)(z3—-24)

o [Z ARy Z] =
Ly%2, %3 2dl3 (z2-24)(23-21)

Su ana kadar verilen bu ii¢ tip ¢apraz oran birbirleri ile yakindan ilgilidir.

1.9. Mobiiis Doniistimlerinin Siniflandirilmasi

Kisim 1.5 de Mobiiis doniisiimlerinin ¢ok dar da olsa bir siniflandirilmasi verildi.

Bunun iyi bir sekilde agilmasi gerekiyor.

Tamm 1.9.1: m;, m,eMob* déniisiimlerine esleniktirler denir:< IpeMob™ dyle

kim, = pom, op~!dir
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Geometrik olarak m; ve m,, p ile eslenik ise m; in C iizerindeki hareketi ile m, nin
p(((_:) = C iizerindeki hareketi aymdir. Yani, esleniklik, C iizerinde koordinatlarin bir
degisimini yansitir.
Mo6bT doniisiimlerinin simiflandirilmasindaki asil amag verilen herhangi bir Méb™
doniislimiinii bir standart forma eslenik yapmak ve miimkiin olan standart formlar
siiflandirmaktir.
meMo6b* doniisiimii I dan farkli bir doniisiim olsun.
Farzedelim ki, m C de bir tek sabit noktaya sahip olsun ve bu nokta x olsun. yeC\{0}
olsun. Bu takdirde (x,y, m(y)) C de farkli noktalarin bir (siral) {igliisiidiir.

peMob* doniistimii (x,y, m(y)) Uglisiinii, (oo, 0,1) tgliisiine resmetsin ve p o m o
p~ 1! bileskesi gdz 6niine alinsin. p nin segiminden
pemop () =pom(x) =p(Xx) =c0 dir. pomop™l, o u sabit biraktigindan
pemop i(z)=az+b,a#0 dir. pomop !, C de sadece o u sabit biraktigindan
p em o p~1(z) = z nin C de ¢oziimii yoktur. Bdylece a = 1 olmak zorundadir.

pemop 1(0) = pom(y) =1 oldugundan b = 1 dir. Bdylece pemop~1(z) =
z + 1 dir. Boylece, bir tek sabit noktaya sahip olan her me Méb* doniisiimii, bir Mob™*
dontisiimii ile n(z) = z + 1 gibi bir M6b doniistimiine esleniktir.

m doniisiimiine parabolik deyip pemop~1(z) =z + 1 e de onun standart formu

diyecegiz.
Z
(z+1)

Simdi 6zel bir 6rnek alalim. m(z) = dontigiimii bir tek sabit noktaya sahiptir.

O da “0” noktasidir. Simdi m yi standart bigime gétiiren peMob* doniisiimiinii bulalim.

00eC\{0} alalim. m(o) =1 ise p, (0,0, 1) i (o0,0,1) e resmeden doniisiim olsun.
Bu doniisiim p(z) = i doniisiimiidiir.

Simdi farzedelim ki m, C de x ve y noktalarmi sabit biraksin. qeMéb* y1 dyle
secelim ki q(x) = 0 ve q(y) = oo olsun. Bu takdirde,

gemeq () = gem(y) =q(y) = veqemeq (0) =qem(x) = qx) =0
dir. Bdylece q o m o q~1(z) = az olan bir acC\{0,1} mevcuttur ve a ya “m nin garpam”

denir.

2Z+1
VA

" eMob™ y1 alalim. m() = 2 # o oldugundan m

Ozel bir 6rnek olarak m(z) =

nin sabit noktalart m(z) = % = z nin ¢dziimleridir. Yani z = %(1 + +/5) dir.
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Simdi, m yi standart bi¢cime eslenik yapacak olan q doniisiimiinii bulalim.
%(1 + \/5_ 1“0”ave %(1 —+/5) iise “o0" a resmedecek olan qeMob™ doniisiimlerinden
biri

Z—%(1+\/5—)

= H1v5) dontlistimiidiir.

q(z):=

Burada q e m o q~! bileskesini hesaplama yerine m nin ¢arpanmm bir degerle hesaplamak
¢ok daha basittir.

_ -5 ..
a=qemeq (1) = gom(e) = q(2) = -7 dir

Not: meMob?, x ve y sabit noktalarma sahip olsun. n;(x) =0 = n,(x) ve

n;(y) = © = n,(y)ise n; omon; ! ven, omon, ! ¢arpanlar esittir.

Not: Iki sabit noktali meMob™* doniisiimiinii s(x) = o ve s(y) = 0 ile standart

bicime eslenik yapabiliyorsak s o m o s~ in garpani i dir.

Tammm 1.9.2: Son iki notun bir sonucu olarak, iki sabit noktali bir Mdbiiis
doniisiimiiniin carpam sadece alinan terse (inverse) gore tanimlanir. Ustelik J(z) = % ,
m(z) = azyim 1(z) = %Z ye eslenik yapar.

Sayet m nin a ¢arpani |a| = 1 6zelligini saglar ise bir ¢ € (0, ) i¢in a = e?®! olarak
yazilabilir. Ve qomoq '(z) = e?*?z orijin etrafindaki 2¢p acgilik bir déonmeyi temsil
eder. Bu durumda ¢ ye eliptik doniisiim adi verilir. gem o q~2(z) = e?®'z ye, m nin
standart bi¢imi adi verilir.

la] # 1 ise a = A%e?®! olacak sekilde A # 1 pozitif sayis1 ve ¢ € [0,1) vardur.
Boylece q o m o q~1(z) = A%e?®iz, A? biiziilmesi (A% > 1 ise genisleme veya A? < 1ise
daralma ) ile orijin etrafinda 2¢p acili bir donmenin (trivial de olabilir) bileskesidir. Bu
durumda m ye “loxodromik” adi verilir ve qomoq~%(z) = A%e??'z, m nin standart

bigimidir.

Not: “Loxodromic” ismi “loksodrome” kelimesinden gelir. Loksodrome kiire

tizerinde dyle bir egridir ki her enlemi ayn1 ag1 ile keser. Boylam dogrular1 loxodromlardir.
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Ancak, kutuplara helezon teskil eden loksodromlar da vardir. Loksodromik Mobius

doniistimlerinin her biri ile loxodromu invaryant birakir.

1.5. Mobiiis Doniisiimlerinin Matrislerle Gosterimi

ki Mébiiis doniisiimiiniin bileskesi icin formiile bakacak olursak 2 X 2 tipindeki

matrislerle Mob* arasinda kuvvetli bir iliski buluruz.

az

.__az+b __az+B L. .. .. .. v .
m(z) = —q Ve n(z) := — dontistimlerini gz Oniine alalim. Bu takdirde,

am(z)+B _ (aa+Bc)zB+ab+pd
ym(z)+8 - (ya+8c)z+yb+68d

nom(z) = dir.

Sayet m ve n doniisiimlerinin katsayilarini 2 X 2 tipinde matrisler olarak alirsak

(75) () = Gase yoisa)

elde edilir.
Goriildiigii gibi matris c¢arpimlarinin elemanlar1 iki Mob*t doniisiimiiniin bileskesinin
katsayilarina karsilik gelir. Bu benzerligi kullanarak kisim 1.9 da verilen simiflandirmay:
biraz daha acikliga kavusturalim.

2x2 tipindeki bir matrisle ilgili iki esas nlimerik deger vardir. Bunlardan birisi

determinant digeri ise iz dir.

az+b
d

m(z) = cz+

nin determinanti det(m) = ad — bc olarak tanimlanir. Dikkat
edilirse bir Mob* déniisiimiiniin determinant1 iyi tanimli degildir. m nin katsayilarini

sifirdan farkli bir sabitle ¢arparsak m nin hareketi lizerinde hicbir degisiklik olmaz. Cilinkii

az+b _ aaz+ab

aeC\{0} i¢in m(z) := 4" corad dir. Buna ragmen determinantlar esit degildir.
Uyar: m(z) = :::2 , ad —bc # 0 doniisiimiinde a y1 dyle secebiliriz ki m nin

determinanti 1 olur. Bu durum da hala bir karisikliga sebep olabilir. Ciinkii -1 ile ¢arpmak,

m nin determinantin1 degistirmeyecektir. Bu belirsizlik son belirsizliktir.

Tanmim 1.10.1: Determinant1 1 yapma islemine m yi “Normalleme(Normallestirme)”

islemi diyecegiz.
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m Mobius doniisiimiinii normallestirdikten sonra kullaniglt baska bir niimerik deger

s6z konusudur. Bu niimerik deger iz dir.

az+b .
dir.
cz+d

T:Mébt —C, t(m) = (a + d)?, burada m(z) :=

Doniisiimii normalledikten sonra belirsizlik sadece -1 ile ¢arparken ¢iktigi i¢in t(m) iyi

tanimlidir. Burada gercek iz, iz(m) = a + d dir.
Ayrica t(pemop 1) =1(m) ve t(nom) = t(m o n) dir.

T nun eslenik altinda invaryant kalan bu 6zelligini kullanirsak, Mobiiis doniistimlerinin
onlar1 standart formlarina eslenik yapmadan, farkli tiplerini ayirt edebiliriz. m € Méb* ve
p € Méb* da m yi standart bigimine resmeden déniisiim olsun. T(m) = t(pomop™1)

oldugundan t nun standart formlar iizerindeki degerlerini gbz 6niine almak yeterlidir.

e m parabolik ise T(pomop ) =z+ 1 dir. Boylece T(m) = t(pemop™t) =
(1+1)2=4
Dikkat edilirse e(z) = z dzdeslik doniisiimii i¢in t(e) = (1 + 1)? = 4 dii.

e m eliptik veya loxodromik ise p e m o p~1(z) = a?z, a® € C\{0,1} yazilabilir.

az
a~1

Buradan pom o p~1(z) = ve boylece T(m) = t(pemop™1) = (a+ a™1)? dir.
e m eliptik ise |a| = 1 dir. Yani 38€(0, m) 6yle ki a = e'® dir. Buradan,
T(m) = (a+a )2 = (e!® +e719)2 = 4 cos? 0

Ozellikle t(m) reel ve T(m) € [0,4) diir.

¢ m loxodromik ise |a| # 1 dir. Bu durumda p > 0, p # 1 ve bir 6€[0, ) igin
o = pe'® dir. Buradan, a + o= = pel® + p~te~1® ve boylece
t(m) = (a + a™1)? = cos(20) (p? + p~2) + 2 + isin(208) (p? — p~2) dir.

p # 1 oldugundan, 6 # 0 ve 6 # g icin Im(t(m)) # 0 dur.

Simdi yaptiklarimizi1 asagida kisaca 6zetleyelim:
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Onerme 1.10.2: m birimden farkli bir M6bius doniisiimii olsun. Bu takdirde;

1. m paraboliktir & t(m) = 4
2. m eliptik & t(m)e[0,4)
3. m loxodromik < t(m) sifirdan farkli bir sanal kisma sahip veya t(m) reel
ve T(m)e(—00,0) U (4, )
Ornegin; m(z) = % ornegini géz Oniine alalim. det(m) =3 —1 =2 dir. m yi
ﬁ
i3

" dir. Buradan t(m) = 8 dir. Boylece de m loxodromik bir
NoiNG

normallestirirsek m(z) =

elemandir.

Dikkat edilirse bir eliptik veya loxodromik m elemaninin ¢arpanini sadece t(m) nin
degerini bilerek hesaplayabiliriz. Sayet m, A% ¢arpanina sahip ise bu takdirde,

t(m) = A+ 21712 =A% + 172 + 2 dir. Bu durumda, A* + (2 — t(m))A? + 1 = 0 dur.

Buradan,

A% =2[t(m) -2+ /2 —t(m))2 — 4] = %[r(m) — 2+ /—4t(m) + Tz(m)] dir.

%[T(m) -2+ \/—4T(m) + 12 (m)] ve %[T(m) -2- \/—4T(m) + 12 (m)] birbirinin

tersi oldugundan A2 garpanimi |A|? olacak sekilde alabiliriz.

Bu kism1 Mobius doniistimleri ile 2 X 2 matrisleri arasindaki iliski ile bitirelim.

GL(C) =

~

(?3) |a,b,c,deC ve ad — bc # O},

SL,(C) = {(33) la,b,c,deC vead — bc = 1}

olsun.

u: GL,(C) » Mob*

((m=(20)) = (m2r = 22)

dontisiimii bu kismin basinda gordiigiimiiz gibi bir homomorfizmadir.
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1.6. Yansimalar

1.6.3 Teorem ile gordik ki Méb* c Homeo®( C) dir. Méb* nin Homeo®(C) de
kalan dogal bir genislemesi vardir.
Méb* y1 daha biiyiik bir gruba genisletmek icin Méb™ da olmayan C nin en basit bir

homeomorfizmini diisiinelim. Bunlardan biri kompleks esleniktir.

C(z) = z, zeC, C(o0) = oo olsun.

Onerme 1.11.1: C: C - C ,C(2) = {OOZ' Ze:Coo doniisiimii bir homeomorfizmadir.

)

Ispat: C nin tersi kendisidir. Yani C™*(z) = C(z) dir. Béylece C bijektiftir. C nin
siirekli oldugunu gosterelim. zeC ve € > 0 olsun. C(Ug(z)) = U(C(z)) oldugundan
ispat tamamlanir.

Tamm 1.11.2: Mob := (M6b™, C ) grubuna “Genel Mobius Grubu” denir.

Yani her peMob* elemani, k = 1 ve meMob™ olmak iizere, p = Comyo ..Com,
olarak yazilabilir.

Dikkat edilirse Mob™ nin biitiin transitiflik 6zellikleri Mob de gegerlidir. Yani Mob
grubu, C grubu farkli noktalarmn iigliilerinin T kiimesi iizerinde, C deki ¢emberlerin C
kiimesi iizerinde ve C deki daireler iizerinde transitiftir.

Buna ragmen Mob grubu farkli noktalarin {igliileri iizerinde tekli transitif degildir.
Gergekten C(z) = Z doniisimii ile birim doniisiim (1,0, ) {igliisiinii, sirasi ile (1,0, o)

lizerine resmeder.
Teorem 1.11.3: Méb € Homeo®( C) dir.

Geometrik olarak C nin, C iizerindeki hareketi R deki “yansima” dir. Yani R nin her
noktasi C tarafindan sabit birakilir ve her ze C\R noktasi dyle bir 6zellige sahiptir ki R
dogrusu z ve C(z) yi birlestiren Oklid par¢asinin dik agiortayidir.

Burada yansima, R 6zel gemberinde tanimlandi. Fakat yansimayr C de herhangi bir

cemberde tanimlayabiliriz.
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Tamm 1.11.4: A, C de herhangi bir gember ve meMab &yle ki m(R) = A olsun.

Ca = mo Com™1 bileskesine A da “yansima” ad1 verilir.

Dikkat edilirse R yi A ya resmeden birgok m doniisiimii olabileceginden C, da bir
belirsizlik diisiiniilebilir. leride gdrecegiz ki C, iyi tanimlidur.
Bir 6rnek olarak A = S* alalim. R i, S e resmeden Mob* nin bir eleman1(0,1, o0)

ticliistinii (i, 1, —i) ye gotiiren

1 i
zit e
i1
NN

m(z) =

doniisiimiidiir. Bu durumda C,(z) = mo Com™1(z) = % dir.
Sayet A , a merkezli ve p yaricapli C de bir ¢ember ise S* deki yansimay1 yani c(z) = i
yi S1i, A ya resmeden p doniisiimii yardimi ile eslenik yapabiliriz. Burada p(z) = pz + «
bi¢imindedir.

A da C, yansimasi1 Co(z) = poCopi(z) = % + o dir.
Benzer sekilde sayet A, C de o dan gecen R ile 0 agis1 yapan bir Oklid dogrusu ise R deki
C(z) = Z yansimasim R yi A ya resmeden p(z) = e'®z + o yardimi ile eslenik yaparsak A

daki C, yansimasi Cp(z) = po Cop~1(z) = e?®(Z — @) + o dur.

Onerme 1.11.5: Méb iin her elemam1 C de sonlu tane gcemberdeki yansimalarin

bileskesi olarak verilebilir.

Ispat: Moéb:= (Méb*,C:z —» Z) ve Mob™, J(2) =§ ve f(z) =az+Db, abeC,
a # 0 oldugundan sadece bu doniistiimler i¢in 6nermeyi dogrulamak yeterlidir.
Tanimdan C, R deki yansmmadir. ] yi C(z) =7%S! de C(z) = i yansimasinin

bileskesi olarak verilebilir. Mob* nin f(z) = az+b, a,beC, a# 0 bi¢imindeki her
eleman1 C nin sonlu tane g¢emberindeki yansimalarin bileskesidir. Bdylece ispat

tamamlanir.

Not: Bundan 6nceki ¢ogu kisimlarda gordiik ki M&b iin elemanlar1 C de ¢emberleri

cemberlere resmeden C nin homeomorfizmleridir. Bu 6zellik Méb i karakterize eder.
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Teorem 1.11.6: Méb = Homeo¢(C) dir.

Ispat: 1.63 Teorem de Méb c Homeo®(C) oldugunu biliyoruz. Simdi
Homeo¢(C) < Méb oldugunu gésterelim.

feHomeo¢(C) keyfi olsun. pe Méb déniisiimii de (f(0), f(1),f(e0)) u (0,1, )
licliisiine resmetsin. Boylece p o f doniigiimi,

pof(0) =0, pof(l)=1, pof(ow)= oo dir. peof ¢emberleri ¢emberlere
resmettiginden p o f(R) = R dir. p o f, oo u sabit birakiyor ve de R yi R ye resmettiginden
ya p o f(H) = H veya p o f(H) alt yar1 diizlemidir. Birinci durumda m := p alalim. Ikinci
durumda C(z) = Z olmak iizere, m = C o p alalim.

Boylece, mo f(0) = 0, mof(1) = 1, mof(o) = o0 ve meo f(H) = H dir.
Gosterelim ki mo f birim doniisimdiir. Bunu meo f nin biitiin noktalarim1 sabit
biraktigindan C de bir yogun alt kiime bulalim.

m o f nin oo u sabit biraktigi ve de Homeo®(C) de oldugundan m o f doniisiimii C
deki Oklid dogrularmi C deki Oklid dogrularia resmeder. Ve ayrica C deki cemberleri C
deki cemberlere resmeder.

Z:={zeC: mo f(z) = z} kiimesini tammlayalim. Acikca, 0,1, 0 eZ dir.

Keza X ve Y, C de bir z, noktasinda kesisen iki Oklid dogrusu ve mo f(X) =X ve
mo f(Y) =Y ise mo f(z,) = zy, boylece zy,eZ dir. Her bir seR i¢in V(s), s den gegen
C de dik dogru ve H(s), is den gegen yatay dogru olsun.

L '

Sekil 1.7. C de paralel ve C de dik dogrular
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H , C\R de herhangi bir yatay dogru olsun. Bu takdirde mo f(R) = R oldugundan
m o f(H) ve meo f(R) =R, C de ayrik dogrulardir. Boylece mo f (H), C de bir yatay
dogrudur. Kezamo f(H) = H oldugundan

H, H dadir. ©® mo f(H) ¢ H dir.
A, % merkezli % yaricapli Oklid ¢cemberi olsun. V(0), A ya “0” da teget doldugundan
m o f(V(0)) dogrusu m o f(0) = 0 dameo f(A) ya tegettir. Ve benzer bigimde
mo f(V(1)),1deme f(A) ya tegettir.

V(0) ve V(1), C de paralel Oklid dogrulari oldugundan m o f( V(0)) ve
mo f( V(1)) keza C de paralel dogrulardir. Béylece mo f(V(0)) = V(0) ve mo
f(V(1) = V(1) dir.

0 ve 1 den gecen Oklid cemberlerine teget olan ve 0 ve 1 den gecen dogrular
paralel olmadigindan meo f(A) = A dir. Buna ragmen meo f(A) = A olmasina ragmen
A N Z kiimesinin 0 ve 1 den bagka nokta ihtiva edip etmedigini bilmiyoruz.

Buna ragmen A ya teget iki yatay dogru ile benzer hareket edelim.
%+% i de A ya teget H(%) teget dogrusunu goz Oniine alalim. m o f(H(%)), mo f(A) =A
ya teget olan H da bir yatay dogru oldugundan m o f(H(%)) = H dur.

Simdi Z de daha fazla nokta vardir. Gergekten H G) N v() = i% ve
H G) nNv(a) =1+ i% noktalart Z dedir. Benzer sekilde m o f(H(— %)) = H(— %) dir.

Boylece H (—%) N v() = —%i ve H (— %) Nnv(l)=1- %i noktalar1 Z dedir.

Z deki her nokta ¢ifti, m o f ile kendi iizerine resmedilen bir Oklid dogrusu verir.
Ve Z deki her {i¢lii m o f ile kendi iizerine resmedilen bir Oklid ¢emberi verir. Bu Oklid
dogrular1 ve Oklid gemberlerinin kesisimleri Z ye daha fazla nokta saglar. Ki bunlar kendi
kendilerine resmedilen daha fazla Oklid dogrulari ve Oklid ¢emberleri verecektir.

Bu sekilde devam edilerek Z kiimesi C nin yogun bir alt kiimesini ihtiva eder ve bu

kiime iizerinde m o f birimdir. Boylece f = m~! € Méb elde edilir.
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1.12. Mob iin Konformlugu

Tamm 1.12.1: C de C, veC, gibi iki diizgiin yol verilsin ve bu yollar bir z,
noktasinda kesissin. C; ve C, arasinda (z, noktasinda) ki a¢1 Ac¢1 (C4, C,) ile gosterilir. Ve
C, den C, olgiiliir.

Olgmede saat yoniiniin tersini pozitif olarak; aksi halde negatif olarak alacagiz.
Dolayist ile A¢1 (C,, C1) =- Ac1(Cq, C,) dir.

Dikkat edilirse ag¢1 iyi tanimlhi degildir. Fakat 1 nin tam katlarima gore tanimi
diizenlenirse problem ortadan kalkar. Bu durumda agilar R/T[Z nin elemanlarinda
tanimlanir. Fakat bu kisimda yukarida verilen ag¢i tanimi bir belirsizlige neden
olmayacaktir.

C nin bir homeomorfizmi egriler arasindaki agilarin mutlak degerlerini koruyorsa bu
homeomorfizmaya “konform” dur diyecegiz. Dikkat edilirse bu kullanim standart degildir.

Bir¢ok bilim adam1 konformlugu ger¢ek acilarin korunmasi olarak tanimlar.

Teorem 1.12.2: M&b iin elemanlart C nin konform homeomorfizmleridir. Yani her

m mobiiis doniisiimii konformdur.

Ispat: Bir noktada iki egri arasindaki a1, o noktada o egrilerin tegetleri arasindaki
ac1 oldugundan X;,X, € C de dogrular, meMob olmak {izere,
Ag (X1, X2) = Agi(m(X;), m(X3))
oldugunu gostermek yeterlidir.
X, ve X,, zo dan gecen iki Oklid dogrusu ve zy da Xyiizerinde z, dan farkli noktalar

Im (2~ 2o )
o — dir.

ve de Sy, Xi nin egimini gostersin. Bu takdirde Sy =
By, Xix nin R ile yaptigi ag1 olsun. Bu takdirde Sy = tg(0y) dir. Ozellikle
Aq1(Xy,X;) = 0, — 6; = arctgS, — arctg$, dir.
Mob = (f(z) =az+b,a+ 0, a,beC, J(z) = i; C(z) =Z) oldugunu yani Mob
in li¢ elmani tarafindan tiretildigini biliyoruz. Simdi bunlar sira ile etki ettirelim.
Once f(z) =az+b,a#0, a,beC alalm. a=pel’ yazalim. f(c0) = o0
oldugundan f(X;) ve f(X;), C de Oklid dogrularidir. f(Xy) dogrulart f(zy) dan ve f(zy)

dan gegtiklerinden f(Xy) nin egimi
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_ Im(f(m0- f(zo)) _ Im(a(zi=70)) _ Im(eP(z—20)) _ N
K = Re(im—fzo)) — Re(a(ax—20)) — Re(ePlmzgy — BB T Bi)dir. Ozellikle,

Aq (f(Xy), f(X2) ) = arctg(ty) - arctg(ty) = (B+ 62) —(B+ 6,) = 0, — 6, =
Ac1(X4,X,) dir. Yani m = f konformdur.

Simdi J(z) = i dontlistimiinii g6z oniine alip farkl bir yaklasimla hareket edelim.
Artik burada J(X;), J(X,) nin C de Oklid dogrusu olmasi gerekmez. Bunlarin her ikisi
sifirdan gecen Oklid gemberleri veya biri Oklid cemberi digeri dogru olabilir. Biz burada
J(X1) ve J(X,) yi 0 dan gecen Oklid gemberler olarak gdz oniine alacagiz.

X, nmn denklemi Byz+ Byz+ 1 =0, BxeC biciminde olsun. X, nm egimi

K= % dir. Bu durumda J(Xy) nin denklemi zZ + Bz + Bz = 0, yani
k
|z + Bkl? = |Bk|? dir. Boylece J(Xy), -Bx merkezli |By| yarigapli Oklid ¢emberidir. J(Xy)
ReBk

nin 0 daki tegetinin egimi — = —tg 0y = tg(—0y) ve boylece J(Xy) ile R

ImBk

arasindaki ag1 — 0y dir.

Boylece J(X;)ve](X,) arasindaki a¢1 Aci(J(X1), J(X3) = —0,—(—0,) =
— Ac1 (X4, X5) dir. Yani ] konformdur.

Not: Dikkat edilirse yukaridaki ispatta f(z) =az+b donisimi X; ve X,

arasindaki a¢inin isaretini korumasina ragmen C(z) =7Z doniisimii acinin isaretini
degistirir. J(z) = i dontisiimiine gore J(X;) ve J(X;) nin z = 0 da aralarindaki ac1 X; ve
X, nin oo daki ag¢isidir. Ki bu ag1 z, da X; ve X, arasindaki a¢inin negatifidir. Boylece |

dontlistimii X; ve X, arasindaki aginin isaretini korur.

Sonug olarak, Mob* nin her bir eleman1 X; ve X, arasindaki aginin isaretini korur.
1.13. H min Korunmasi

Hatirlanirsa mdbiiis doniisiimlerine girmemizin ve grubunun ¢alisiimasinin amaci H
nin hiperbolik dogrular1 hiperbolik dogrulara resmeden homeomorfizmlerini belirlemekti.

Boyle doniistimleri belirlemenin bir yolu H y1 koruyan Méb iin alt grubudur.

Mob(H): = {meMob | m(H) = H } grubunu goz 6niine alalim.
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Teorem 1.13.1: Mob (H) nin her elemani H daki hiperbolik dogrulart H daki
hiperbolik dogrulara resmeder.

Ispat: Teoremin ispati teorem 1.12.1 in basit bir sonucudur. Yani, Méb (H) nin
elemanlar1 C de ¢emberler arasindaki ag1y1 korur ve bilindigi gibi H daki her hiperbolik
dogru H ile C de R ye dik olan bir gemberin arakesitidir.

Mob*t (H): = {meMob* | m(H) = H } kiimesi M6b (H) nin bir alt grubudur. Bu
tanimlar tatminkar degildir. Ciinkii bunlarin elemanlarinin tiplerini bilmiyoruz. Simdi
bunlar1 incelemeye ¢alisalim. H, C de R ¢emberi ile belirli bir daire oldugundan

Mo6b(R): = {meMob | m(R) =R} alt grubunun elemanlarmi belirleyelim.

Biliyoruz ki Méb iin her elemani a,b,c,deC ve ad — bc = 1 olmak tizere

az+b . az+b , . . . .
m(z) = pr dir veya m(z) = e bi¢imindedir.

Dikkat edilirse ikinci durumda mo C(z) = m(z) = % bileskesini gbz Oniine
alabiliriz. Boylece kendimizi sadece,

a,b,c,deC ve ad — bc = 1 olmak lizere m(z) = % ye kisitlayabiliriz.

m(R) = R oldugundan,
m~1(e0) = — %, m() = % vem~1(0) = — % noktalar1 R dedir.a# 0 ve c # 0

oldugunu farzedersek bu {i¢ nokta R dedir. Bu durumda m nin her kat sayisini ¢ nin bir kati
olarak yazabiliriz. Ozellikle,
a= m(o)c,b=—m"1(0)a=-m"1(0)m(x)c ve ayrica,
d = —m™1(o0)c dir. detm = 1 den

1=ad —bc = c?*[m(c0)(m 1(0))—-m () ] dir. m(), m~1(0), —m~1(c0) reel
oldugundan c, ya reeldir veya sadece sanal kisimlidir. Boylece m nin katsayilarinin hepsi

reel veya hepsi sadece sanal kistmlidir.

Yukarida a=0 veya c¢=0 olmasi durumunu g6z Oniine alirsak m nin

katsayilarinin ya hepsi reel veya hepsi sadece sanal kisimlidir.

az +b
cz+d ’

az+b
cz+d’

Tersine sayet m(z) = ad—bc=1 veyam(z) = ad —bc=1ve

burada katsayilarm hepsi veya hepsi sadece sanal ise m(0),m(c0),m~1(o)eR dir. Bu

durumda m(R) = R dir.
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Bunlar1 agagidaki teoremle 6zetleyelim:

Teorem 1.13.2: M6b(R) nin her eleman: asagidakilerden biri bigimindedir:

1. m(z) = %, a,b,c,deR ve ad—bc=1

2. m(z) = :Zz ,a,b,c,deR vead —bc=1

3. m(z) = Z:Z, a,b,c,dsadece sanalvead —bc =1
4. m(z) == Z:Iz , a,b,c,d sadece sanalvead —bc =1

Sonu¢: A, C de herhangi bir ¢ember ise M6b(A) = {meMéb | m(A) = A} alt
grubunun da elemanlarini agik olarak yazabiliriz. Bunun i¢in bize gerekli olan bir pe M6b
oyle ki p(R) = A elemanini segmektir.

Bu durumda {pemop~! | meMob(R)} kiimesini géz oniine alalim. neMob,
n(A) = A bigiminde ise p~* o n o p(R) = R dir. Boylece,

ImeMo6b(R) oyle ki p"tonop=m dir. Buradan n = pomop~?! dir. Bdylece
Mo6b(A) = {pomop~! | meMéb(R)} dir. Burada Mob(A), p nin seciminden
bagimsizdir. Gergekten, qeMéb, q(R) = A sartin1 saglasin. Bu takdirde p~toq, R yi R
ye resmeder. Boylece IteMéb(R) dyle ki q = p ot dir. Boylece her meMoéb(R) igin
gemoq l=po(temot 1) op ! oldugundan

{pomop | meMéb(R)}={qemoq ! | meMsb(R)} dir.

Simdi sira Méb (H) min belirlenmesine geldi. M8b(R) nin her elemanm1 C de R nin
belirledigi iki daireyi ya korur veya birini digerine resmeder. Bunu dairelerden birinde bir
tek nokta olarak belirleyebilecegiz.

meMo6b(R), Méb (H) nin bir elemanmidir & Im (m(i)) > 0 dur.

Simdi Im (m(i)) yi kontrol edelim.

1. m(z) = %, a,b,c,deR,ad —bc=1

0

) ai+b ad — bc 1
Im (m(l)) = Im (ci + d) 2+ dZ 2+ d2 >

Boylece 1.13.2 Teoremdeki 1. Eleman m €Mob (H) dir.
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a,b,c,deR,ad — bc = 1 ise bu takdirde Im(m(i)) -1 <o

c2+d2

az +b
2. m(z) = cz+d ’

dir. Buradan m € Mob (H) dir.

az+b
3. m(z) = cz+d’

a, b, c,d sadece sanal ve ad — bc = 1 olsun. Bu durumda a = ai,

b = Bi,c =vyi, d = &iolan o, 3,y,d € R mevcuttur dyle ki

) 1 ;
Im (m(i)) = — e < 0 dir. Buradan m ¢ Mob (H) dur.
4. m(z) = aZ:Iz , a,b,c,d sadece sanal ve ad — bc = 1 olsun. Bu durumda
Im (m(i)) = y241-62 > 0 dir. Béylece meMob (H) dir.
Teorem 1.13.3: M6b (H) nin her eleman1 ya m(z) = %, a,b,c,deR,ad — bc =

1 veyan(z) = Z:—H)

= & b, ¢, d sadece sanal ve ad — bc = 1 dir.

Gosterim: Teorem 1.13.2 deki birinci tip elemanlar Mob™ (H) veya PSL(2,R) ile

az+b
cz+d’

gosterilir. Yani PSL(2,R) = {m: C-C |m(z) =

a,b,c,deR, ad — bc = 1} dir.
Benzer sekilde Mob* (H) nmn her elemam da a,b,c,deR, ad —bc =1 olmak iizere

az+b . . . .
m(z) = pr bi¢imindedir.

Uyari: Mob (H) nin elemanlarinin  hiperbolik dogrulari hiperbolik dogrulara
resmettigini biliyoruz. Acaba, hiperbolik dogrular1 hiperbolik dogrulara resmeden biitiin
elemanlar M6b (IH) da m1? Bunu daha sonra gorecegiz.

Kistm 1.11 de C de bir ¢emberdeki yansimanin iyi tanimli oldugunu daha sonra
gdsterecegimizi sdylemistik. Méb(R) nin elemanlariin kesin belirlenmesi bunun ispatinda

merkezi rol oynayacaktir.
Onerme 1.13.4: C deki bir gemberde yansima iyi tamimlidir.

Ispat: M6b(R) nin her m eleman igin C(z) = Z olmak iizere C © m = mo Cdir.

Sayet m(z) = %, a,b,c,deR; ad — bc = 1 ise bu takdirde,

cz
az +b
czZ +d

Com(z)= = m o C(z) dir.
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Z+b )
Sayet m(z) = % , a,b, c,d sadece sanal, ad — bc = 1 ise

—22b 2 oo € (2) dir.

a
—cz—d cz+d

Com(z)=
A, C de bir cember ve m,neMéb(R) de R yi A ya resmeden iki eleman olsun. Bu takdirde
n~!om, RyiR yeresmeder. Boylece p:= n~! o meMéb(R) dir. Ozellikle,

Co p =po Cdirrm = no palirsak,

1 1

moCom =nopoCoplonlt=nopoploConlt=noCont dir.

Boylece C deki bir gemberde yansima iyi tanimlidar.

1.14. Méb (H) min Gegiskenlik Ozellikleri

Onerme 1.14.1: Mob (H), H {izerinde transitiftir.

Ispat: Lemma 1.7.2 yi kullanarak H ni herhangi bir w noktasini i ye resmeden bir
meMob(H) nin varligin1 gostermek yeterlidir. Bunun icin w = ai +b,a,beR,b >0
yazalim. Méb(H) nin w yi i ye resmeden bir elemanini olusturalim. Ik énce w yi pozitif
sanal eksene p(z) = z — a ile kaydiralim. Béylece de, p(w) = p(ai + b) = bi dir. ikinci
adim olarak q(z) = ibz yi p(w) ye uygulayalim, bdylece de q(p(w)) = q(bi) = idir.
—aeR, % > 0 oldugundan teorem 1.13.3 geregi p(z) ve q(z) bodylece de qop(z)
doniigiimi Mob (H) dadir.

Uyari: Mob (H) nin S kiimesi {izerinde transitif olmasi ve ayrica bir hiperbolik
dogru H da bir nokta ¢ifti ile belirlenmesine ragmen, M6b (H) grubunun H nin farkh
noktalarinin ikililerini P kiimesi tlizerinde veya H nin farkli noktalarinin {igliilerinin Jy
kiimesi iizerinde transitif olmasi gerekmez. Bu durumu I pozitif sanal eksen alarak
gorebiliriz. I nin sonsuzdaki bitim noktalar1 0 ve o oldugundan Méb (H) nin I y1 kendi
tizerine resmeden her elemani ya 0 ve oo u sabit birakir veya birini digerine resmeder.

Teorem 1.13.3 den Mob (H) nin elemanlarmin genel bi¢imini biliyoruz. Yani
Mob (H) nin 0 ve oo u sabit birakan elemani aeR, a > 0 olmak iizere m(z) = az

biciminde veya m(z) = —aZ bic¢imindedir. 0 ve oo birbirine resmeden meMob(H)

doniistimii b > 0 olmak lizere m(z) = — E biciminde veya m(z) = gbigimindedir.
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Bu durumlarin hangisi olursa olsun I pozitif sanal ekseni kendi iizerine, i1 yi i ye ve 2i
yi 31 ye resmeden Mob (H) nin bir elemani yoktur. Gergekten I y1 kendi lizerine, i yi de
sabit birakan bir tek Mob (H)\{e} doniisiimii B(z) = —Z dir. Ki bu I da yansimadir ve
boylece I y1 sabit birakir.

Tamim 1.14.2: H da bir yar1 diizlem , H daki bir hiperbolik dogrunun biitiinleyeninin
bir bilesenidir.
e Ogzellikle her yari diizlem bir tek hiperbolik dogru ile belirlenir ve her hiperbolik
dogru bir ¢ift diizlem belirler.
e Bir yar diizlemi belirleyen hiperbolik dogru yar1 diizlemin sinir dogrusudur.
e Bir yar diizleme kapalidir denir:< bu bir L hiperbolik dogrusu ile H/L nin bir
bileseninin birlesimidir.

e Eger bu, H/L nin bir bileseni ise bu yar1 diizleme agiktir denir.

Onerme 1.14.3: Méb (H) grubu, R nin farkli noktalarinin iicliilerinin Jg kiimesi
izerinde transitiftir.

Ispat: Lemma 1.7.2 yi goz oniine alarak R de farkli noktalarm (zq,2,,2z3) iicliisii
verildiginde; Mob (H) da (z4,2,,23) 1 (0,1,00) a resmeden bir doniisiimiin bulunmasi
yeterlidir. L Oyle bir hiperbolik dogru olsun ki oo daki bitim noktalar1 z;, z3 olsun. Ve

meMob (H) da L yi I imajiner eksenine resmetsin. m(z;) = 0 ve m(z3) = oo kabul
edebiliriz.( Aksi halde m ile K, K(z) = — % nin bileskesi alinir.)b = m(z,) olsun.

b > 0isemile p(z) = %Z nin bileskesi (z4, z,, z3) 1 (0,1, 00) a resmeder.

b < 0 ise bu sefer p(z) = %z, Mob (H) da degildir. Ama q(z) = %Z dontistiimii

Mob (H) dadir. Bu durumda m ile q nun bileskesi (z4,z,23) 1 (0,1, ) a resmeder.

Not: Dikkat edilirse Mob™ (H) grubu Ji kiimesi iizerinde tiglii transitif degildir.
Ciinkii PSL(2,R) nin (0,1, ) u (0, —1, ) a resmeden bir eleman yoktur.

az+b
z+d

Tammm 1.14.4: PSL(2,R) grubunun T:= {z - | a,b,c,d € Zvead — bc = 1}

alt grubuna “Modular Grup” adi verilir.



41

az+b
% —

Gosterim: TH(N) = {T:z p—

| T e F} grubu ' modular grubunun bir alt
grubudur.
Tanim 1.14.5: T, modiiler grup olsun. I' nin en kii¢iik n tamsayili bir I'(n) grubunu

iceren herhangi bir G alt grubuna I' nin bir kongriians alt grubu denir.



2. YAPILAN CALISMALAR VE BULGULAR

2.1. I,(N) Grubunun PSL(2,R)deki Normalleyeni

' modular grubu birgok 6nemli alt gruba sahiptir. Bunlardan en 6nemlilerinden biri
Klein ve Fricke’nin ¢alistigi ve eliptik modular fonksiyonlar teorisine uyguladiklart I, (N)
kongriians alt grubudur.

Bu boliimde I, (N) nin PSL(2,R) deki Npgp,z r)(I.(N)) =:I5(N) normalleyenini goz
ontine alip [g(N) / [L(N) bolim grubunun bunun bazi alt gruplarinin bir direkt ¢arpimi
biciminde yazilip yazilamayacagini gosterecegiz. Daha agik bir sekilde ifade etmek
istersek, bu bolim grubunun, VNeN icin bir direkt ¢arpim seklinde yazilmasi gerekip
gerekmedigini orneklerle aciklayip; hangi N ler i¢in yazilabilecegini gosterecegiz. Bunu
gostermekle [2] deki son teoremin bir dogru ifadesi de verilmis olacaktir.

[5(N) normalleyeni ilk defa [4] de verildi. Ancak su anda literatiirde kullanilan
bicimi, ki bu [4] deki bicimden kolaylikla elde edilebilir, [3] te verilmistir. Burada verilen
bicimi ile normaliyen; h tam sayist h?|N olan 24 iin en biiyiik bdleni e > 0 tam sayis1

N/h? nin bir tam béleni ve determinanti e olmak iizere

ae b/h
( cN/h de ) (M
matrislerinden olusur.

Lemma 2.1.1: Me N olmak iizere Ex(M), M nin tam bdlenlerinin kiimesini
gostersin. s,m € Ex(M) olmak iizere, Ex(M) iizerinde s *m :=s.m / (s,m)? islemini
tanimlayalim. Bu takdirde * islemi Ex(M) kiimesi iizerinde bir ikili islem olup (Ex(M),*)

C5 ye izomorf olan bir gruptur, burada r, M nin farkli asal ¢arpanlarinin sayisidir.

Ispat: Acik¢a 1 birim eleman ve her elemanin tersi kendisidir. P ve Q sirasi ile s ve
m nin tam bdlenlerinin kiimeleri ise, PAQ = (P U Q)\(P N Q) simetrik farki s * m nin tam

asal {ist bolenlerinin kiimesi ve A da bu kiimeler tlizerinde bir grup islemi oldugundan * 1n
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asosyatiflik 6zelligi saglanir. Ex(M) grubu abel ve 2" mertebeli oldugundan Ex(M), C} ye
izomorftur.

Lemma 2.1.2:ad = 1mods kongriiansindan a = dmods denkleminin elde
edilebilmesi i¢in gerek ve yeter sart s |24 diir.

Ispat: " = " Farzedelim ki ad = 1mods den a = dmods elde edilsin. Bu takdirde
Ug := {[a]eZs | [a], Zs de bir birim, yani (a,s) = 1} kiimesini gz Oniine alalim.
Hipotezden a? = 1mods elde edilir. Bdylece, bu kisim aeUg alindifinda a® = 1mods
olan s lerin bulunmasina indirgenmis olur. s := 2%3Bq,* ... q,* , s nin asal ¢arpanlarina
ayrilisin1 gostersin. Bu durumda,

Us = Uza X Ugp X Ug o1 X . X Ug @ €lde edilir.
Bilindigi gibi p > 2 bir asal sayr olmak Uzere Upe devirli bir gruptur. Boylece
Uz, Ug, a1, -, Ug i gruplarn devirlidir ve eleman sayilarn sirasi ile, ¢ Euler fonksiyonu
olmak iizere, @(3P), (q;%), ..., @(qx™) dir. Yukaridaki biitin bu devirli gruplarm her
bir elemaninin mertebesi 2 oldugunda her bir grup iki elemanlidir. Boylece p = 1 ve qXi
ler mevcut degildir.Yani (i = 1,2, ...,k) = 0dur.
Dolayisi ile p=1 veya 0 olmak iizere S = 2% 3P dir. Diger taraftan eger a > 3 ise
Uge = {#5!| 0 < i < 2%72} dir. 5 in mertebesi 272 dir. o > 3 ise m > 4 diir fakat Uya
nin her bir elemaninin mertebesi 2 dir. Béylece a < 3 tiir. Bu bize s |24 oldugunu sdyler.
“<"s| 24 ve ad = 1mods olsun. Bu durumda de{1,5,7,11,13,17,19,23} dir.
Bu durumda, a? = d? = 1mods dir. Bu bize a = dmods oldugunu verir.

Yukarida

[g(N) = {( ae b/h> | ell =, h, h IN olan 24 iin en biiyiik boleni ve det = e > 0}

cN/h de hz’
oldugunu biliyoruz.
(ae b/h) I(N)iseb = c= Omodh vee = 1 = ad — beN/h? olmalid
cN/h  de el iseb=c= Omodhvee=1=a cN/h* olmalidir.

Boylece ad = 1modh dir. Lemma 2.1.2 den a = dmodh elde edilir.
Simdi gosterelim ki ayn1 Mobilis doniisiimiinii temsil eden (1) bigimindeki bir

matris ancak onun negatif isaretlisidir.
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Lemma 2.1.3: ( 4161 bl/h), ( a€; b,/h

c;N/h dje;)’\c;N/h dg(éz)E Fg(N) ve ky, ko€ Z\ {0},
a,e; b,/h

_ .. a1€ bl/h) _ (
(kq,ky) = 1 olmak tizere k, ( =k, c,N/h dye,

c,N/h deq ) olsun. Bu takdirde
ki, ky; = x1vee; = e, dir
Ispat: Hipotezden k;ib; = k,b,, kic; = kjc, ve boylece kb, kap|cy ve dolayisi

ile de k% |byc; dir. Determinant alirsak k% e; = k3 e, ve buradan k3 |e; elde edilir.

a;d; e; — by =1 ve h? e; | N oldugundan k2 |1 dir. Béylece k, = +1 dir. Benzer

hZe,
sekilde k; = +1 dir. e; = e, oldugu asikardir.

Bu durumda e sayisi, (1) matrisi ile verilen V doniisiimiiniin  bir
invaryanti(degismezidir). Boylece E:Tg(N) —» Ex(N/h?), E(V) =e iyi tammml bir
fonksiyondur.

Tanmim 2.1.4: e ye V doniislimiiniin “eterminant1” ad1 verilir.

Onerme 2.1.5: E bir epimorfizmdir.

ispat: ( a;e; bl/h)< aye, bz/h) _ ( A B/h)

SPat: - {¢N/h dye;/\c,N/h dye,) “\eN/h D

yazildiginda A,B,C ve D sayilar1 (e, e;) ile boliinir ve esitligin sagindaki matrisin
determinant1 e;e, dir. Diger taraftan A ve D tamsayilar1 e;, e, nin en kii¢iik ortak kati

olan e;e, /( eq, e, ) ile boliiniir. Boylece sagdaki matris,

az(e; xe;) bs/h
(e1'62)< c3N/h ds(eq x e, )>

biciminde olup determinanti e; * e, dir. Dolayist ile ¢arpim doniisiimiiniin eterminanti

e, * e, dir. Boylece E bir homomorfizmdir. E nin 6rten oldugu (1) den asikardir.
Sonug: V,V,,V, € I'5(N) olsun. Bu takdirde,

@) E(V) =E(V™)
i)  E(V,V,) =1 & E(V,) = E(V) dir.
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Bu sonugta I'y(N) ye ait iki matris, bir I,(N) yan sinifinda iseler ayni eterminanta

sahip olduklar1 agiktir. Ancak tersinin dogru olmadigini agagida gorecegiz.

: b;/h
Lemma 2.1.6: i=1,2 olmak d{izere V; = (c-?\};h ci-/e> matrislerinin
1 1

determinantlari e olsun. Bu takdirde,

V;, V, bir I, (N) yan simnifindadir & a;b, = a,b;modh, ¢;d, = c,d;modh dir.

ispat: Vlvz_l — ( aldzez - b1C2N/h2 _albze/h:' blaze/}’zl) .
c;d,eN/h —d;c,eN/h  —c;b,N/h* + d;a,e
Biitiin dort giris e ile boliiniir. Boylece determinant1 1 elde edilir ve ikinci giris
(byap; —a;by)/h ve iigiincii giris (c;d, — d;cy)/h dir. Bu durumda,

V,V,”' eI (N) & bja, = a;b,modh, ¢;d, = d;c,modh dir ve ispat tamamlanr.

I'5(N) normalliyeninin yapisini daha iyi anlayabilmek i¢in I'g(N) nin bir ka¢ dnemli

alt grubunu verecegiz.

1) [c(N) := {Telxg(N) |detT = 1} olsun. Agik¢a TIc(N), I'g(N) nin alt

1 0

0 h) dir. Yani Tc(N) ile T,(N/h?) gruplarn

grubudur ve de T,(N/h?) = (g (1’) re) (

(}(; (1)) ile esleniktir.

R

Bu grubun elemanlarina Atkin Lehner doniisiimleri ad1 verilir.

) | ell N, det = e} kiimesi [g(N) nin bir alt grubudur.

3) Fricke Grubu: z — —é dontisiimii Tg(N) de bir elemandir; bu elemana

Fricke doniigiimii ad1 verilir. Bu doniigiim ile I,(N) nin drettigi F(N) Fricke grubunu goz

oniine alirsak |[F(N): T, (N)| = 2 dir.

Simdi I, (N) nin I'y(N) normalliyenindeki indeksini bulalim. I':(N) grubu,
E: Tz (N) - Ex(N/h?) nin ¢ekirdegi oldugundan I';(N) grubu I'5(N) nin, p, N/h? nin farkh
asal ¢arpanlariin sayis1 olmak {izere 2P indeksli bir normal alt grubudur.

Agikea IL,(N) < I'(N) dir.
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1, 22,2% 2% | Nise o {1, 9 || Nise
\%~ 62 =

Onerme 2.1.7: €;: = {0, aksi halde 0, aksihalde

= 59O ise [T(N): TL(N)| = h’t dur.

ispat: FO(N/hz)z(g ‘1)) [(N) ((1) g) oldugundan,

ITc(N): T.(N)| = |TL(N/h2): T,(N)| dir. |T: T,(N)| = N [Tpn(1 + %) oldugundan,

NIl +3)

IFe(N):L(N)| = h?t

hZ’ pI:—z(l * %) i
dir. Burada,
M@+
S d
dir.

r tam say1 olmak iizere h(r) ile (h(r))?|r olan 24 iin en biiyiik bolenini gdsterelim.
N = 2%3B.K, (K, 6) = 1 yazarsak o = 2,4, 6 veya B = 2 alirsak T # 1 dir. Bu bize T nun

istendigi bicimde oldugunu soyler.
Sonuc: p ve T yukaridaki gibi olmak iizere |[Tc(N): T,(N)| = 2P.h2.t dur.

3 a
Uyart: r, p ve T yukarida oldugu gibi ve de S, = {4’ 21 (hEIN
1, aksi halde

2 B)) =
S; =13’ (h(3 )) =9IN Gimak iizere s = S,S3 olsun. Bu takdirde [5] de oldugu gibi
1, aksi halde

2P.h%.t = 2'.h2.S dir.

Not: W, , W,, el (N) ise We, We, = W, _,,dir. Bu durumda E* = Ty (N) — Ex(N)
epimorfizminin ¢ekirdegi I',(N) dir.

Tw(N) / T.(N) boliim grubu, r, N nin farkli asal bolenlerinin sayisi olmak tizere, C}

ye izomorftur. Béylece her W, Atkin Lehner doniistimii i¢in W2 e T,(N) dir.
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Onerme 2.1.8: T3 (N) nin her bir V elemani, Wely(N) ve Telc(N) olmak iizere,
V = WT bi¢iminde yazilabilir.

Ispat: e || % olmak iizere E(V) = e olsun. E(W;) = e olacak sekilde bir f € Ex(N)

bulacagiz. N = 2%3P.N,, (N,,6) = 1 olsun. h(2%) = 2%, h(3#) = 3" ise
% = 2072u 3B=2V N dir. e || % oldugundan e = 2'.3).N; dir. Burada i = a — 2u veya
0,j = B—2v veya 0 ve Ny || N, dir. Simdi

2°3BN;,  §,j#0
2°N;, i#0,j=0
3N, i=0,j#0
N, i=j=0

f=

sayisin1 géz oniine alalim. Bu takdirde,
E(Wp) = f/(h(f))? = e dir. Béylece E(Wf) = E(V), dolayst ile
E(W; 'V) = 1 ve Wy 'V € T(N) dir. Sonug olarak V = Wy( W V) dir.

Bu sonuglarla asagidaki diyagrama ulagilir.

[g(N)

/ \
Tw(N) [c(N)
\ /
L.(N)

veya B(N) := I5(N) /I.(N), C(N) :=TIc(N)/T.(N), W(N) = Ly(N)/I.(N) alirsak

B(N)

/ \
W(N) C(N)
\ /

{1}

diyagrami elde edilir.
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Boylece dnerme 2.1.7 de oldugu gibi |[B(N)| = 2P.h%.t = 2".h%.S, |C(N)| = h%.1 ve
[W(N)| = 2T dir. Boylece |[W(N) n C(N)| = 2"7P dir. Dolayzst ile,

4, 32 ||Nve2? |IN,§ = 1,2 veya 3;
[IWIN) nC(N)| =42, 32| Nveya 228 || N, ikisi ayn1 anda degil;
1, aksi halde

W(N) = C} oldugundan W(N) komutatif ve birimden farkli her elemanimnin mertebesi 2

dir. Bu tiir elemanlar Atkin Lehner involiisyonlar1 alarak adlandirilir.

2.2. B(N) Grubunun Carpim Yapisi

Bu kisimda B(N) sonlu gruplarinin yapisini inceleyecegiz. Dikkat edilirse N, 4 veya
9 ile bolinmiiyorsa h = 1 dir. Boylece B(N), Cj ile izomorftur. Biz burada h > 1
durumunu goz Oniine alacagiz. Asagida gorecegiz ki, p® II N olmak iizere B(N), B'(p%)
gruplarinin hemen hemen bir direk c¢arpimidir. Ayrica C(p®) hemen hemen abel
(degismeli)dir. B(N) nin elemanlar1 [,(N) yan smiflaridir. Kiigiik harflerle I',(N) nin yan

siniflarini biiyiik harflerle de normalliyendeki doniisiimleri gésterecegiz.

1 1/h

N 1 0
Onerme 2.2.1: C(N) grubur = (N/h ) ,S = (0 1

) I, (N) yan smiflart ile

uretilir.

Ispat: Acikga r = s" =1 dir ve lemma 2.1.6 dan (r) n (s) = {I} dir. Boylece
{risj | 0<i<h 0<j< h} kiimesi h? tane elemandan olusur. Dolayisi ile sayet
|C(N)| = h? ise sonug elde edilir. Onerme 2.1.7 den bu durum, N nin 22, 2%, 2¢ veya 32 ile
tam olarak boliindiigi durumlar hari¢, dogrudur. Boylece a = 0,1,2 veya 3, § = O veya 1

ve (N;,6) =1 olmak iizere N = 22%3BN, farzedebiliriz. Bu durumda h = 238,

(h, hﬂz) =1 ve boylece dyle t # 0 modh tam sayilar1 vardir ki 1 +k + % = Omodh dir.

N k j
N Rt i R n )
Simdi s*r* = N , rsh =1, B yazalim. Boylece Lemma 2.1.6
w L w1t

dan i ve j i¢in skrt # ris dir.
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Dolayisiyla (r,s) grubu r ve s tarafindan iiretilir ve h? den daha fazla elemana

sahiptir. Ayrica |C(N)| < 2h? oldugundan énerme 2.1.7 den (r,s) = C(N) elde edilir.
Sonug: s, onerme 2.2.1 deki gibi olmak tizere B(N) = (W(N), s) dir.
Ispat: Onerme 2.2.1 den C(N) = (r, s) dir. Ayrica,

r= <H (1)> = (1(\)1 _01)<3 _1%>(1(\)] _01) dir. W=(l(\)I _01) olmak {izere,

z =

r = ws~lw dir. Bdylece 6nerme 2.1.8 den B(N) = (W(N), s) dir.

Simdi gosterecegiz ki N nin bazi degerleri i¢cin B(N) grubu ®B(p®) direk ¢arpimi
olarak yazilabilir. [2] de bu direk carpimin N nin biitiin degerleri i¢in yazilabilecegi ifade

edilmistir. Ancak bunun dogru olmadigini asagidaki 6rnekle verebiliriz.

Ornek: N = 18 alalim. Bu durumda |B(18)| = 24 ve B(N) grubu w = (108 _01)

1
ve s = <1 5) yan siniflar ile iiretilir ve buradaki bagmtilar, acik¢a, w?s3(ws)* = I dur.
0 1

Ancak bilindigi gibi S, = (x,y | x> = y® = (xy)* = 1) dir. Buradan B(18), S, e izomorf
elde edilir. Ancak S, asikar olmayan bir sekilde iki grubun direkt carpimi olarak
yazilamaz.

Simdi N nin hangi degerleri i¢in B(N) nin bir direk ¢arpim olarak yazilabilecegini
gosterelim. Bunun i¢in M || N olmak tizere B(N) grubunun B(M) ye izomorf bir alt

grubuna sahip oldugunu gosterelim.

b
Onerme 2.2.2: M || N olsun. Bu takdirde B(N) nin t = : M) bigimindeki
h(M)
elemanlarinin kiimesi B(N) nin B(M) ye izomorf bir alt grubudur.
bh(K)
Ispat: N = MK ve (M,K) = 1 olsun. Bu takdirde t = eNh(K) M) <B(N) dir.
h(N)

Bu elemanlar B(N) nin bir B’'(M) alt grubunu olusturur. [zr(M) ile bunlara I'g(N) de
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karsilik gelen matrisleri gosterelim. Bilindigi gibi teB(N) bir [';(N) T yan smifi temsil
eder. Simdi

F:B'(M) — B(M),

t=To(N)T - T (M)T
doniistimiinti goz 6niine alalim. Agik¢a bu doniisiim iyi tanimlidir. Ciinkii I'y(N) < T'y(M)

dir. F nin birebir oldugunu gdstermek i¢in asagidaki lemmay1 verelim.

Lemma 2.2.3: Izr(M) N T,(M) < I(N) dir.

B
ae —_—

ispat: v, = "™ )efpM)nToM) ise h(M)| B, M|%dir. Boylece,
—_— e
h(M)

M |yMK/h(M) dir. Buradan h(M)|yK dir. Ancak (h(M),K) = 1 oldugundan h(M)| y elde
edilir ki bu N | % oldugunu yani V; €l'j(N) oldugunu verir.

Bu durum bize F nin ¢ekirdeginin birim elemandan olustugunu verir. Yani F

birebirdir. Simdi F nin 6rten oldugunu gdsterelim.

1
B(M) nin Atkin Lehner involusyonlar1 ve <1 W) ile iiretildigini biliyoruz. Diger
0 1

taraftan ayni e || M determinantina sahip herhangi iki Atkin Lehner transformasyonu ayni
['o(M) yan smifina aittir. Boylece her bir e || M i¢in bir tek weeB(M) Atkin Lehner

b
de

involusyonlar1 B(M) deki Atkin Lehner involusyonlarina resmedilir. B'(M) deki

involusyonlari ((?l(\el ), e || M,dete bi¢imindedir. Bdylece, F altinda Atkin Lehner

1 1
1 m> yan smnifi, F altinda, B(M) de I';(M) (1 m> yan sinifina resmedilir.
0 1 0 1
Sonug olarak B(M) nin iiretegleri F nin resmindedir. Yani, F ortendir.

Simdi N = M.K, (M,K) = 1 olmak iizere B’(M) nin B(N) nin bir normal alt grubu

To(N) (

olma sartlarini arastiralim. F: B’'(M) — B(M) bir izomorfizma oldugundan B'(M) grubu

1

B’'(M) deki Atkin Lehner involusyonlari ile Sy, = (1 m> matrisi tarafindan tiretilir.
0 1

Sayet t herhangi bir tam say1 olmak iizere, WgS},yWreB’(M) ise B(N) deki Atkin
Lehner involusyonlari komiitatif oldugundan wy Atkin Lehner involusyonu B'(M) yi

normaller. A¢ikca WSy WEB' (M) dir.
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1 —\(1 =—\(1 = 1 —
( h(K)>< h(M)>< h(K)>=( h(M)> oldugunda el||M olmak iizere
0 1/\0 1/\0 1 0 1

-1

1
<1 @)( ae b )(1 ﬁ)eB’(M) ise B’(M) normaldir. Matris ¢arpimi yapilirsa
0

1/ N de/\g 4
cN (d-a) cN
ae+— b4+e—-— 2
h(K) h(f)cN GO elde edilir. —~ = XX o il bliinir. Boylece
h(K) h(K)
cN 00 + de

normallik sartt matrisin ikinci girisinin tam olmasi sartidir. Bu da h(K)| e(d — a) olmasi
demektir. Ancak (h(K),e) = 1 oldugundan normallik sart1 a = dmod(h(K)) olma sartidir.
h(K)| 24 oldugundan, Lemma 2.1.2 geregi, ad = 1mod(h(K)) sartina indirgenir.
ade — bCTN = 1 oldugundan, ade = 1mod(h(K)) ve bu durumda ad = 1mod(h(K)) sart1

sadece e = 1mod(h(K)) sartina indirgenmis oldu. Boylece,

Onerme 2.2.4: (M,K) = 1 ve N = MK olsun. B'(M) < B(N) © Ve || Micine =
1mod(h(K)) dur.

Simdi [1] deki Atkin Newman Teoreminin dogru bir ifadesini verecegiz. Bunun i¢in

N = Pf‘1 Pza 2...P”", N nin asal ¢arpanlara parcalanis1 []; := % olsun.

Sonug 1: B(N) = ®B'(P") & i=1,23,...,ri¢in B = 1mod(h([]y)) dir.

ispat: B(N) = ®B’(P™) olsun. Bu durumda biitin B'(P""), B(N) de normaldir.
Onerme 2.2.4 deni = 1,2,3, ..., r igin P = 1mod(h([];)) dir.

Tersine P = 1mod(h([];)) oldugundan &nerme 2.2.4 geregi biitin B'(P™)
normaldir. B(N) = ®B’(Pi“i) oldugunu gostermek igin ilk 6nce B(N) = (Uj-, B’(Bi“ i))
oldugunu, sonra da i=123,..,r i¢in B'(P™)Nn(Uj;B'(B;")) = {I} oldugunu

i#i
gostermeliyiz.
B'(P™) < B oldugundan (U{_,;B’(P")) < B(N) dir. WeB(N) keyfi bir Atkin

Lehner involusyonu olsun. f || N oldugundan f= P;*P,2 ... B.* diyelim.
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Agikga Wr = Wy ... Wyere dir. Wye;eB(P") oldugundan Wee (Ui, B(R™)) dir.
k i

1
Simdi, s = (1 ﬁ) elemaninin (Ui_, B’(Piai)) oldugunu gosterelim.
0 1

h = h(N) = h(P") ...h(P{™) ve h| 2.3 oldugunda h = h(P¥).h(P*) diyelim.
(h(P™), h(P*) = 1 oldugundan d; h(P"*) + d,h(P,*) = 1 olan d;,d,€Z vardir.

d d

1 — — o ..

< h(Pkk)> eB’(Pl?k) ve (1 h(P, t)) eB’(Ptat) oldugundan s bu iki matrisin garpimi
0 1 0 1

olarak (Uj-, B’(Piai)) grubundadir. Boylece, B(N) nin iiretegleri (Ui, B’(Piai)) dedir.
Béylece B(N) < (Uj_, B'(P")) dir.
Sonug olarak, B(N) = (Ui, B’(Piai)) dir.

Simdi son olarak B'(P) N (U}, B’ (P].aj)) = {I} oldugunu gosterelim. Kolaylikla
j#i
gorebiliriz ki (Uj=, B’ (p}."‘i)) = B'([]1) dir. Boylece, B'(P™) n B'(IT1) = {I} oldugunu
j#i

gostermek yeterlidir.

AeB’(P™) nB'([Ti) alalm. Bu durumda, e | Pioci/h(PiO(i)2 ve e, |l h(ll:[[—i)z olmak
lizere,
b1 bz
1€y s Aze; ——
h(P1 ) 252 w1 . o .
A=| .n ; ; =1 o dir. ~ h=h(N) = h(P™) =h(]i)
ey 1t/ \namy ©2%2
a;e; — a6 bah(P )
h(P 2%2
oldugundan A = N ") (%) h olup Lemma 2.1.3 i kullanirsak
C
h(P; ) dye =i - d,e,

e, = e, ve boylece e; = e, = 1 elde edilir. Lemma 2.1.6 dan,

a;bh(P™) = a;bsh([Ti)modh ve c;h([Ti)d; = c;h(P*)d;modh elde edilir. Bu

durumda,
h([T)[a;by, h(P™)|azby, h(P™)[c;d, ve h([11)/dic, elde edili. A nin
eterminanti a; d, ~ Dl o d P26 _ 1 dir. Boylece,

m(pfi)z 2T (di)?
h(P™)| by, h(P)|c; ve h([Ti)|b,, h([Ti)|c, dir. Yani A = I dir. Sonug olarak,
B(N) = ®B'(P™) dir.
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Sonug 2: N bir tamkare ise B(N) = ®B'(P) dir.

ispat: N = 2213292 p2% _ p2% N nin asal ¢arpanlara ayrilisi olsun. ilk 6nce 22%1
alalim. Bu durumda []; = 32%. P ... p2*" dir ve h([];) = 1 veya 3 diir. Boylece, 22% =
1mod3 tiir. ikinci olarak 32% alalm. Bu durumda [], = 22%.P}% ...P?*" boylece
h([],) = 1,2,4 veya 8 dir. Bu ise 32*2 = modh([],) oldugunu sdyler.

Son olarak P, # 2,3 olmak {izere Pimi yi alalm. Bu durumda h([],), 24 in bir
bolenidir. P, = 1,3,5,7mod8 ve Pizo‘i = 1mod3 tiir. Yani, Pizo‘i = 1mod24 tiir. Yukaridaki
sonugtan istenilen elde edilir.

Ornekler

1) N = 18 = 2.3? olsun. 2 # 1mod(h(3?) = 3) oldugundan Sonug 1 e gore

B(18) bir direkt ¢carpim elemani olarak yazilamaz.

2) N = 2°.127? olsun. 2% = 1mod(h(127?) = 1) ve 127% = 1mod(h(2°) =
4) oldugundan B(2°.127%) = B'(2%) x B'(1272) dir.



3. SONUCLAR

Bu ¢alismada Hiperbolik Geometri tanimi verilerek temel 6zellikleri incelendi ve

Mobiiis doniisiimleri ile ilgili 6zellikleri verildi.

Ayrica, 6zellikle 1980 yilinda ortaya konulan basit grup yapisinin elde edilmesinde
oldukg¢a onemli bir yere sahip T,(N) nin PSL(2, R)deki normalliyen yapisi arastirildi ve
[, (N) ile olusan boliim gruplarinin hangi sartlar altinda direkt ¢arpimlarinin yapilabilecegi

problemi ¢oziildii.



4. ONERILER

Normalliyenden hareketle elde edilen sonlu B(N) bdliim grubunun bazi ek temel
ozellikleri incelenebilir ve ayrica bazi temel kongriians alt gruplarin siirekli kesirlerle olan
iligkileri arastirilabilir; bu durumun graf teoride de uygulama alaninin olup olmadig

incelenebilir.
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