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OZET

Bu c¢alismada, esas amacimiz PSL(2, R ) nin bazi ayrik alt gruplarinin simgesini elde
etmektir.

Birinci boliimde Oklid olmayan kristalize gruplarin yapist irdelendi. PSL(2,R), T -
Modiiler grubu, kongriians alt gruplarinin bazi 6zellikleri, bu kongriians alt gruplarinin
normalliyenleri ve ayrica ayrik gruplar, Riemann yiizeyleri, temel bolgeler, graf teori,

imprimitif hareket ile ilgili ihtiya¢ duydugumuz temel tanimlar verildi.

ikinci bslimde Nor(p) nin alt ydriingesel graflari gdz dniine alindi. Daha sonra T

genisletilmis modiiler grubun Q iizerinde transitif ve imprimitif olarak hareket ettigi
gosterildi. fO(N) nin @ daki yoriinge sayisi hesaplandi. Ayrica [' nin @ iizerindeki

hareketiyle olusan grafta kenar ve devre sartlari belirlendi.

Anahtar Kelimeler: PSL(2,R), I", Nor(p), I, fO(N ), Transitif permiitasyon grubu,
Alt Yortingesel Graf
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SUMMARY
Signatures of the NEC Groups and Graphs

In this thesis, our main purpose is to find signatures of some Fuchsian groups of the
group PSL(2, R ) by considering suborbital graphs.

In Chapter 1, the structure of Non-Euclidean Crystalllographic Groups is discussed
and some properties of PSL(2,R ), I'-Modular group, congruence subgroups, normalizers
of the congruence subgroups and also the preliminary definitions we require for discrete
groups, Riemann surfaces, fundamental domains, graph theory and imprimitive action are

given.

In Chapter 2, the suborbital graphs of Aor(p) are examined. It is shown that T" acts

transitively and imprimitively on Q and then the number of orbit of fO(N) in Q is
calculated. Moreover, edge and circuit conditions on the graph arising from the action of

[ on @ are determined.

Key Words: PSL(2,R), I', Nor(p), f, fO(N ), Transitive permutation group,
Suborbital graph



Sekil 1.1.
Sekil 1.2.
Sekil 1.3.
Sekil 2.1.
Sekil 2.2.

Sekil 2.3.

SEKILLER DiZiNi

Sayfa No
Hiperbolik DOGIUlar .........c.cooviiiiiiiieiieceeee e 5
I nin F temel DOIZESI...c.uvieuiiiiieiiieiieeieeieeee e 12
DIEVICIET ...t 22
r Genigsletilmis Modiiler Grubun bir F temel bolgesi.........c.cccccvveveveennnnne 39
Farey Grafl......coccooiiiiiiiiiiiic et 56
U da kesisen dOZIular.........cooeeiiiiiiiiiiniiiiecee e 56

VI



Nor(N)

PSL(2,R)

o = #

R 2 N O

AcB

A\B

A<B
|A:B|

alb

atb

a|b
a=b(modn)
(a,b)

SEMBOLLER DiZiNi

: Kompleks sayilar kiimesi
: Genisletilmis kompleks sayilar kiimesi ( Riemann Kiiresi)
: Euler fonksiyonu

: Modiiler grup

:T nin N| ¢ olan bir alt grubu
: Genisletilmis Modiiler grup

: T'nin N ¢ olan bir alt grubu
: T'y(N) nin PSL(2,R) deki normalliyeni

: Gergel katsayili, lineer, kesir doniisiimlerinin grubu
: Reel sayilar kiimesi

: Genisletilmis reel sayilar kiimesi

: Rasyonel sayilar kiimesi

: Genisletilmis rasyonel sayilar kiimesi

: Tam sayilar kiimesi

: Dogalsayilar kiimesi

: C de iist yar1 diizlem

. A kiimesi B kiimesinin alt kiimesidir
: A kiimesinin B kiimesinden farki

: A grubu B grubunun alt grubudur

: B alt grubunun A daki indeksi

: a sayisi b sayisini boler

: a sayis1 b sayisini bolmez
: a sayist b sayisinin bir tam bolenidir

: N sayist (a—b) sayisini boler

: aile b sayisinin en biiyiik ortak bdleni

VII



Gx

u(E)
1(C)

: F kiimesinin i¢i
: X noktasinin G -yoriingesi

: X noktasinin G deki sabitleyeni

: E kiimesinin hiperbolik alani

: Parcal, stirekli, diferansiyellenebilir bir C egrisinin hiperbolik uzunlugu

VIII



1. GENEL BiLGILER

1.1. Giris

Ayrik gruplar teorisinde sonlu iiretilmis gruplarin simgelerinin elde edilmesi iizerine
yapilmis ¢ok sayida ¢aligma vardir.

[k olarak R. Fricke, PSL(2,R) nin T',(N) yi normallestiren elemanlarma &rnekler

verdi. Fakat Lehner ve Newman’ 1n [17] ¢aligmalarina kadar normalliyen kavrami {izerinde
pek fazla durulmadi. [17] de Lehner ve Newman I'j(NV) nin Weierstrass noktalar ile
iliskisini ¢aligtilar ve normalliyeni direkt olarak hesapladilar. Fakat normalliyenin
elemanlarinin net bir sekilde karakterize edilmesi Conway ve Norton [8] tarafindan verildi.

1973 yilinda Bernd Fischer ve Bob Griess’in, bagimsiz olarak, mertebesi
2%.3%.57.7°.11*-13%-17-19-23-29-31-41-47-59- 71

olan yeni bir basit M grubu icin deliller iiretmesi ve [10] da Robert L. Griess’in varligim

ispatlamasinin ardindan bu yeni basit grubun o6zellikle T'j(V) nin PSL(2,R) deki

normalliyeni ile ilgili olmas1 normalliyeni tekrar 6n plana getirmistir.

Conway ve Norton, [8] de bu basit M grubunu Monster olarak adlandirdi. Daha sonra

Ogg [20] de | M | yi bolen p asallar igin PSL(2,R) de Nor(p) normalliyeninin belirledigi

fonksiyon cisminin sifir cinsine sahip oldugunu gosterdi. [22] de A. Pizer bu asallarin, 2-
agirlikli modiiler formlarla quaternion cebir teta-serisini iliskilendiren Hecke konjektiirtinti
saglayan yegane asallar oldugunu gosterdi.

[8] de Conway ve Norton

T = q_1 +O+Hl(m)q+H2(m)q2 +...

serisinin ['j(N) ile Nor(N) arasindaki bir gruptan ortaya ¢ikan sifir cinsli bir fonksiyon

cisminin normallestirilmis tireteci oldugu ileri siirdii. Bu sekilde ortaya ¢ikan modiiler
gruplar belli bir dogal parametrizasyona sahiptir ve ayrica Leech latisinin belli
otomorfizmalarimin 6zdegerleri cinsinden ifade edilebilen modiiler fonksiyonlar i¢in pek

¢ok formiil vardir.



N karesiz ise, Helling [13] te Nor(N) gruplarinin maksimal ayrik gruplar oldugunu ve

I' modiler grubu ile orantili olan her ayrik A grubunun bu gruplardan birine eslenik

oldugunu gosterdi. Ayrica A ile belirlenen fonksiyon cisminin cinsi sifir ise Nor(N) ile

belirli fonksiyon cisminin cinsi de sifirdir ve eslenik yapan her eleman

+
z— u; p,q ver ortak carpani olamayan tam sayilar,

bigimindedir.

Normalliyen, PSL(2,R) nin ayrik bir alt grubu ve sonlu {iretilmis oldugundan
topolojik ve geometrik Ozelliklerini veren bir simgeye sahiptir. Bu simge problemi bir
bakima bir ayrik grubun kimligidir. Bu kimlikteki periyotlar1 ( {iretici eliptik elemanlarin
mertebeleri ) ve parabolik simif sayilarii bulma problemi ayrik gruplar iizerine g¢alisan
bilim adamlarinin bu yolda daha fazla ¢aba sarfetmelerini gerektirmektedir. N nin karesiz
olmast durumunda simge problemini Maclachlan [18] de ¢ozmiistiir. Fakat N nin keyfi
olmasi durumu hala agiktir. Ancak [4] te Akbas ve Singerman normalliyenin parabolik

smif sayis1 verdiler ve 3, 4 ve 6 mertebeli eliptik iiretici elemanlar tam olarak belirlediler.

Dolayisi ile geriye 2 mertebeli liretici elemanlarin sayisini ve g cinsini bulmak kalmistir.

1.2. Topolojik Gruplar

Tamm 1.1. (G,-) bir grup ve ayn1 zamanda bir topolojik uzay olsun. Bu takdirde

HWM:GxG—— G
(g.h) = gh

iiym:G— G

g — g

doniigiimleri siirekli ise G ye bir topolojik grup denir.

Tamm 1.2. G bir topolojik grup ve X bir topolojik uzay olsun. Bu takdirde

ANGxX— X
(g,x) - /\(g,x)z:g/\x

stirekli bir dontisiim ve

@) g/\(h/\x):gh/\x , gheG, xeX

(ii) erx=x,eeG, xeX



sartlar1 saglamyorsa [G,X,A] tglisine veya [G,X] ikilisine bir topolojik déniisiim

grubu adi verilir. Bu durumda G ye X iizerinde hareket eder veya G ye X iizerinde bir

hareket grubu denir.

Onerme 1.1. [G, X] bir topolojik d6niisiim grubu ve x,y€X olsun. Bu takdirde
xry<=>dgeG: gx=y

seklinde tanimlanan = bagintis1 X {izerinde bir denklik bagintisidir.

Tamm 1.3. "~" bagintisinin denklik siniflarina hareketin yoriingeleri denir. Ayrica xe X

noktasini i¢ceren yoriingeye x-in yoriingesi denir ve bu Gx = {gx| g € G} kiimesidir.

Tamm 1.4. G, X lizerinde hareket etsin ve x,y € X keyfi olsun. gx =y olacak bigimde bir

g € G elemani varsa G ye X lizerinde transitif olarak hareket ediyor denir.

Bu tanima gore hareket transitif ise Vx € X icin Gx = X elde edilir. Yani bir tek yoriinge

vardir.

Onerme 1.2. [G,X ] bir topolojik doniisiim grubu olsun. p: X —)% doniigiimiinii

x — Gx

g6z Online alalim. Bu durumda

"Uc % aciktir := p ' (U) < X agiktir ”
tanimu ile verilen agik kiimelerin topolojisi ile % ye bir yoriinge uzayr diyecegiz. p

dontigiimii agikea siireklidir ve projeksiyon olarak adlandirilir.

Tanmm 1.5. G, X lzerinde hareket etsin ve xeX olsun. G_:={g € G| gx =x} kiimesine x

noktasinin sabitleyeni denir.

Tamm 1.6. G bir grup olsun. C:={g e G|Vxe G i¢in gx = xg} kiimesine G nin merkezi

denir.



Tanim 1.7. G bir grup olsun. G ={a) olacak sekilde bir a € G varsa G ye bir devirli grup

denir.

Tanim 1.8. G bir grup ve H <G olsun. N (H):= {g eG| gHg ' = H} kiimesine H nin

G deki normalliyeni denir. Normalliyen, H y1 normal alt grup olarak iceren en biiyiik

kiimedir.

Tanmm 1.9. Bir 7 doniisiimiiniin periyodu ( veya mertebesi) T" =1 esitligini saglayan en

kiiciik pozitif tamsayidir. Boyle bir m yoksa T ye sonsuz periyotludur denir.

Tammm 1.10. NeZ i¢in 1<a<N ve (a,N)=1 olan a tamsayilarinin sayisi @(N)ile

gosterilir. Bu fonksiyona Euler fonksiyonu denir.

m=p|'p;..p: ise bu takdirde

o2 o2)

1.3. Oklid Olmayan Kristalize Gruplar

1)Gile C_ =Cu {oo} genisletilmis kompleks diizlemin

(A) {z—) az+2 | a,b,c,d e R ve ad—bc=l}
cz+

az +b
cz+d

(B) {Z—) | a,b,c,d eR ve ad—bc:—l}

bicimindeki  dontigiimlerin  grubunu  gdsterelim. G nin  her bir eleman

U= {z eC|Imz> 0} iist yan diizlemin kendi iizerine bir konform veya ters konform

homeomorfizmasidir.

(A) bicimindeki doniisiimlerin grubunu PSL(2,R) ile gosterecegiz. Bu grup G de 2

indeksli bir alt gruptur. & nun her konform homeomorfizmi PSL(2,R)dedir [14].



G tizerinde bir topolojik yap1 asagidaki bigimde olusturulabilir:
v ={(a,b,c,d):ad —bc =%1} cR* alt kiimesini alalim. Bu alt kiime {izerinde R* deki adi
topolojinin kondurdugu alt uzay topolojisini goz Oniine alalim. Bu 7 alt uzayinda
(a,b,c,d) ile (—a,—b,—c,—d) noktalari ozdeslestirirsek G, 6zdeslik topolojisi ile bir
topolojik grup yapisina sahip olur. G topolojik grubu PSL(2,R) ve G \PSL(2,R) olmak
tizere iki bilesene sahiptir.

G nin ayrik alt gruplarina Oklid olmayan kristalize gruplar, kisaca NEC gruplari, adi

verilir. PSL(2,R)deki bir NEC grubuna ise bir Fuchsian grup denir. Eger bir NEC grubu
(B) tiirlindeki elemanlar1 yani ters yonlendirilmis elemanlari igeriyorsa buna ozel bir NEC
grubu diyecegiz. U iist yar1 diizlemi, Oklid olmayan (hiperbolik) diizlemin bir modeline
asagidaki bi¢imde doniistiiriilebilir:

Bir yay elemaninin ds hiperbolik uzunlugu

2 _ dx’ +dy’

2

y

ds

ile tanimlanir. Boylece parcali, siirekli, diferansiyellenebilir bir C egrisinin hiperbolik

uzunlugu

z(C):=jds=j—\'dx2;dy2

ve Ol¢iilebilir bir £ kiimesinin hiperbolik alani

)= [[F

olarak tanimlanir. Yukaridaki metrigin geodezikleri, reel eksene dik yar1 gemberler ve yari

dogrulardir. Bunlar hiperbolik dogrular olarak adlandirilir.

Sekil 1.1 Hiperbolik dogrular



U st yar1 diizlemde iki nokta arasindaki hiperbolik uzaklik, bu iki noktay1
birlestiren bir tek hiperbolik dogru pargasinin uzunlugudur. Bu metrikle tanimlanan
topoloji, bilinen Oklid topolojisine es degerdir. Yani bir topolojideki acik kiime, diger
topolojide de aciktir. Hiperbolik uzaklik ve alan PSL(2,R) nin doniisiimleri altinda
invaryant kalir [14].

2) Simdi G nin elemanlarint yon durumlarina ve sabit nokta kiimelerine gore

siiflandiralim:
* et e . .. az+b
(A) TePSL(2, R)\{I } doniigiimiiniin sabit noktalarin1 bulalim. Bunun igin, 7 =
cz+
yazilirsa,
czz+(d—a)z—b:0 (1)

denklemi elde edilir. Bu denklemin kokleri 7 nin sabit noktalaridir. 7 nin en fazla iki sabit
noktas1 vardir. (1) denkleminin kokleri ise,
—(d—a)$ (a-i—af)2 -4

z . =
1,2
2c

olarak bulunur. Burada ii¢ durum s6z konusudur;

1)) |a+d|>2 ise, iki farkli sabit nokta vardir ve bunlar RuU{eo} iizerindedirler. Bu

durumda T ye bir hiperbolik doniisiim ad1 verilir.

2°) |a+d|=2 ise, birbirine esit iki sabit nokta vardir ve bunlar R U {oo} tizerindedirler.

Bu durumda T ye bir parabolik déniisiim ad1 verilir.

3°) |a+d|< 2 ise, birbirinin eslenigi olan iki kompleks sabit nokta vardir. Bu sabit

noktalardan biri agik¢ca U/ kiimesindedir. Bu durumda 7 -ye bir eliptik doniisiim ad1 verilir.

(B") Simdi de 7 € G\ PSL(2.R) olsun. Bu durumda z = %22
cz +

czz+dz—az-b=0 (2)

yazilirsa

denklemi elde edilir. (2) denkleminde z=x+iy ve z =x—iy ifadeleri yerlerine yazilirsa,
cx+iy)(x—iy)+d(x+iy)—a(x—iy)-b=0=

c(x* +y)+dx—ax+i(dy+ay)—-b=0=



c(x* +y)+(d—-a)x—b=0
(d+a)y=0

bi¢ciminde iki durum elde edilir. Bu iki durumu inceleyelim:

') a+d#0 ise y=0 dir. Bu durumda cx’ +(d —a)x—b=0 denklemi elde edilir. Bu
denklemin diskriminanti

A=(d—-a)’ +4bc=d’* —2ad +a* +4bc
dir. Buradan ad —bc =-1 esitligi kullanilirsa A = (a+d)’ +4 > 0 elde edilir. Dolayisiyla T
nin iki farkli sabit noktasi vardir ve bunlar Ru {oo} tizerindedirler. Bu durumda 7 ye bir

kayan-yansima denir.

2"y a+d=0 ise (a+d)y=0 | esitligi oOzdes olarak gercekleseceginden

c(x*+y)+(d—a)x—b=0 esitligi geregi T nin sabit noktalar1 kiimesi bir cemberdir.

a+d=0ve ad—-bc=-1 esitlikleri yardimiyla bu g¢emberin merkezinin (E,O) ve
c

1 . .
yarigapinin |— oldugu goriiliir. Bu durumda 7" doéniisiimiine bir yansima adi verilir.

c|

Buna gore G nin, hiperbolik, parabolik, eliptik, kayan-yansima ve yansima diye

adlandirilan bes tip elemani1 vardir.

Tamm 1.11. 7, ve T, , G grubunun herhangi iki elemam olsun. 7, = TT,T" olacak sekilde

bir 7 €§ elemani varsa 7, ve 7, birbirinin eslenigidir denir.
Onerme 1.3. 7, ve T, birbirinin eslenigi iseler ayni tiptendirler.

G nin elemanlarint iz (trace) lerine, a+d, ve ayrica determinantlarina gore

siniflandirabiliriz.

G nin eslenik elemanlarmin ayni tip oldugu gergegi kullanildiginda, doniisiimlerin her biri

bir dogal gdsterime sahiptir. Dogal gosterimler asagidaki sekilde siniflandirilir:



Eleman Tiiri Dogal Gosterim

Hiperbolik z>Az (4>

Eliptik zow, —Lloe?Z7l gzong
Wi Z41

Parabolik z—>z+1

Kayan-yansima z> Az (/1 < —1)

Yansima z—>—-Z

Tanim 1.12. A bir Fuchsian grubu olsun. Bu takdirde

@) UTF)=u (i) YT e A\{I} igin FAT(F)=2.

TeA

sartlarin1 saglayan F kapali kiimesine A i¢in bir temel bolge ad1 verilir.
F yi iki sekilde elde edebiliriz:

Tamm 1.13 (Dirichlet Boélgesi). A bir NEC grup ve pel, VyeA\{l}igin
y ( p) # p kosulunu saglayan bir nokta olsun. d hiperbolik metrik olmak {izere
F= {z eU | VgeA igin d(z,p)< d(g(z),p)}

kiimesine, A i¢in Dirichlet Bolgesi denir.

az+b

Tammm 1.14 (Ford Bolgesi). A<PSL(2,R), TeA ve T(z)= , c#0 olsun.

cz+d

I(T):|cz+d|’=1 c¢emberi, T nin izometrik ¢emberi olarak adlandirilr.
|T'(z)|=1<>zeI(T) oldugundan izometrik ¢ember, diferansiyel Oklid uzunlugunu
degistirmeden 7 ile doniistiiriilen noktalarin geometrik yeridir. F, ; Ada sonsuzun A

sabitleyeni i¢in bir temel bolge ve K ; Anin tiim izometrik ¢emberlerinin disinda kalan

bolge ise F'=F,  NK , Aigin bir temel bolgedir.
Her sonlu iiretilmis Fuchsian grubu da asagidaki gibi bir gosterime sahiptir:

Ureticiler : a,,b,,...,a,,b, (hiperbolik)
Xoox (cliptik)
Dys---» P, (parabolik)



g r s
= . mo__ _om. -17.-1 _
Bagmtilar : x" =...=x] —| Iaibial. b, | Ile |pk—1

i=1 k=1

Jj=1 =

Simge:( g ; my...,m. ;s ).

Burada g-grubun cinsini, m;- tiretici eliptik elemanlarin mertebelerini ve s-parabolik sinif
sayisini temsil etmektedir. Simge, tizerinde ¢alisilan grubun invaryantlarini ortaya koymasi

bakimindan son derece dnemlidir [5].

Tamm 1.15. X bir baglantili, Hausdorff topolojik uzay1 olsun. Bir 4 < X ve B < C acik
alt kiimeler olmak iizere ¢ : A—B homoemorfizmasina X iizerinde bir kompleks kart ve

(4,9) ¢iftine X in bir koordinat komsulugu denir.

Tamm 1.16. Eger ¢, o(pz_l 10, (A4, N Ay) = ¢ (A4, N A4,) fonksiyonu holomorf ise (4,,9,)

ve (A4,,9,) koordinat komsuluklar: uyumludur denir.

Tanim 1.17. Koordinat komsuluklarinin bir (4;,¢; );; ailesini alalim.

(1) X= U(Ai)

(2) V(iyj)elx! icin (4;,¢; ) 1le (4;,¢; ) uyumludur,
kosullarinin saglanmas1 halinde (A4;,¢; )ic; ailesine bir ortiim adi verilir. Iki ortiimiin
birlesimlerinin de bir ortiim meydana getirmesi halinde bu ortiimler esdegerdir denir. Bu

ortiimlerin kiimesi {izerinde bir denklik bagintis1 tanimlanir ve denklik sinifina da bir

kompleks yap1 ad1 verilir.

Tamm 1.18 (Riemann Yiizeyi). Bir baglantili Hausdorff topolojik uzayma bir kompleks

yapiyla birlikte bir Riemann yiizeyi ad1 verilir.

Her noktasinin bir komsulugu R* nin bir agik alt kiimesine homeomorf olan bir
baglantili Hausdorff uzayina bir yiizey adi verilir. Eliptik eleman icermeyen keyfi bir A-

Fuchsian grubu da PSL( 2, R ) nin bir alt grubu olarak / iizerinde hareket eder ve bolim

topolojisi ile meydana gelen boliim uzay1 bir yiizeydir. Diger taraftan U/ daki kompleks
yapi1 Z/%\—yiizeyine transfer edildiginde bir Riemann yiizeyi elde edilir. Eger A eliptik

eleman igeriyorsa sonug yine bir Riemann yiizeyidir, ancak bu durumda i/ — %
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izdiigiimii dallanmistir. Ancak olusan yiizey kompakt degildir, bunu saglamak icin U

yerine U U {oo} alinir [14].

Teorem 1.1 [14]. Her basit baglantili Riemann yiizeyi asagidakilerden birine konform
esdegerdir:

(i) C_-Riemann Kiiresi

(ii) C-Kompleks Diizlem

(iii) -Ust Yar1 Diizlem.m

Bu Riemann yiizeylerinin otomorfizm gruplar1 asagidaki gibidir;

Teorem 1.2 [14]. (i) Aut(C_)=PSL(2,R)
(i) Aut(C)= {Z —az+b:a,beC,a+ 0}

(iii) Aut(i{)=PSL(2,R) .m

Teorem 1.3 [14]. % kompakt ise A parabolik eleman icermez.m

1.4. PSL(2,R) deki Parabolik ve Eliptik Altgruplar

Teorem 1.4 [7]. PSL(2,R) nin bir parabolik (eliptik, hiperbolik) elemaninin PSL(2,R)

deki merkezleyeni, ayni sabit nokta kiimeli tiim parabolik ( eliptik, hiperbolik )

elemanlardan meydana gelir.m
Teorem 1.5 [14]. Her Abel, Fuchsian grup devirlidir.m

Tamm 1.19. A bir Fuchsian grup olsun. A nin birim elemandan ve parabolik (eliptik)
elemanlardan olusan devirli bir maksimal alt grubuna A nin bir parabolik (eliptik) alt

grubu denir.

Tanmim 1.20. Bir A Fuchsian grubunun parabolik (eliptik) alt gruplarinin eslenik

siiflarinin sayisina A Fuchsian grubunun parabolik (eliptik) sinif sayisi denir.
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Tanmm 1.21. A bir Fuchsian grup olsun. Bir r € @ = Q U {o} noktas1 keyfi verildiginde
y(r)=r olacak sekilde bir y e A parabolik elemani bulunabiliyorsa, bu noktaya A

Fuchsian grubunun bir parabolik noktasi veya cusp’1 denir.

Benzer sekilde z € U noktas keyfi verildiginde o (z) =z olacak sekilde bir o € A eliptik

elemant bulunabiliyorsa bu noktaya , A nin bir eliptik noktas: adi verilir.

1.5. Modiiler Grup

Tamm 1.22. PSL(2,R) nin

I:=PSL(2,7) ={z N AL
cz+d

|a, b, c, deZ ve ad-bc=1}

alt grubuna Modiiler grup ad1 verilir. Bu grup asagidaki gibi 2x2 lik tamsayilar matrisiyle

de temsil edilebilir:

a b
A=[ J , detd=1.
c d

A ve —A ayn doniisiimii temsil ettiginden s6z konusu matrisi negatifi ile es tutacagiz.

Boylece matris ve doniisiim arasinda bir ayrim yapilmayacaktir. Ayrica

a b ka kb
ve , k=0
c d ke kd
matrisleri yine ayni doniisiimii temsil ettiginden, matris hesaplamalarinda uygun oldugu

yerde bu matrisleri esit gibi yazabiliriz ( burada determinantin 1 olma sart1 aranmayabilir).

. 1 ) e s

Asagidaki teorem, I' nin T(z)=z+1 ve U(z) = ——doniisiimleriyle {retildigini
z

gostermektedir.

11 0 -1
Teorem 1.6. ' modiiler grubu TZ(O 1] ve U:(l 0] matrisleriyle tiretilir.

Ispat . Once T icin Ford bolgesini bulalm.T" da oo un sabitleyeni T', ile gosterilsin.
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F = {z elU:|Rez| < %} olsun. Bu F_seridi , I' sabitleyeni i¢in bir temel bolgedir. En

genis izometrik c¢emberler 1 yarigaplidir ve bu cemberlerin merkezleri reel eksen

tizerindeki tam sayilardir. Sadece merkezleri 0,-1,1 olan ii¢ cember F ile kesisir. Burada

1 3 1 B

= Y +i— ve —p=—+i— olmak lizere 0-merkezli cember p,—p da; l-merkezli

. . e . 1
cember —p da; -1 merkezli cember p da F, ile kesisir. Diger ¢cemberlerin yarigapi >

den kiigiik veya esittir. Bu nedenle sekilde goriildiigii gibi F bolgesi iizerinde bu

cemberler onem tagimaz. Buna gore;
2 2 2 1
F={(x,y)eR X" +y 21, |x]£5 , y>0}

kiimesi I" modiiler grubu i¢in bir temel bolgedir.

v

A

-2 -1 -172 0 121 2

Sekil 1. I' nin F temel bolgesi

T(z)=z+1 igin T(z)=s, ve U(z)= 1 icin U(s,)=s, oldugundan (s,,s,) ve
z

(s,,s,) kongrii kenar ciftleridir. Bu nedenle 7 ve U déniisiimleri I' modiiler grubunu

tiretir. Burada 7' bir parabolik eleman ve U, 2. mertebeden bir eliptik elemandir. Buna

1 -1 1
gore; TU = (1 0 j 3. mertebeden bir eliptik, V' :=TU olmak lizere I',U(z)=—-— ve
z
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z—1

V(z)=

elemanlariyla da iiretilir. Dolayisiyla da U =y’ =J dir. Buradan T
z

nin treticileri U, 7,V oldugundan I nin simgesi (O; 2,3,00) olur.m

A

Simdi de I' nin cusp kiimesi Q :=Qu {oo} iizerindeki hareketini inceleyelim. @ nin
; X . 1 1 X —x
elemanlari (x, y) =1 olmak iizere — olarak yazilabilir. Burada o= —=—-— dir. —=—
y 0 0 yo-y
oldugundan bu gosterim tek tiirlii degildir. 7 eI ise

x| ax+by -x )| —ax—-by ax+by X
T — |= ve T|— |= = =Tl =
v cx +dy -y —cx—dy cx+dy y

oldugundan T' nin Q iizerindeki hareketi iyi tanimlidir.

Eger (x, y)=1 ve ad —bc =1 ise ax +by

indirgenmis formdadir.
cx+dy

+ by
cx+dy

Aksini varsayalim; indirgenmis formda olmasin. Buna gore n|ax+by ve

n| cx+dy olacak sekilde bir neZ elemani vardir. Bu durumda £,/e€Z igin
ax + by =kn ...(1)ve cx + dy =/(n ... (2) dir.
(1) esitliginin her iki tarafi d ile (2) de —b ile ¢arpildiginda
(ad —bc)x = (kd —bl)n )]
ve benzer sekilde (1) esitligi —c ve (2) esitligi a ile ¢carpildiginda
(ad —bc)y = (al —ck)n (II)

elde edilir. (I) ve (II) den n

x,y celiskisi elde edilir.
Teorem 1.7 [14]. " , @ tizerinde transitif olarak hareket eder.

Ispat. ve (a,b)=(c,d)=1olsun. Bu durumda af-ba=1 ve

2

A a
eQ;—#
Q b

Ul o

ac
b'd

az+ao

bz+ f

co-dy =1 olacak sekilde «,f,0,y € Z tam sayilar1 vardir. Burada £&(z) = ve
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cz+y a

Z = J—
dz+06 b

i

Q= n§_1 eI" dontigiimii vardir. Dolayistyla I, Q iizerinde transitif olarak hareket eder.m

ve 77(00):2

seklinde tamimlanirsa & (o0) = olacak sekilde bir

Teorem 1.8. I" nin c noktasinin sabitleyeni I' | sonsuz devirli bir gruptur. m

_az+b

Ispat. Tel ve T()=o olsun. T(z)= ise T(w)=o oldugundan c=0 ve

cz+

ad =1 dir. Buradan T(z)=§z+:l=azz+m=z+m (m=>b veya m=-b) bulunur.

11
Dolayistyla U(z)=z+1 olmak tizere I' = <(0 1]> dur.m

1.6. Modiiler Grubun Kongriians Alt Gruplar:

Kongriians alt gruplarn eliptik egrilerin aritmetigi, integral kuadratik formlar, eliptik
modiiler formlar gibi konulardaki 6nemleri itibariyle Modiiler grubun {izerlerinde en ¢ok
calisilan alt gruplardir. {lk ¢alismalar F.Klein, R. Fricke, A. Hurwitz tarafindan yapilmus,
sonraki donemde A. Ogg, B. Schoeneberg, J. P. Serre bu konudaki c¢alismalar1 ileri

seviyelere tasimislardir.
Tamm 1.23. N pozitif tamsay1 olmak lizere I' nin temel kongriians alt grubu
a b
F(N):={( dJeF|azdzlmodN,bECEOmodN}
c

ile tanimlanir. I' nin I'(V)-temel kongriians alt gruplarini igeren herhangi bir alt kiimesine

kongriians alt grubu denir. Uzerinde en ¢ok calisilan bazi kongriians alt gruplari;

b
I'(N)= ¢ ella=d=1modN, ¢c=0 mod N
! c d

rNy=19 "ler |c=0 mod N {3 TO(N)={| Pl er | h=0mod N
0 c d c d

gruplaridir.
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Ayrica T'(N)<I" nin normal bir alt grubudur, dolayistyla [( N'),I, (N)ve I, (N )nin de

normal alt grubudur. Diger taraftan I', (N) <T' (V) dir. Buna gére indeksler N >2 igin

F:FI(N>|=N7H(1—§]’

PN

Ho(N) =Ty (N)| = NH[H%),

PN

AN ko2 oL
5 =|[:T(N)|= > H(l pzj

pIN

dir.
N =2 durumunda |F : F0(2)| =3,

I:T(2)|=3,

I':T'(2)|=6 bigimindedir. N >2 igin
yukarida verilen indekslerden asagidaki sonuglar kolayca elde edilir;

' _rrv)|
[(N):T(N)| = —|r TV

V)N 1 N
T, (N):T,(N)| :|'—I|Z_H(l__j _oW)
|F'F0(N)| 2 PN p 2
Ly(N), T (N) ve I'(N)"nin cusp kiimesi de @ dir. Ciinkii bunlar T nin sonlu indeksli alt

gruplaridir ve bir A-Fuchsian grubunun sonlu indeksli herhangi bir alt grubu da A ile ayni

cusp kiimesine sahiptir [24].

Teorem 1.9. ' (N) nin @ tizerindeki hareketi transitif degildir.

Ispat. Aksini varsayalim ve 0, © € Q segelim. Bu durumda
a b)(0) (1
eN d){1) 0
.. [a b
olacak sekilde bir el',(N) elemani vardir.
cN d

Bu esitlikten b = 1 ve d = 0 elde edilir. Determinant goz 6niine alindiginda bunun ¢ = -1 ve

N=1 olmasiyla, diger bir ifadeyle ancak ( , J eI’ olmasi durumunda miimkiin oldugu

cN

goriliir.m
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1.7. Temel Bolgenin Cinsi

Bir kompakt, yonlendirilebilir X- Riemann yiizeyini géz oniine alalim. X de reellerin
kapali birim araliginin bir homeomorf resmine X tizerinde bir basit yay (simple arc) adi
verilir. Bir yayin bitim noktasi ile bir sonrakinin baslangi¢ noktasinin birlesimiyle olusan

yaylarin sonlu bir dizisine X lizerinde bir egri (curve) denir.

Bir egrinin baslangi¢ noktasi ile bitim noktasi ¢akisiyorsa bu egriye bir kapalr egri
adr verilir. Oklid diizlemindeki bir kapali dairenin X deki bir homeomorf resmine X

tizerinde bir poligon adi verilir.

Simdi 3, X tizerinde sonlu sayidaki noktada kesisen sonlu sayida egrinin meydana

~

getirdigi bir sistem olsun. Ayrica 3 nin biitlinleyenlerinin baglantili bilesenlerinin
kapaniglart poligonlar olsun ve kesisimleri de ya tek bir nokta ya tek bir kenar ya da bos

kiime olsun. Egrilerin boyle bir sistemine X in bir poligonal ayrismast denir.

Bir poligonal ayrismada meydana gelen kdse, kenar ve yliz’in anlami agiktir.

Bunlarin sayisini sirasiyla v,e ve f ile gosterecegiz.

Teorem 1.10 (Euler) [24]. X in her poligonal ayrismasinda v—e + f sayis1 invaryant kalir.m

e+ f

Tanmm 1.24. g:==1- ' > kesisimleri bos olan ve X i ayrigtirmayan kapali egrilerin

maksimal sayisidir. Bu 6nemli topolojik invaryanta X in cinsi (genus) denir.

Teorem 1.11 [24]. I'j(N) kongriians alt grubunun temel bolgesinin cinsi

dir. Burada

0 , 9N 0 , 4N
€p = =3 G -1
pHN[H(PD , 91N g(l{pn , 4N

dirve o, = Z (p((t, ]\% )) bicimindedir . ¢ -Euler fonksiyonu olmak tizere,
4N
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| 0 , p=2 ; 0 , p=3
(_—J: 1 , p=lmod4 |, (_—j: 1 , p=Ilmod3

-1 , p=3mod4 -1, p=2mod3
dir.m
N< 25 igin elde edilen sonuglar1 verelim;

g=0 N=1,...,10,12,13, 16, 18, 25 igin;
g=1 N=11,14,15,17, 19, 20, 21, 24 i¢in;
g=2 N=22,23 igin;

1.8. Baz1 Kongriians Alt Gruplarinin Normalliyenleri

Teorem 1.12 [11]. T'(N) ’nin PSL (2,R) deki normalliyeni I" dir.m

: : . JLN), N#4
Teorem 1.13 [11]. I';(N) ’nin I" daki normalliyeni dir.m
1_‘0(2) s N = 4

Teorem 1.14 [1]. I';(N) nin PSL (2,R) deki normalliyeni

Nor(N) :=

b
ae
N A :adez—bc%2=e>0
c
4 de
dir. Buradaki biitiin harfler tamsayi, e|| %2 ve A, hz‘N sartin1 saglayan 24’lin en biiyiik

bolenidir. (#|s yani "r, s’nin bir tam bélenidir :<> (r, s/ ) =1 dir).m

Teorem 1.15 [4]. N keyfi bir pozitif tam say1 olsun. Bu durumda Nor(N) yalnizca 2, 3, 4
ve 6 mertebeli periyotlara sahip olabilir ve listelik
(a) Nor(N), 4. mertebeden en ¢ok bir periyoda sahiptir. Nor(N) nin 4. mertebeden bir

periyoda sahip olmasi i¢in gerek ve yeter sart,

%2 =2p,”...p," ve i=2,...,r olmak lzere, 2||]%2 ve p, =1mod4 olmasidir.
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(b) Nor(N), 6. mertebeden en ¢ok bir periyoda sahiptir. Nor(N) nin 6. mertebeden bir

periyoda sahip olmasi i¢in gerek ve yeter sart,

%2 =3p,”..p," ve i=2,...,r olmak {izere, 3|| %2 ve p,=1mod3 olmasidir.

(¢) Nor(N), 3. mertebeden en ¢ok bir periyoda sahiptir. Nor(N) nin 3. mertebeden bir

periyoda sahip olmasi i¢in gerek ve yeter sart,

%2 =p,°..p, ve i=3,...,r olmak iizere, p,=1mod3 olmasidir.m

Teorem 1.16 [4]. NeZ keyfi ve N =2%3% p,“ ... p “ asal carpanlarina parcalanisi olsun.

Nor(N) nin @ iizerinde transitif olarak hareket etmesi i¢in gerek ve yeter sart
o< 7,a,<3vea<1:i=3 ..,n

olmasidir.m

Teorem 1.17 [21]. p, %2 nin farkli asal ¢arpanlarinin sayisi olsun ve

&

1y 222000 Lt 9N
"0 ; aksi takdirde = > |0 ; aksi takdirde

olmak tizere T=(%j (EJ olsun. Bu takdirde Tj(N)’ nin Nor(N) deki indeksi

| Nor(N) :Ty(N)|=2"h’r dur.m

Lemma 1.1. Bir K eR (s#0), (k,s)=1 rasyonel sayis1 verildiginde A(Ej = (ﬁj ,
s

s s,

s, ‘N kosulunu saglayan bir 4 eI'((N) vardir.

. a b\lk ak + bs . .
Ispat. = dir. Buna gore
cN d)\s Nck +ds

Nck + ds = (N,S) (1%)
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esitligini saglayan {c,d} ciftlerini buluruz, dolayisiyla s, =(N,s) isteneni saglar.

[Nk s

, =1 oldugundan (1%*) esitligini saglayan bir {c,,d 1fti mevcuttur. Bu
V.s) (N,S)j g (1*) esitligini saglay {¢oody} ¢

yiizden (1*) 1n genel ¢oziimi;

c=co+(NS v

R)

9 2*

L NE .
(N

olarak elde edilir.

N=q,¢," ...qkoako, N nin asal ¢arpanlara pargalanigi olsun. Hem (2*) daki kosullar
saglayan, hem de (Nc,,d,)=1 sartin1 saglayan bir {c d } ciftinin var oldugunu gostermek

*9 *

zorundayiz. (d,, N)=1 ise ispatlamaya deger bir sey yoktur. (d,,N)>1 ise d,, N ile ortak

N,s)

yiizden (2*) da n=1 alarak g, { d, sartin1 saglayan bir d, tamsayisi elde ederiz.

bolene sahiptir, buna g, diyelim. diyelim. (1*) esitliginden dolay1 (qo,(N—kJZI dir, bu

q,Nk
N,s)

(d,,N)>1 ise d,, N ile bir ortak ¢arpana sahiptir, buna ¢, diyelim. d, =d, - olsun,

bu durumda d,’de g, ve g, carpanlar1 yoktur. (d,,N)>1 ised,, N ile bir ortak ¢arpana

sahiptir, buna ¢, diyelim. Bu islem siirdiiriildiigii takdirde su sonucu ulasilir;

d,=d, —q(o;\]]—lzgc ( ve dolayisiyla d, °de ¢g,, g,, g, ¢arpanlar1 yoktur)
...q, Nk
dia =dy, —% (ve dolaysiyla d, ., de, ¢,.q,....,q,, carpanlar yoktur)

Boylece (d,.,N)=1 dir. d,=d, ,+1 olsun ve c’ye de ¢, diyelim, buna gore
(Nc,,d,)=1 dir. Buradan ¢ikan sonug sudur; en az bir 4 €I'j(N) eleman: mevcut (aslinda

sonsuz ¢oklukta) dyle ki A(kj = (ﬁj ) 5 ‘N dir.m

s s,
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1 1

Lemma 1.2. d,| N ve (a,,d,)=(a,,d,)=1 olmak iizere A[le :[izfjolsun. Bu takdirde

t:[a’l,ﬁ olmak iizere a, =a, mod¢ dir.

. a b a, aa, +bd, a,) .. .
Ispat. 4= almirsa A4 = = dir. Buyiizden
cN d d, Na,c+dd, d,

N
Na,c+dd, =d, veya d—alc+d =1
1
aa,—a,=0 mod d, = aa,—a, =0 mod ¢

det4A dan ad=1modt elde edilir ve yukarildan d=1mod¢ dir. Bu ylizden

a=lmodt. aa —a,=0mod ¢ oldugundan a, =a, mod ¢ dir.m
Lemma 1.3 [1]. d | N ve (a,,d)=(a,,d)=1 olsun. Bu durumda ¢ = (d,%] olmak tizere

(alj ve (%J I',(N) altinda esleniktir < a, =a, mod¢.

Ispat. Teorem 1.11 ve Lemma 1.2 den ispat asikardir.m

Teorem 1.18. d | N olsun. % nin I'j(N) ile hareketiyle olusan yoriinge

(zj _ {ie Q:(N,y)=d,a= x%mod(d,g]}

kiimesidir. Ustelik (z’j, d| N yoringelerinin sayist Y :Zgo((d,%)), ¢-Euler

dIN

fonkiyonudur [4].

1.9. imprimitif Hareket

Tanmm 1.25. (i) X2 bir kiime olsun. & : X—X bire-bir, orten ise £ye X in bir

permiitasyonu denir. X in tiim permiitasyonlarinin kiimesi S* ile gosterilir.

(i) &,& e8" ise £o&, € 8Y oldugu agiktir. S* grubuna X iizerinde simetrik grup denir.

S* in alt gruplarma da X iizerinde permiitasyon gruplart denir.
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Tammm 1.26. G, X iizerinde bir permiitasyon grubu olsun. Bu takdirde G, X iizerinde

hareket eder. Gergekten ge G ise g:G—G bire-bir ve orten bir donilisiimdiir. Bu durumda

gx:=g(x) olarak aliirsa (g,g,)x = g,(g,x) ve lx = x oldugu agiktir. Bu harekete G nin

X tizerindeki dogal hareketi denir ve "(G,X) permiitasyon grubu" ifadesi kullanilir.

"

Tanmm 1.27. (G,X) bir transitif permiitasyon grubu ve "=", X ilizerinde bir denklik
bagintist olsun. x,yeX i¢in x ~ y oldugunda Vge G icin g(x) = g(y) ise "~" bagintisina bir

G-invaryant denklik bagintisi denir.

Tamm 1.28. Bir G-invaryant denklik bagintisinin denklik siniflarina denklik bagintisinin

bloklar: denir.

Bu tanima gore;
i) Ozdeslik bagintisi: X xy <> x =y
1) Evrensel baginti: Vx,yeXigin x= y

bagintilarinin G-invaryant denklik bagintilar1 oldugu agiktir. Bu bagmtilara agsikar (trivial)

bagintilar ad1 verilir.

Tamm 1.29 [7]. X iizerinde yukaridaki asikar bagitilarin disinda bir G-invaryant denklik
bagintis1 yoksa (G,X)’e primitif, aksi halde imprimitif denir.

Lemma 1.4 [7]. (G,X) bir transitif permiitasyon grubu, H<G ve bir aeX igin
G, < H olsun. Bu takdirde ge G, heH i¢in

g(a) ~ gh(a))
bir G-invaryant denklik bagintisidir. Ayrica

"~ "0zdeslik bagimtisidir < H = G, , "~ " evrensel bagintidir < H=G dir.m

Lemma 1.5 [7]. (G,X) bir transitif permiitasyon grubu olsun. (G,X) hareketi primitiftir <

VxeX i¢in G,, X in maksimal bir alt grubudur.m
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Teorem 1.19 [7]. (G,X) bir transitif permiitasyon grubu olsun. G, < H < G ise
g(a)=h(a) © g'heH

iyl taniml1 bir G-invaryant denklik bagintisidir. Denklik smiflarinin sayis1 da |G:H |

indeksidir.m

1.10. Graf Teori

Tanmm 1.30. X = bir kiime, A < XxX bir bagint1 olsun. G=(X,A) ikilisine bir graf
(graph) denir. X in elemanlarina grafin késeleri ve A’nin elemanlaria grafin kenarlar: adi
verilir.

(a,b)eA ise bu durum a—b ile gosterilir. Eger (a,b)eA veya (b,a)eA ise a ile b bir

kenar ile baglanmigtir denir. Bu durumda a ve b ye komsu késeler denir.

Tamm 1.31. G=(X,A) bir graf ve Ac X olsun. G' = (4,A N Ax A) grafina kose kiimesi A

olan G nin bir alt grafi ad1 verilir.

Tamm 1.32. a = a,,a,,...,a, =b bir G-grafinin kdselerinin bir dizisi olsun. Eger 1<i<n
i¢cin a, , ve a; bir kenar ile baglanmislarsa a’dan b’ye n-uzunlugunda bir yol vardir denir.
Eger a=b ve a,,a,,...,a, , koselerinin tiimii farkl1 ise bu yola n-kenarli bir devre denir.
Ayrica a;,a,,, ikilileri igin a,— a,,, ise bu devreye yonlenmis bir devre (circuit) denir. Ug

kenarli bir devreye bir ii¢cgen, dortkenarh bir devreye bir dortgen ve alt1 kenarli bir devreye

bir altigen denir.

A A e

Ikigen  Hiper. Uggen Hiper. Dortgen Hiperbolik Altigen

Sekil 1.3 Devreler
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Tamm 1.33. G=(X,A) bir graf olsun. X {izerinde bir =-bagintisini sdyle tanimlayalim:

"axb <= a=b veya a’dan b’ye bir yol vardir ”.

Acik olarak, = bir denklik bagintisidir.

Tanim 1.34. (i) X in kendisi bu =-bagintis1 altinda denklik sinifi ise G-grafina baglantilidir
denir.

(ii) Eger Xj, ~-bagintis1 altinda bir denklik sinifi ise (X,,An X, x X,) baglantili bir graftir

ve bu grafa G-grafinin baglantili bileseni denir.

Iki grafin koseleri arasinda 1-1 ve &rten bir doniisiim mevcut ve bu doniisiim komsu

koseleri, komsu koselere gonderiyorsa bu iki grafa izomorf graflar denir [28].

1.11. Alt Yoriingesel Graflar

Tanim 1.35. (G,X) bir transitif permiitasyon grubu olsun. G nin XxX iizerindeki hareketini
g€ G olmak iizere

g:(a,fp)—>(g(a), g(B)), (a,f)e X xX
ile tanimlayalim. Bu hareketin yoriingelerine G nin alt yoriingeleri denir. (o, ) y1 igeren
alt yoriingeyi O(«,p) ile gosterelim.
O(¢,p) dan bir G(a,p) alt yoriingesel grafin1 agagidaki gibi elde edelim:
G(a,p) nin koseleri X in elemanlaridir. Yukarida da verildigi gibi, x, yeX noktalar1 i¢in
(x, ) eO(a,p) ise x den y ye yonlenmis bir kenar vardir ve bu durum x—y olarak gosterilir.

Bu kenar1 U-iist yar1 diizleminde bir hiperbolik geodezik olarak ¢izebiliriz.

Acik olarak O(f, ) da alt yoriingedir. O(e, ) = O(B,) veya O(a,f) # O(f, ) dir.

(i) O(a,p) = O(f,a) 1se G(a,p) = G(f,a) dir ve bu graf karsilikli yonlendirilmis
kenarlardan olusur. Yani, G(a,p) grafinda x—y ise yine G(«,f) grafinda y—x dir. Bu
durumda G(a,p) grafina kendisiyle eslesmis graf denir.

(ii) O(a,p) # O(p,) ise G(B,) , G(a,P) nin oklarinin ters yonlendirilmiglerinden ibarettir.
Yani, G(ao,f) grafinda x—y ise G(f,a) grafinda y—x dir. Bu durumda ise G(a,f) ve
G(p, o) graflarina birbirleriyle eslesmis graflar denir.
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O(a,a)={(x,x): xe X}, XxX in kosegenidir. O(a,) ya uygun G(a,a) alt
yoriingesel grafina agikdr alt yoriingesel graf denir. Bu graf her bir kdsesi a€X olan bir

sigramadan ibarettir.

G, X lzerinde transitif olarak hareket ettiginden bloklar1 transitif olarak permiite

eder, dolayisiyla alt graflarin hepsi izomorftur.

Yukarida 6zetlenen fikirler ilk defa Sims tarafindan ortaya konmus [26], daha sonra
Biggs ve White sonlu gruplar i¢in uygulamalar1 tizerinde durmuglar [7], ardinda da

Tsuzuku bu diisiinceleri bir kitapta toparlamistir [28].

Onerme 1.4 [15]. G', (G X) transitif permiitasyon grubu i¢in bir alt yoriingesel graf olsun.
Bu takdirde
(i) G, G’ -nin otomorfizmalarinin bir grubu olarak hareket eder.
(ii) G, G'-nin koseleri tizerinde transitif olarak hareket eder.
(iii) Eger G’ kendisiyle eslesmis ise bu takdirde G, G'-nin ardisik koselerinin
strali ciftleri lizerinde transitif olarak hareket eder.
(iv) Eger G’ kendisiyle eslesmis degil ise bu takdirde G, G'-nin kenarlari

uzerinde transitif olarak hareket eder.m

Simdi G:=T ve X ::@ alalim. I"- nin @ tizerindeki hareketi transitif oldugundan

her bir alt yoriinge bir v e Q icin (oo, v)ikilisini ihtiva eder oyle ki N>1 ve (u,N) = 1
olmak iizere v:% dir. Bu altyoriingeyi O, , ile ve buna karsilik gelen G(o,v) alt

yoriingesel grafini da G, , ile gosterecegiz.
Eger v=00 ise G,,=G_, asikér alt yoriingesel graftir. Boylece kabul edelim ki
veQ dir. Eger vV'eQ ise bu takdirde O(w,v)=0(w,v) < vvev T nin aynm

yoriingesindedir. Yani 3g €' oyleki g(v)=V".

Teorem 1.20 [15]. = >~ ¢G,, <
sy

(i) x=ur mod N, y=us mod N ,ry—sx=N veya
(ii) x=—ur mod N, y=—us mod N , ry—sx=—-N

olmasidir.m
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Sonu¢ 1.1 [15]. uww=-1mod N ise bu takdirde G, ile G, , eslesmis alt yoriingesel

graflardir.m

Sonug¢ 1.2 [15]. G, , kendisiyle eslegmistir < u>=—1mod N dir.m

I, @ tizerinde transitif olarak hareket ettiginden bloklar transitif olarak permiite

eder.  Dolayisiyla  altgraflarn hepsi  izomorftur. F' (oo, %) ile  koseleri

[oo]:Z{ﬁ € @ :y=0mod N } - blogunun elemanlar1 olan G(oo,%j alt yoriingesel grafinin
y

u

alt grafin1 gosterecegiz. Kisaca F' (oo,%] yerine F, , yazacagiz.

Teorem 1.21 [15]. ['((N), F,, nin koselerini ve kenarlarini transitif olarak permiite

eder.m

Teorem 1.22 [15]. (i) £, , nin her v kosesi i¢in v — —v doniisimi F, , den F , grafina
bir izomorfizmadir.

(ii) M | N ise F,, nin her v kosesi i¢in V_)ﬁ dontigimii F, , den F,, grafina bir

izomorfizmadir.m



2. YAPILAN CALISMALAR VE BULGULAR

2.1. Nor (p) nin @ Uzerindeki Alt Yoriingesel Graflari
. . a b )
p bir asal sayr olmak {izere Fo(p):{( dJeF ‘ c=0 mod(p)}, yani
c

b
I'(p)= {[;c dj el | ad — pbc = 1} 0zel kongriians alt grubunun normalliyeni,

ac b 5
Nor(p) = e PSL(2,R) ‘ ade’ —bcp=e , e=1veya p
pc de

kiimesidir (Teorem 1.14).

1
0

o0

1
Buna gore o un normalliyendeki sabitleyeni N_ = <( 1]> kiimesidir. Bu durumda

N, <T,(p) <Nor(p) dir. Dolayisi ile Lemma 1.5 e gore Nor(p), Q iizerinde impirimitif

olarak hareket eder. Boylece =, Q iizerinde [,(p) ile indirgenmis MNor(p) invaryant

denklik bagintisin1 g6z oniine alabiliriz.

Eger v=Lvew=2¢ Q elemanlarim (s,p)=e, (y,p)=¢ , s=s.¢,y=ye , e, =£

s y e

! . . . ! .
ve e, =£’ olacak sekilde segersek, determinantlar sirasi ile e, ve e, olmak iizere

€

_(re, b _ xe, b, B _ e
g = , 8, = e Nor (p) ve v=g () ve w= g,(0) dir. Bdylece
sip - de np dzezl

v, RW, & e =e,
dir. Buna gore o un blogu,
x A
[oo]:Z{— eQ:y= Omodp}
Y

seklinde elde edilir.
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(Nor(p),@) transitif permiitasyon grubu oldugundan (Nor(p), Qz) bir permiitasyon
grubudur ve Nor(p) nin Q? iizerindeki hareketi; (a,p) e Q* ve geNor(p) olmak lizere

g(a,B)=(g(x),g(B)) seklindedir. Bu hareketin yoriingelerine "Nor(p) nin alt
yoriingeleri " denir. (o, f) y1 igeren alt yoriingeyi O(e, f) ile gosterelim. O(g,f) alt
yoriingesinden bir A(g,f) alt yorlingesel grafin1 su sekilde elde edebiliriz: A(e,f) nin
koseleri @ nin elemanlar1 ve (a,b) € O(ea, ) ise a-dan b-ye yonlendirilmis bir kenar vardwr

denir ve bu durum a—b ile gosterilir.
Eger O(a,f)= O(f,a) ise bu takdirde graf karsilikli yonlendirilmis kenar
ciftlerini, yani a«<b, ihtiva eder ve bu durum (a,b) € O(a, f) ise a — b ile gosterilir. Bu

durumda yonlendirilmemis bir graf elde edilir ve buna " kendisiyle eslesmis graf" denir.

O(a, B)# O(B,a) ise bu takdirde A(f, @), A(«, f) nin oklarinin ters yonlendirilmislerinden

ibarettir. Bu durumda A(e, f) ile A(S, @) ya " eslesmis alt yoriingesel graflar "denir.
Nor(p), Q iizerinde transitif oldugundan her alt ydriinge, ve Q olmak iizere, bir
(o0, v) ¢iftini igerir. Eger p>0 icin v S (u,p) =1 ise O(oo,ﬁ) alt yoriingesini kisaca
P P

0., ile ve alt yoriingesel grafi da A, , ile gosterecegiz.

F(oo,ﬁ) ile koseleri [o0]- blogunun elemanlar1 olan A(oo,ﬁ) alt yoriingesel grafinin alt
P P

. - u . -
grafin1 gosterecegiz. Kisaca F1 (oo,;) yerine F, yazacagiz.

Teorem 2.1. E,ﬁ €[] olsun. Bu takdirde 52 hin F, ,de bir kenar olmast igin gerek
sy sy ’

ve yeter sart
(@) x=urmodp, y=usmod p, ry—sx=p veya
(b) x=—urmodp , y=-usmodp ve ry—sx=—p

olmasidir.
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Ispat. LN F, ,de bir kenar olsun. Bu takdirde g() = T ve g(ﬁ) =2 olacak sekilde
sy ’ S p Yy

g€ Nor(p) elemam vardir.

1 ae b (1) age r u ae b \(u aeu+bp x
= = — = Ve = ==
& 0 pc de)\O) pc s & p pc de)\p) p(cu+de) y

dir. Burada e =1 olmalidir. Gergekten, e #1 ise, yani e= p ise bu takdirde

ap b 1_%_2_1
pc dp)\O0) e ¢ s

olur ki buradan p | ¢ olmak zorundadir. Bu ise det = p olmasi ile ¢elisir. Dolayisiyla e =1

olmak zorundadir. Yani,

b
g= ( . j eNor (p)

pc d
seklindedir. Bu durumda,

o) ool

dir. Buradan » =a ve s = pc yani p | s dir. Ayrica

o)l o=
gp pc d)\p) plcu+d) y

dir. Buradan x =+(au+ pb) ve y==xp(cu+d) elde edilir. Sonug olarak, 7,j = 0,1 olmak
a bY1 u) (a au+pb )\ ((-1)r (-1Yx )
pc d)\0 p) \pc pleu+d)) \(-1)'s (=1)y

elde edilir.

Eger i = j = 0 ise bu takdirde x =urmod p, y=usmod p ve (1) de determinant alinirsa

uzere

ry—sx = p bulunur.
Benzer sekilde i =1, =0 (veyai=0,j = 1) ise bu takdirde x =—-urmod p, y =—-usmod p

ve (1) de determinant alinirsa ry —sx=—p elde edilir.

Simdi tersine; (a) gecerli ise bu takdirde x =ur+ pbve y =us+ pd olacak sekilde b,de 7Z

elemanlar1 vardir. Bu degerler ry —sx = p esitliginde yerine yazilirsa

r(us+ pd)—s(ur+ pb) = p=rus+rpd —rus —spb=p = p(rd —sb)=p = rd —sb=1
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b
bulunur. Buradan, p | s oldugundan, [r a’j e Nor(p) dir ve bu doniisiim co-u L ye ve
s s

u, .x,
—’yi —’ ye resmeder.

p Y
Benzer sekilde; eger (b) gecerli ise bu takdirde x=-ur+ pkve y=-us+ pl olacak

sekilde k,? € Z elemanlar1 vardir. Bu degerler ry —sx = —p esitliginde yerine yazilirsa

r(—us+ pl)—s(—ur+ pk)=—p = —rus+rpl+rus—spk =—p = p(rl —sk)=—p

=>rl—-sk=-1=-rl+sk=1
. 5 ro—k : e r
elde edilir. Buradan, p | s oldugundan, ’ e Nor(p) dir ve bu doniisim de oo-u —’ye
s - s

u, . x,
ve —’yi —’ ye resmeder.m

Teorem 2.2. F, nin bir yonlendirilmis ti¢gen ihtiva etmesi igin gerek ve yeter sart

u’+u+1=0mod p olmasidir.

Ispat. LN AN L3 N F, ,de bir yonlendirilmis tG¢gen olsun. Teorem 1.21 den T';(p),

b

. o , e , . u x
F  nin kenarlarin1 transitif olarak permiite ettiginden bu iiggeni o - — — — — o olarak

o Py
alabiliriz.

1 : .
RN oldugundan Teorem 2.1 den 1=—-ux mod p ve—y=—p,yani y=p dir.
y
u _x

— — — oldugundan Y 52 dir. Yine Teorem 2.1 den x =u’ mod p ve u—x=1, yani
p Yy p P

x=u—1 dir. Buradan u* —u+1=0 mod p bulunur.

Diger taraftan x =—u” mod p ve u—x=-1 dir. Béylece u”> +u+1=0 mod p elde edilir.

Simdi tersine u’*u+1=0 mod polsun. Buradan +u+1=-u’> mod pdir. Buradan da

. . . 1
u+l=—u’modp ve —u+1=-u’> mod pdir. u+1=-u”> mod pise bu takdirde Lt

p b

1 o . .
olmak iizere - —*7" elde edilir. —u+1=—u* mod p ise u—1=u’mod p dir. Buradan
p p
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-1 -1 o *1
L5270 olmak iizere =2 elde edilir. Boylece o« — LN N F,  de
p P p p p p ’

yonlendirilmis bir iiggendir.m

NOT: F,, bir lggen igerir ise Teorem 2.2 den u> *u+1=0 mod p dir. Buradan

" wru+1
p eI',(p)dir ve bu eleman 3. mertebeden bir eliptik elemandir. Boylece bir
p —uxl

liggen verildiginde ondan hareketle I'j(p) de 3. mertebeden bir eliptik elemana

ulasabiliyoruz.

Tersine I'j(p) de herhangi bir 3. mertebeden eliptik eleman verildiginde bir liggen elde

edilebilir soyle ki;
ap

b
(a ]ero(p) 3. mertebeden eliptik eleman olsun. Bu takdirde F de
p C

1 a a+pb

0 p pla+c)

(a bj[lj_ﬁ_ [a bj[aj_a2+pb_ (a bj a’+pb) 1
p c)\0 _p’ p c)\p _p(a+c)’ p c){pla+c) 0

1. .
— — Tlg¢geni vardir ve ayrica

2
dir. & +pb —>l oldugundan a + c¢=1, yani ¢ = 1—a olmak zorundadir. O halde
pla+c)
a b
I'y(p) deki 3. mertebeden eliptik eleman ( ) ] dir ve F, de buna karsilik gelen
p l-a ’
2
licgen l—>£—> a +pb —)l dir.
0 p P

Tamm 2.1 ( Legendre Sembolii ) [23]. p tek asal say1 olsun. [ J degerlerine Legendre
p

sembolii denir ve
l, p/a vex’ =a mod p ¢dziimii var

[EJ: 0, pla
P

-1, p|a vex’ =a mod p ¢dziimii yok

seklinde tanimlanir.
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Teorem 2.3 ( Euler Kriteri ) [23]. Eger p tek asal say1 ve (a, p) =1 ise bu takdirde

p-1

[ﬁjﬂ dir < (a)2 =1modp
p

dir veya, denk olarak,

dir .m

Asagidaki teorem Legendre sembollerinin hesaplanmasinda bize kolaylik saglayacaktir.

Teorem 2.4[23]. (i) (@] _ (ij (ﬁ]
r) p)\p

(ii) a =bmod p ise, bu takdirde [3] = [3]
p p

(iii) {a—zj =1 ve boylece (lJ =1
P P
—1 -1
N i
ol
dir .m

Teorem 2.5 [23]. p ve g farkli tek asal sayilar ise, bu takdirde

o

Teorem 2.6. u”*u+1=0modp olmas: i¢in gerek ve yeter sart x* =-3 mod p nin

—_

dir.m

¢Ozlimiiniin var olmasidir.

. +
Ispat. "=" w’+u+1=0mod p ise % NN utl - % ticgeni vardir. Bu takdirde bu
P
3 wtu+1
liggene karsilik gelen I'j(p)deki 3 mertebeli eliptik eleman p dir. Bu
-p utl

durumda, determinant 1 oldugundan,

—u(ur)+u* tu+l1=1
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dir. u’ +u+1=0 mod p oldugundan u” *u+1=kpolacak sekilde bir k €Z mevcuttur.
Buna gore,
@) uu+D+hkp=1=-v’—u—-1+kp=0 = 4’ +4u+4—4kp =0
— 4+ du+143—dkp =0 = Qu+1) +3—dkp = 0

= (2u+1)’=-3 mod p= x* =-3 mod p nin bir ¢dziimii x = 2u + 1 dir.

(b) —u(u—-D+kp=1=—-u’+u-1+kp=0= 4’ —du+4-4kp=0
=4’ —du+1+3-4kp=0=Qu—1)" +3-4kp =0
= (2u-1)’ =-3mod p= x> =-3 mod p nin bir ¢éziimii x = 2u—1 = dir.

(a) ve (b) den u” +u+1=0 mod p ise x* =-3mod p nin ¢dziimii vardir.

"<" x’=-3modpnin ¢dziimii var olsun. Bu takdirde x°=-3+ pfolacak sekilde bir

¢ €7 vardir. Buradan x*+3— p/=0olup buradan da x> —2x+2x+1+2—pl=0 dir. x
tek ise,

(©) (x> =2x+D)+2x+2-pl=0= (x=1)’ +2(x+1)—pl =0

= x—1=2uise x+1 =2u + 2 dir. Buna gore

Qi +du+4—-pl=0=4u"+4u+4=0mod p = u’> +u+1=0 mod p bulunur.

(d) (X +2x+1)=2x+2-pl=0 = (x+1)> -2(x—-1)—pl =0
= x +1 =2u ise x—1 = 2u — 2 dir. Buna gore

4’ —du+4—lp=0=4u’—4u+4=0mod p = u’ —u+1=0 mod p bulunur.

(c) ve (d) den x* =-3 mod p nin ¢dziimii var ise u° +u +1=0 mod p dir.
Simdi x ¢ift, yani x =2m olsun. x> =—3 mod p oldugundan

2
(2m)> =—3mod p = [(2}% +)p— ZmJ =-3mod p

>
dir. y tek oldugundan (c) ve (d) ye gore v’ +v+1=0 mod p olacak sekilde v e Z tamsayis1

vardir.m
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Teorem 2.7. x> =—3 mod p nin ¢dziimiiniin var olmasi igin gerek ve yeter sart p =3 veya
p =1mod 3 olmasidir.
Ispat. "=": x* =—3 mod p nin ¢dziimii var olsun. Bu takdirde (_—3J =1 dir. Teorem 2.4 ¢

G-

p-1

olur. Buradan ve p tek oldugundan (ij = (—1)7 olmak zorundadir. Teorem 2.5 e gore
p

2)(2)-0 s =

)% (£)-(n

gore

oldugundan

dir, yani (%j =1 dir. Euler Kriteri geregince p=1mod 3 bulunur.

"&":p=3ise x’ =—3 mod p nin ¢dziimii vardir ve o da 0 dir.

p=1mod 3 olsun. x* =-3 mod p ¢dziilebilir mi?

Eger coziilebilirse (ﬁ} =1 olmali. p=1mod 3 oldugundan Euler Kriteri’ne gore (?] =1
p

o)

dir.

Ve ayrica

-1
idi. (%j =1 oldugundan [ij = (—l)pT bulunur. Bu (*) da yerine yazilirsa
p

ptek

(2 (e = =y 5

p p

edilir ki bu x* =-3 mod p nin ¢oziilebilir oldugunu gosterir.m
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Teorem 2.8. F;, de biitiin liggenler esleniktir.

Ispat. y #0 olmak iizere F, de RN K NN ticgenini alalim. R % <2 olsun. Bu
y noy Y n

durumda x(/—ky=-1, kn—ml=-1 ve ym—xn=1 dir.
x k om x. .1 0 1 1. . —k
——>——>— > = liggenini — —>— —> - — — lg¢genine resmeden donlisim 7 :=

y (L n y o 1 1 o0 b

tir. Gergekten;

L0 1 1 . -
dir.— > ——>-—>— liggenini

1
e
0 1 1.0 0~ 1<

p—
— | o

ﬁEuggemne resmeden donilisim ise

s::[o ‘lj dir. Buna gore % 5" 5 ggenini L2223 iggenine

y noy 0" 1

resmeden doniisiim

sty 7 2 )

dir. Dolayisiyla I -daki biitiin iicgenler %;)iﬁ%

1 ﬁ% ticgenine eslenik olur ve

%—>_TI—>T—>% iicgenine  karsilik gelen 3. mertebeden eliptik eleman

-1 -1
Y :=( . OJ eI dir ki bu eleman I'- nin bir Uretecidir.m

Teorem 2.9. F{, de biitiin ikili devreler esleniktir.

Ispat. y = 0 olmak iizere F, de 2 52 52 ikili devresini alalm. =<2 olsun. Bu
’ y vy yo v

durumda xv—uy=-1 dir.
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T L2 5% ikili devresini % - % - % ikili devresine resmeden doniisiim

y vy

A= (V —uj el dir ve %—) % —)% ikili devresine karsilik gelen 2. mertebeden eliptik
Yy X

X:

0 1
( j elemani I'- nin bir tretecidir. Buradan Fj, deki bitiin ikili devreler

esleniktir.m

Teorem 2.10. I'j(p) de 3. mertebeden iki eliptik eleman eslenik ise bu eliptik elemanlara

karsilik gelen ve 1 ile baslayan devreler esleniktir.

c

. b d
Ispat. K z( . ] ve L ::( { bJ eI',(p) eliptik elemanlar eslenik olsun. Bu
a pn 1-

pm 1-

takdirde 3 T :=[ o
pZ

X oy a c w -y) (b d
pz w)\pm l-a)\-pz «x - pn 1-b
X y aw — pzc —ay + xc (b d
pz w)\ pmw+pz(a—1) —pmy+x(1—a) - pn 1-b

x(aw—pzc)+y[pmw+pz(a—l)] x(—ay+xc)+y[—pmy+x(1—a)] _(b dJ
p[zaw—pzzc+w(mw+z(a—l))] pz(—ay+xc)+w[—pmy+x(1—a)] - pn 1-b

4 j €T, (p) dyle ki TKT™ = L dir. Buradan
w

olur. Buna gore
b =axw— pzex+ pmyw+ pzy(a—1)— pyza+ pyza
=a(xw—pyz)+p [—zcx +myw+zy(a—1)+ yza]
=1
=a+p [—zcx +myw+zy(a—1)+ yza]

bulunur ki buradan b =amod p elde edilir.

Ayrica n=zaw— pz'c+w(mw+ z(a—1)) dir.
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2
K=" ¢ ya karsilik gelen devre 1 BN L —)l eF, . ve
pm l-a 0 pm pm 0o “
b d 2
L= ye karsilik gelen devre 1 - LA - b+ pdn — 1 € F, ,, dir yani
pn 1-=b 0 pn pn 0 ’

1 a+ p[—zcx+myw+@/(a—l) + yza] [a+ p[—zcx+myw+zy(a—1) + yza]]2 + pd[zaw— pzzc+v\(mw+z(a—l))] _)1
0~ p[zaw— pz2c+w(mw+z(a—l))] ’ p[zaw— pz2c+w(mw+z(a—l))] 0

dir. Buna gore

F

a+p[—zcx+myw+zy(a—l)+yza},p[zaw—pz2c+w(mw+z(a—l))} a,pm
) A4
v —> [zaw—pz c+w(mw+ z(a—l))]—
m
doniigiimii ile bu devreler esleniktir.m
Simdi asagidaki teorem icin D, :l NN a-l - 1 ve D, :l NN azl - 1
0O pm pm O 0 »p p 0

devrelerini géz oniine alalim.

Teorem 2.11. k € Z keyfi ve m sayis1, k> +k+1, 4k* +3, 9k* +3k+7, 16k +8k +13

sayilarindan biri olmak iizere D, ve D, devreleri eslenik ise I'j(p) de karsilik gelen 3.

mertebeden eliptik elemanlar da esleniktir.

Ispat. D, ve D, devreleri z — mz doniisiimii ile esleniktirler.

e —k*+ k-1
Eger m=k> +k+1 ise bu takdirde a=k> +1 olup p el ,(p) elemam
p -1
LA 2 A
, a1 kol PSR . . it N
ile pk™+k+1) | ve p esleniktir, yani
p(k* +k+1) -k* p —k?
_ 1.2 _ L4 12 _ 2 I
-k M kK +1 # -1 u kK +1 k”—k -1
p p(k™+k+1) p = p
p -1 p(k* +k+1) —k* -p K-k p —k*

dir.
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, 2=k —k 1)
m=4k+3 ise bu takdirde a=2k>+k+2 bulunur ki | ¥ T4+3 p el,(p)
2p -1
_ 4 _ 3 _ 2 _ _ . 4 3 _ 2 _
| . K+ k42 4k" — 4k 27k 3k-3 TR 4k" —4k” —Tk™ —3k -3
eleman ile p(4k> +3) ve »
p(4k* +3) -2k k-1 p 2k -k -1

esleniktir, yani

e sapsy 2Ry TS STHE 33 20K kD
p p(4k* +3) p =
2p -1 p(4k* +3) —2k* —k -1 2p 4k +4k+3
ok 4 k42 —4k* -4k —7k* -3k -3
= P
p 2k k-1
dir.
, 3(—k>—k—1)
m=9k>+3k+7 ise a=3k>+2k+3 olur. Buna gore ok + 9k +8 P) el,(p)
3p -1
| agaopay K12 -19KT-10k-T)  [342 40003 —9k* —12k° —19k* =10k =7
ile POk +3k +7) ve P
p(OOk* +3k+7) —3k* =2k -2 p —3k* -2k -2

esleniktir, yani

25 . 4 _ 3_ 2 _ _ 2
opt opag SR K=D)L o 9% 1zk2 19K ~10k=7\( | 3 +k+1)
p pOk” +3k+7) p =
3p -1 PO +3k +7) 3K 2k -2 3p 9k +9k+8
L 4 _ 3 2 _ _
3 42 43 Ok —12k” —19k° —10k -7
= p
» 3K -2k -2
dir.
p— 2_ J—
, . ) 48k +16k +37 XK Z3k=T)
m=16k" +8k+13 ise a=12k"+5k+100lup p el (p)
4p -3

elemani ile
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—144k* —120k* —253k> —95k —91 —144k* 120k’ —253k> —95k —91
5 126 +5k+10
p(16k” +8k+13) ve P
P16k +8k +13) —12k* -5k -9 p —12k* —5k—9

12K +5k +10

esleniktir, yani

2 4 3 2 2
48 +16k+37 IR ZIED N g g gg MK 120K 2253k —9SK=O1 ) 5 AOK +3k+7)
p P16k +8k +13) p
4p -3 p(16k” +8k +13) —12k* =5k -9 —4p 48K +16k+37
12K 45k +10 —144k* —120k° —253k* =95k —91
= P
P —12k* —5k—9
dir.m

22.T Genisletilmis Modiiler Grupta Graflar

Tamm 2.2. T genisletilmis modiiler grup

I'= {z—) az+b ta,b,c,d eZ,ad—bc=1} ve

cz+

f:{zafﬁ+b:maadeZJM—ba:4}
cz +

olmak iizere =T UT seklinde tanimlanir.

I’ modiiler grubun I'- daki indeksi |f:F| = 2 dir. Buna gore I'- daki herhangi bir

yansima r ise

C=TurT

. 1 e on o
dir. »:z—> -z veya matris notasyonunda (0 J olarak secilirse I'- nin ireticileri ve

bagintilar1 asagidaki gibidir.

0 -1

1 0 1
c, 2> &
z 1 0

_ 1 1
¢  z—>-z-1o

~ D I 0
I'- nin treticileri: ¢, =r:z > -2 <—>( j



39

ve I'-mmnbagmtilart: (¢,¢,)’ =(c,¢,) = (¢, ¢,)” .

Buna gore I - min simgesi o(I') = (0;+;[];{(2,3,0)}) olur

o e

/

-2 -1 -2 0 2] 2

F s
¥

Sekil 2.1 T’ genigletilmis modiiler grubun bir F temel bolgesi

2.3. ['-min Q Uzerindeki Hareketi

(x, ) =1 olan Vx,y eZ sayilari igin @ _ nin her bir elemani 2 indirgenmis formu
y

ile verilir. *="% oldugundan bu gosterim tek tiirlii degildir. Burada oo = o = _—; dir. T -
y -y

A a b
nin Q tizerinde, ( d] eI’ olmak ilizere,
c

a b) (x ax +by
: —>
d) \y cx+dy

ile hareket ettigini biliyoruz. Burada (x,y)=1 vead —bc =1 ise

9}

A .
indirgenmis
cx +dy

formda idi.

A A a A
I'-nin Q {izerindeki hareketi, ( ] eI' olmak iizere,

—C —_

a b)(x ax+by
I
—-c —d) \y cx+dy
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ax+b

seklindedir. Burada (x,y)=1 ve—ad + bc =—1 ise - indirgenmis formdadir.

cx +dy

Lemma 2.1. (i) [ - nin @ iizerindeki hareketi transitiftir.

. I 0)(1 1
(ii) oo un sabitleyeni ' = <(0 —J’(O _J> grubudur.

Ispat. (i) T'- nin Q iizerinde transitif olarak hareket ettigini biliyoruz [14]. Dolayistyla

[-nin @ iizerindeki hareketi de transitiftir.

11 b .
(ii) T el ise o un sabitleyeni [0 J dir. Simdi S :[ . dJeF , —ad +bc=-1,
_c —

olsun. Bu durumda

(2 o)

oldugundan a = 1 ve ¢ = 0 dir. —ad + bc =—1 oldugundan —ad =1=d =—-1 dir. Buradan

1 b
(0 1] oo un sabitleyenidir. Dolayisiyla
. 1 1Y (1 1 I 0)(1 1
I = s = s .u

Simdi I'- nn  Q iizerindeki imprimitif hareketine bakalim. Ilk olarak permiitasyon

gruplarinin primitifligini ele alalim.

Tamm 2.3. [ - nin kongriians alt grubu,

a b a b
FO(N):={(C djeF:CEOmodN}={(cN djef:ad—ch=l}

. 1 0
olmak iizere, I'((N) = <F0(N ),( 0 J> seklindedir.
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Buna gore I', <T (N [ dir. "~", Q iizerinde fo (N) ile indirgenmis bir I- invaryant

denklik bagintisi olsun. Eger V=

Y| N

w=2ec® ise bu takdirde
y

r —k I A , ,
Jg= , 8 = vt el dyleki g(o)=v ve g'(o)=w dir. Buradan
2

vew < glg' el (N)
dir. Buna gore

(i) g, g'eTisevew < ry—sx=0modN [15].

. r —k L (x -
(i) g:= , g8 = el ,detg=-1vedetg =-1alalim. Bu durumda
s

—k, y o4
g g (kz —li[x -, J _ [xk2 - vk, —k,t + kltzj . fo V)
s -r)\y -t SX—ry —st, +1t,

olacagindan ry —sx = 0mod N olur.
O halde (1) ve (i1) den

"vew < ry—sx=0mod N"
bulunur.

Buna gore o un blogu,

[oo]:Z{ie@:yEOmodN}
Y

seklinde verilir.

Imprimitif hareket sonucunda "~ " altinda denklik simiflarinin sayisi
A A 1
w(N)=T:T (N)|=NTI (1+—J
pIN N
dir.

Lemma 2.2. d,|N ve (a,,d,)=(a,,d,)=1 olsun. Bu durumda I'j(N) altinda (Z’lj ile

1

a
(dzl nin eslenik olmasi icin gerek ve yeter sarta, =+ a, (modt), ¢ = (dl,dﬁ
1 1

j , olmasidir.
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1 1

Ispat. Lemma 1.3 ten (ij ve (ZZJ [,(N) altinda egleniktir <> @, =a, modt ....... (1)

oldugunu biliyoruz.

L 1 0 a b a b) -
Simdi B = = el',(N),det B=—ad + bcN = -1 olsun.
0 —-1){cN d —cN —d

a, a b\l a aa, +bd, a,
B p—t — —
d, —-cN —d )\ d, —Na,c—dd, d,
dir. Buyilizden aa,+bd, =a, ve —Nac-dd, =d, dir. Buradan

-—ac-d=1 = d=-1mod1t
1

bulunur. Ayrica det B =—ad + bcN = —1 oldugundan
—ad=-1modt = —a=1mod¢t = a=-1mod ¢
dir. Bunlar aq, +bd, = a, esitliginde yerine konulursa
aa, =a, mod d, = aa,=a, mod t = a, =-a, mod ¢ 2)

(1) ve (2) den a, =+ a, mod ¢ bulunur.m

Buna gore fO(N ) altinda (Zj ve [_;] eslenik olup % nin yoriingesi

LG

Teorem 2.12. N bir tamsay1 ve N = p/" p5*...pY , 2 + N, N nin asal par¢alanist olsun. Bu

takdirde I o(N) nin Q - daki yorilinge sayisi

V=94 z (P((d,z%))
df N

dir.
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Ispat. N nin tam bélenleri al,az,...,azrolsun. Bu durumda 1 < i < 2" olmak {izere

40((61,-,%’)) = p(1)=1 dir. Buradan
(e

1
Oyle yoriingelerdir ki, doniistimii bunlari sabit birakir ve bunlarin sayisi 2" dir.
0 -1

d| N fakat d t N oldugunda 2 N oldugundan (d,/))>2 dir. Bu durumda (o((d, %))
cifttir. Buna gore I'j(/NV) nin paydasi d olan ydriingelerinin say1si gp((d , %)) dir.

b
( 1) bir yoriinge ise
d
1 0)\(h —b, d—b,
= ~ , (d=b,d)=1
0 -1){d d d
P . _bl d - bl .
dir dyle ki # dir.
d d

-b .
Dolayisiyla r o(N) altinda } { j ( i IJ oldugundan I' j(N) nin paydas: d olan

g
el(+Ya) ) e

yorilingelerinin sayis1 —————

Sonug olarak fo (N) nin Q- daki yoriinge sayisi Y=2+ Z

dIN

N
o(4%2)
M bulunur.m
2
df N
Teorem 2.13. 2 | N bir tamsay1 ve N =2“ p3*...p", N nin asal parcalanis1 olsun ve

N, = p5*...p," alalim. Bu durumda

(i) o, =1iseyani N =2p)>...p" ise fO(N) nin Q - daki yoriinge sayi1si

Y=2+y ———=~ (( %1))

df N
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a,

(ii) @, =2ise yani N =2°p5..p% ise fO(N) nin Q - daki yorlinge sayisi

y=3.2" +Z—(p((d’2%)) .

d|N
dif N
d#2- (N, o 1n tam bdlenleri)

(iii) o, 23 1se fO(N ) nin @ - daki ydriinge sayisi

2r+1 + Z (( %l))
dN
N
d=2- (N, m tam bélenleri)

dr 297" ¢ N, i tam bdlenleri)

Ispat. (i), =1 ve N=2p%.p“nin tam bdlenleri a,,a,,...,a,, olsun. Bu durumda

1 <i<2" olmak tizere (p(( ]y n —1 dir. Buradan

o)

1
Oyle yoriingelerdir ki, (0

J dontisiimii bunlari sabit birakir ve bunlarin sayis1 2" dir.

(d,%) =2 olan d- ler olmadigindan (d,%) > 2 dir. Bu durumda go((d ,%)) cifttir.

Buna gore bir 6nceki teoremde oldugu gibi fO(N ) nin paydasi d olan ydriingelerinin sayisi

o)

dir. Sonu¢ olarak o, =1 i¢in fO(N) nin Q- daki yoriinge sayis1

Aleral

Y=2r+y ———=~

dif N
(i) o, =2olsun. Yine bu durumda N =2°pf..p% nin tam bodlenlerinin olusturdugu
yoriingelerin sayis1 2" dir.

Simdi go((d , %)) = gp(2) =1 olan d | N olan d bdlenlerini bulalm. N, = p)*...p" nin tam

bolenleri b,b,,...,0,,, olsun. 1 <i < 2" olmak iizere d =2b, ise



(d,%) :(2@,%[)) -2 = gp((Zbi,%biD —p(2)=1
Lo

1
Oyle yoriingelerdir ki, (0

olur. Buradan

J déniisiimii bunlari sabit birakir ve bunlarin sayis1 2" dir.
Bagka da (d,%):Z olan N nin d boleni yoktur. d | N, dif N ve d# 2-(N,1n tam
bolenleri) ise (d ,%) > 2 dir. Bu durumda go((d ,%)) cifttir. Yine Lemma 2.2 ye gore

ola%5)

fo (N) nin paydasi d olan ydriingelerinin say1s1 3

Sonug olarak ¢, =2 i¢in fo (N) nin Q - daki yorlinge sayis1

?=3~2"-1+2M_

dif N
d=2-(N, o 1n tam bdlenleri)

(iii) @, >3 olsun. N =2% pf*..p" nin tam bélenleri a,,a,,...,a,, ise 1 <i < 2" olmak iizere

¢((a[,% D = ¢(1)=1 oldugundan (;

i

] lerin say1s12” ............ (1) dir.

Simdi q)((d,%)) =(p(2) =1 olan N nin d bdlenlerini bulalim. N, = p;*...p/" nin tam

bolenleri b, b,,...,b,,, olsun. Bu d lerden ilki (ii) de oldugu gibi 1 </ < 2! olmak tizere

1
d =2b, dir. 2b.,?\/ j = 9(2)=1 oldugund
. dir q)([ /2, ] o (2) oldugundan [21)

i

] lerin sayis1 27" ... 2)

dir. Eger d =2“7'b, ise 1 <i < 2" i¢in

(4:5) =(2b%bj =2= 60[[217%1))} - p(2)=1

1 0
dir. Buradan 1 < i < 2" igin ( ) ler dyle yoriingelerdir ki, (0 J dontistimii

2(11 -1 bi

bunlar1 sabit birakir ve bunlarmn sayis1 2" ............ (3) dir.
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Bagka da (d,%) =2 olan N nin d béleni yoktur. d | N, d}f N, d# 2-( N, m tam bolenleri)
ve d#2“7"' (N, m tam bdlenleri) ise (d,%)>2 dir. Bu durumda (p((d,%)) cifttir.

Yine Lemma 2.2 ye gore fO(N) nin paydast d olan yoriingelerinin sayisi

Sonug olarak (1), (2), (3) ve (4) ten o, 23 ise fo (N) nin @ - daki yoriinge sayis1

ol(@Ya)

Y=2"+2"42"+ Z— bulunur.m
d|N 2
df N
d#2- (N, m tam bdlenleri)

dz 2970 ¢ N, 1n tam bdlenleri)

Sonug 2.1. N karesiz ise I'j(N) nin Q - daki yoriinge sayist, fO(N ) nin Q - daki yoriinge

sayisina esittir.

Ispat. N karesiz oldugundan N = p,p,...p, seklindedir. N nin tam bélenleri Ay, Ay, A,

olsun. N nin biitiin pozitif bolenleri tam bdlen oldugundan, tam bdlenlerin sayist 2"

tanedir. Bu durumda 1 < i < 2" olmak lizere (a((ai,% n = (p(l) =1 dir. Buradan T" (V)

nin Q - daki yorlinge sayis1

v=3olla )2

dIN
dir.
2 | Nise Teorem 2.13 (i) den fo (N) nin @ - daki yoriinge sayisi Y =2 olur.

21 Nise Teorem 2.12 den fo (N) nin Q- daki yorlinge sayis1 Y =2 olur.m

Ornek 2.1. 2{N =35 alalim. Buna gore N nin pozitif bolenleri; 1,3,5,3-5,3>,3%-5 tir.

@) I',(3%-5) nin Q - daki yoriinge sayisini bulalim. Y = Z(p((d ,%)) idi. O halde

dIN
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(1,3 5)=p(1)=1, (p(3-5,32-%_5)=(p(3) 2 (p(3 3 %)=¢(3)=2
o3 F <o =tols¥ 4]

=Y=14+2+1+2+1+1=28 bulunur.

F32-5'@dk"'"1'1121 1 2 1 ld'
o ) nin Q- alyorungeerll,3, 3 Pls a5 )35 52 )l 325 IT.

(ii) lA“O(32 -5) nin Q - daki yoriinge sayisini bulalim.

I
S
—~
[S—
SN
I
—
S
—_
(98]
[SS]
n
(98]
S}
Y
(8]
[SS]
D
~——
I
S
—~
—
N—
I
[S—

d|| N olan d-ler; 1,5,3°,3*-5 veayrica d| N fakatd Jf N olan d bdlenleri; 3,3-5 tir.

40(3,32 '%)=¢(3)=2><0(3-5,32 '%.5)=r/)(3)=2-

Teorem 2.12 den r=2 olmak iizere ¥ =2 +¥—6dlr Buna gore r ,(3*+5) nin Q-

daki véringeleri (1) (1 1 1 1 ,
aki yoriingeleri J L, , , ir.
yorung 10305135032 13205

Ornek 2.2.2 | N =2-3° alalim. Buna gére N’ nin pozitif bolenleri; 1,2,3,2-3,3%,2-3 tir.

() T',(2-3%) nin Q- daki yoriinge sayisint bulalim. O halde

¢(1’2.32):¢( )=1, (223/) 1’(0(3’2-3%):(0(3):
o237 53] =0 0)=20(%2 75 )= o232 g )=o)

=Y=1+1+2+2+1+1=8. Buna gore [';(2-3°) nin Q- daki yOriingeleri
Y (LY (1) (2 1 5 1 1
1)\2)\3)(3)(2:3)°(2:3)°\3% )| 2-3°

(ii) f0(2-32) nin Q daki yoriinge sayisini bulalim.

dir.

d || N olan d bdlenleri; 1,2,3%,2-3* veayrica d | N fakat d }f N olan d bélenleri; 3,2-3 tir.
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¢(3,2-3%)=¢(3)=2, ¢(2-3,2-3%.3)=¢(3)=2 di.

Teorem 2.13 (i) den » =2 olmak lizere Yy =22 +2—Z2 =6 bulunur.[’ ,(2-3%) nin Qdakl

v ool o o' o

Ornek 2.3. 2°|N=2°-3 alalim. Buna gére N nin pozitif bolenleri;
1,2,3,2-3,2%,3%,2%.3,2-3%,2% . 3% tir.

(i) T',(2>-3%) nin Q- daki ydriinge sayisii bulalim.

0(1,2-3) = p(1) =1,¢(2,22'37)=(p (2)=1, ¢(3,22'3%)=<o(3)=
2 2
oA - 2o ol )
2 2 2 2
o(2:323/ L)=o()=1o(22 37 '%2.3)=¢>(3)=2,¢(22'32,2 3/ p)mo()=1,

=Y =1+1+2+2+1+1+2+1+1=12 olur. Buna gore I',(2°-3*) nin Q daki yoriingeleri
1) (1 1) (2 1 5 1 1 1 5 1 1
1)°(2)(3)(3)(2-3)°(2-3)°(22 '\ 3> )'(2*.3)°(22-3)°|2-3% )| 2737

(i) T',(2%-3%) nin Q daki ydriinge sayisin1 bulalim.

dir.

d || N olan d bdlenleri; 1,2°,3%,2°-3* | d =2-(N, =3’ nin tam bdlenleri) olan d bdlenleri

2,2-3%; ve ayrica d | N fakat d Kk N ve d= 2 (3’ nin tam bdlenleri ) olan d bélenleri;

3,2-3,2%-3 tiir.
o(3234)=0(3)=20(2:3234 J)=0(23)=20(2 323/, }=0(3)-

24242

dir. Teorem 2.13 (ii) den ¥ =3-2+ =9 dur. Burana gore [',(2°-3%) nin Q daki

s YL )
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Ornek 24. N=2°.3".5 alalim. Buna

gore

1,2,3,5,2-3,2-5,3-5,2-3-5,2%,2*.3,2*.5,2*.3.5,3%,2.

N’ nin pozitif bolenleri;

3%,3%.5,2.3%.5,2%.3%,2%.3%.5,2°,

2°.3,2°.5,2°.3.5,2°.3%,2°.3% .5 tir.

(i) I,(2°-3%-5) nin Q - daki yoriinge sayisini bulalim.

(2)=1, ¢(3,23 -3 %)

?(3)=2,

=Y =1+14+2+14+2+1+24+2+1+2+14+2+1+1+1+1+1+1+1+2+14+2+1+1=32

T
RS
O

2°.3.5

1
1

1
2

1
3

1
5

1
2-3

5
2-3

1
2-5

1
3-5

2
3-5

1
2-3-5

11
2-3-5

i
i
i

i
i
i

M
|

1
2°.3?

5
2.

11
2°.3.5

|

1
32

1
2.3?

1
3.

1

2.3%.
1

2%.3%. ’

1
23

1
2°.

5
2°.

1
2°.

11
2°.3.5

2°.

i
e

1
22

|
132}

1
3?5

J
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(ii) fo (2°-3%-5) nin Q - daki yoriinge sayisini bulalim.

d || N olan d-ler; 1,5,3*,3*-5,2°,2°.5,2°.3%,2° .3 .5,

d=2-(N, = 3.5 in tam bolenleri) olan d bélenleri; 2,2-5,2-3%,2-3%.5;
d=2"-(N,=3"-5 in tam bdlenleri) olan d bdlenleri; 2°,2°-5,2*.3%,2%.3%.5;

d|N,d}fN,d# 2-(N, =3%-5 in tam bdlenleri) ve d#2*-(N, =3*-5 in tam bdlenleri)

olan d bélenleri; 3,2-3,3-5,2-3-5,2%.3,2%.3.5,2°.3,2°-3.5 dir.

(3’23'32'%)=(ﬂ(3)=2 ’ (p(Zz-3,23'32-%2.3)=(p(2-3)=2
(23259 )=0(23)=2  Lo223:5235, | J=p(2:3)=2
3 2 3 2
AR ZE RO G A O

0(2:3:523 5 1 )=0(2:3)=2 L (235235 )=0(3)=2

Teorem 2.13 (iii) den » =3 olmak lizere )7=23+1+2+2+2+2;2+2+2+2 =16+8=24

tane yoriinge var. Buna gore r ,(2°-3%-5) nin Q- daki yoriingeleri
N (1) (1) (1 1 1 1 1
1)\ 2)03)\5)\2:3)12-5)13-5)(2-3-5)
1 1 1 1 1 1
22 (22302257 22-3-5)°\ 32 )’ 2-32 )
1 1 1 1 1
232 2.32 P\ 22325 ) 22 L 283 )
1 1 1
2%.5) 2335 23.32 )1 2%.3%.5

seklindedir.
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2.4. I'-min Q Uzerindeki Alt Yoriingesel Graflar:

['-nin Q iizerindeki hareketi transitif oldugundan her bir alt yoriinge bir v € Q icin
(oo,v)ikilisini ihtiva eder O0yle ki N>1 ve (u,N) = 1 olmak {lizere v:% dir. Bu alt

yoriingeyi O“,N ile ve buna karsilik gelen é(oo,v) alt yoriingesel grafi da CA}U’N ile
gosterecegiz.

Eger v=o0 ise GAL0 = (A}fl’o asikar alt yoriingesel graftir. Boylece kabul edelim ki

A

veQ dir. Eger v eQ ise bu takdirde é(w,v)zé(w,v')cvve vi T, nin aym

yoriingesindedir. Yani 3g " dyleki g(v)=V'.

Teorem 2.14. - > X ¢ CA}M’ v olmasi i¢in gerek ve yeter sart
sy

(i) x=ur mod N, y=us mod N , ry—sx=N veya
(i) x=—ur mod N, y=—-us mod N, ry—sx=—-N veya
(iii) x=ur mod N, y=us mod N , ry—sx=—-N veya
(iv) x=—ur mod N, y=—-us mod N ve ry—sx=N

olmasidir.

Ispat. (i) ve (ii) siklarinin ispat: Teorem 1.20 den agiktir.

R a -b R
(i) "= 7: Z—>2eG , olsun. Bu takdirde 37 == [ J e, —ad +bc=—1,5yle ki
N y ' c

a -b\(1 u) (a au-bN) (r x
c -d)\0 N} ¢ cu—dN) |s y
dir. Buradan a = r ve ¢ = s dir. Buna gore

x=au—bN = x=aumod N = x=ur mod N
y=cu—dN = y=cumod N = y=us mod N

ve ayrica determinattan ry —sx =—N bulunur.

"<" x=urmod N, y=us mod N ve ry—sx=—N olsun. Buradan 3 £,/ € Z 06yle ki

x=ur—kN vey=us— (N dir. Boylece
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r —k\1 u (rox
s =)0 N/ s y
dir ve ry—sx=—N den

r(us—(N)—s(ur—kN)=—N = rus—r{N —sur+skN =—N = —rl+sk=-1

ro—k ~ r X A .
bulunur. Buradan el drve —-—>—€G,, dir.
s - s y '

~ a
Gv) "= ": L 52eG , olsun. Bu takdirde EIT::[
sy ’ c —d

O P (el

dir. Buradan a = r ve ¢ = s dir. Buna gore

]ef, —ad +be =-1,6yle ki

—x=au—-bN = —x=aumod N = x=-ur mod N

—-y=cu—dN = —y=cumod N = y=-us mod N

ve ayrica determinattan —ry+sx=—-N yani ry—sx =N bulunur.

"< " x=-ur mod N, y=—-us mod N ve ry—sx=N olsun. Buradan 3 ¢,ve Z 6yle ki

x=-ur+tN vey=-us+vN dir. Boylece

ro—t\(1 u) (r —x
s —v)\0 N/ s -y
dir ve ry—sx =N den

r(—us+vN)—s(—ur+tN)=N = —urs+rvN +sur—stN =N

-t

r A
olup buradan rv—st=1, yani —rv+st=-1 bulunur. Boylece ( jel“ dir ve

Y
N .
——>—eG,, dirm

sy

Sonu¢ 2.2. uv=xIlmod N ise bu takdirde G

Ly 1le (A}V’N eslesmis alt yoriingesel

graflardir.

Ispat. (I) uv=1mod N olsun. Bu takdirde Teorem 2.14 ¢ gore asagidaki durumlara

bakalim.
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1. Durum x=ur mod N, y=us mod N ve ry—sx= N dir. Buradan

vk=vur mod N = r=vxmod N

ve sx—ry=—-N
vw=vus mod N = s=vymod N

oldugundan 250 (A}V)N olur. Buradan (A}u’ v 1le (A}V’ v eslesmistir.
y

2. Durum x=-ur mod N, y=-us mod N ve ry—sx=—N dir. Buradan

vw=-vur mod N = r=-vx mod N
ve sx—ry=N
vw=-vus mod N = s=-vymod N

oldugundan 250 (A}V)N olur. Buradan (A}u’ v 1le (A}V’ v eslesmistir.
y s

3. Durum x=ur mod N, y=us mod N ve ry—sx=—N dir. Buradan

vw=vur mod N = r=vx mod N
ve sx—ry=N
vw=vus mod N = s=vy mod N

oldugundan 25%0e év, y olur. Buradan éu v ile év v eslesmistir.
y s ’ ’

4. Durum x=-ur mod N, y=—-us mod N ve ry—sx=N dir. Buradan

v=—vur mod N = r=-vx mod N

ve sx—ry=-N
vw=-vus mod N = s=-vy mod N

oldugundan RN (A?V’ v olur. Buradan (A?uﬂN ile (A;V,N eslesmistir.
y s

(I) uv=—-1 mod N olsun. Bu takdirde Teorem 2.14 e gore asagidaki durumlara bakalim.

1. Durum x=ur mod N, y=us mod N ve ry—sx=N dir. Buradan

vs=vur mod N = r=-vx mod N

ve sx—ry=—N
w=vwus mod N = s=-vy mod N

oldugundan 250 (A}V)N olur. Buradan (A}u’ v 1le (A}V’ v eslesmistir.
y s
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2. Durum x=-ur mod N, y=-us mod N ve ry—sx=—N dir. Buradan

v=—vur mod N = r=vx mod N

ve sx—ry=N
vw=-vus mod N = s=vy mod N

oldugundan RN (A?V’ v olur. Buradan (A?uﬂN ile (A;V,N eslesmistir.
y s

3.Durum x=ur mod N, y=us mod N ve ry—sx=—N dir. Buradan

vs=vur mod N = r=-vx mod N

ve sx—ry=N
w=vwus mod N = s=-vy mod N

oldugundan 250 (A}V)N olur. Buradan (A}u’ v 1le (A}V’ v eslesmistir.
y

4. Durum x=-ur mod N, y=-us mod N ve ry—sx=N dir. Buradan

vk=—vur mod N = r=vx mod N

ve sx—ry=—-N
v=-vus mod N = s=vy mod N

oldugundan 25%0e év, y olur. Buradan éu v ile év v eslesmigtir.m
y s ’ ’
Sonug 2.3. CA}”,N nin kendisiyle eslesmis olmasi icin gerek ve yeter sart u° =+1 mod N

olmasidir.

Ispat = ”: Kabul edelim ki éu v kendisiyle eslesmis olsun. Boylece 3T el ayle ki
u T u u —b) .
00,— |———| —,00 | dur. Buradan T = el dir.
N N —u
det T=1 ise —u’+bN =1=u’ =—1 mod N
ve
det T=-1 ise —u” +bN =—1=u’ =1 mod N

bulunur.

& " u*=1mod N ise —u> =—1mod N dir. Buradan —u° + bN = —1 olacak sekilde bir

b € Z vardir. Boylece (; je [ dur.

2
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u’=-1mod N ise —u*=1mod N dir. Buradan —u’ +bN =1 olacak sekilde bir b € Z

.. u -b A u -by u u
vardir. Boylece el dir ve ile o—— ve — — oo olur. Buradan
N —u N —u N N

(A?u’N kendisiyle eslesmistir.m

A

G,, alt yoriingesel grafina Farey Grafi denir ve "Eoile gosterilir. (A}l’l alt
yoriingesel grafinin koseleri Q- nin elemanlaridir ve bu Sonug 2.3’ ¢ gore kendisiyle

eslesmistir. Teorem 2.14°e gore “§ ve i CA?U de ardisik koselerdir < ry-sx ==£1" dir.

e X .
m 21 ve meN olsun. Biitiin —, | y| < m rasyonel sayilarindan olusan kesin monoton artan
y

diziye m. mertebeden Farey dizisi denir ve bu dizi " F, " ile gosterilir, drnegin

Acik olarak F c F, c F, ... ve Uﬁ‘m =Q ’dur. Farey grafi ile Farey dizileri arasindaki

m=1

bagintiy1 veren asagidaki dnermeyi verelim.

Lemma 2.3. z,i € Q olsun. Bu takdirde asagidakiler esdegerdir;
sy
o 7 X A " .
(i) — ve —, F da komsu koselerdir.
S y

(ii) ry—sx==1

(iii) Tve X , bir m dogal sayisi i¢in, ﬁm nin ardisik terimleridir.m
S y
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La | b
i
|

(%)
J=
=
2
B | =

Sekil 2.2 Farey Grafi
Sonug 2.4. F -nin kenarlart Y= {z € C:Im(z) > 0} iist-yar1 diizleminde kesismezler.

Ispat. L 2 cF kenarmi alalim. Burada ry—sx==1 dir. Kabul edelim ki 0 ile oo-u
sy

birlestiren Re(z) = 0 dogrusu L yi X ye birlestiren dogruyu iist yar1 diizlemde kessin. Bu
s

takdirde = < 0 < alabiliriz.
y s

I'.nl"'i

¥
Sekil 2.3 U da kesisen dogrular

Buna gore ry—sx=1 olur. x<0 ve r,s,y>0 oldugundan 1=ry—sx>2 celiskisi elde

edilir. Bu ¢eliskiden F -nin kenarlarinim U- da kesigmedikleri bulunur.m
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A A

25. G, ve F,, Graflan

u

Bu bolimde F =(A?1’1 in Ozelliklerinin diger GAM,N alt yoriingesel graflarina nasil

A A

genisletilecegini gosterecegiz. I', Q iizerinde transitif olarak hareket ettiginden bloklari

transitif olarak permiite eder. Dolayisiyla alt graflarin hepsi izomorftur.
Simdi F (oo,%j ile koseleri [oo]:Z{f € @ :y=0mod N } - blogunun elemanlari
y

olan G’(oo,%j alt yoriingesel grafinin alt grafin1 gosterecegiz. Kisaca F (oo,%j yerine

A

u

F, , yazacagiz.

Buna gore Teorem 2.14 den asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 2.15. L,ﬁe[oo] olsun. Bu takdirde = —> X nin ﬁ; v de bir kenar olmasi i¢in
sy sy ’
gerek ve yeter sart

(i) x=urmod N , ry—sx=N veya
(ii) x=—ur mod N , ry—sx=-N veya
(iii) x=ur mod N , ry—sx=—-N veya
(iv) x=—urmod N , ry—sx=N

olmasidir.m

Teorem 2.16. fO(N ), Is“u v hin koselerini ve kenarlarini transitif olarak permiite eder.

Ispat. (i) v ve w ﬁ;,N de iki kose olsun. I'- nin  Q iizerinde transitif oldugundan

3 Tel :T(v)=w dir. Buna gore [ bloklari permiite eder ve v, w € [o0] dur.

k t a —b AL,
yv=—ve w=— alalim. T = el 1¢in
(N sN c —d

a -b (i}_ak—bﬁN_L
¢ —d)\IN) ck—dIN sN
olup buradan N | ck dir ve (k,N) = 1 oldugundan N | ¢ bulunur. Bdylece T € fO(N )olur ve

[o0] blogunu korur. Buradan I'j(N), 1:““ v hin koselerini transitif olarak permiite eder.
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(ii) LN e]s"u y Ve %—)% € Au + iki kenar olsun. Bu takdirde 3 7,7, el &yle ki
sy | |

(OO’KJL) f)f ve (w,ij%(g,ﬁJ dir. Buradan T2T1_]3 f)f —)(g,ﬁj ve
N sy N b d sy b d

T ' e fO(N ) dir. Boylece fO(N ), Is“u v hin koselerini transitif olarak permiite eder. m

Teorem 2.17. F

.y nin bir lggen ihtiva etmesi i¢in gerek ve yeter sart

u’+u+1=0mod N olmasidir. ( o ile baslayan bir iicgen igin, u°—u+1=0mod N ise
licgenin kenar sartlar1 sirasiyla Teorem 2.15 deki (i),(1),(i1)) veya (iv),(ii1),(iii) ;
u’+u+1=0mod N ise iiggendeki kenar sartlar1 sirastyla Teorem 2.15 deki (i),(ii),(ii)
veya (iv),(iv),(ii1) seklindedir. Eger tliggen oo ile baslamiyor ise bu licgenin kenar sartlari,

o ile baglayan tiggenin kenar sartlarinin kendi aralarinda yer degistirmelerinden ibarettir ).

Ispat. "=~ Kabul edelim ki 13; v bir ticgen ihtiva etsin. Teorem 2.16 ya gore bu liggen

AL u A
l. durumda veF , icin ©—>——>v—>o formunda, 2. durumda v, €F, , i¢in
E N ’

© —> _—]\L; — v, = oo formundadir. Simdi bu durumlari inceleyelim.

1.Durum v —>o oldugundan Teorem 2.15 e gore IreZ : v:% dir. Buna gore

u rooa - . . .. 1 u uxl 1
——>—¢eF , oldugundan wu—-r==x1 dir. Bdylece iliggen ——>——>——>—
N N ’ 0 N N 0
seklindedir.
1 -1 1 -1 1
(A) 0@ >% BXED >uN X >6 olsun. %—)6 g0z Online alinirsa
(1) (ii) gegerli ise bu takdirde 1=—u(u—1) mod N
veya
(2% (iii) gecerli ise bu takdirde 1=u(u—1) mod N .
(A.1) % - MT_I icin (i) kenar sart1 gegerli olsun. Bu takdirde
u—-1=u"mod N = u’—u+1=0mod N 1"

elde edilir. Buna gore
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(A.1.2) (1% -1 (1)- da yerine yazarsak
w—u—u'+u=0mod N = 0=0mod N
u -1

bulunur ki bu %—) N _)T —)% ticgeni i¢in u* —u+1=0 mod N ve kenar sartlarmimn

sirastyla (1),(1),(i1) oldugunu gosterir.
(A.1.b) (2% -1 (1")- da yerine yazarsak

w—u+u’—u=0mod N = 2u(u—-1)=0 mod N

= u=0mod N veya u—1=0 mod N

elde edilir ki bu durum (u,N) =1 ve (u—1, N) = 1 olmasiyla celisir. Buna gore liggen olma

sartt u” —u+1=0mod N oldugunda kenar sartlar sirastyla (i),(i),(iii) olamaz.

(A.2) % - u—]:[l icin (iv) kenar sart1 gecerli olsun. Bu takdirde

*

u—l=—u>mod N = u*+u—-1=0mod N 2)
elde edilir. Buna gore
(A.2.a) (1% 1 (2*)- da yerine yazarsak
W +u+u’—u=0mod N = 2u’=0mod N = u=0mod N
elde edilir ki bu (u,N) = 1 olmasiyla c¢elisirr Buna gore iiggen olma sart1
u>+u—1=0 mod N olamaz ve kenar sartlari sirastyla (i),(iv),(ii) olamaz.
(A.2.b) (2°) -1 (2*)- da yerine yazarsak
w+u—u'+u=0mod N = 2u=0mod N = u=0mod N

celiskisi elde edilir ki bu durumda da iicgen olma sarti u”+u—1=0 mod N olamaz ve
kenar sartlar1 sirasiyla (i),(iv),(ii1) olamaz.
1 u u+l 1

u+l 1 .
B ——>——ma > = olsun. —— — — gdz 6niine alimirsa
0 N ’ N ' 0 N 0
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(3% (ii) gegerli ise bu takdirde 1= —u(u+1) mod N
veya

(4" (iii) gegerli ise bu takdirde 1=u(u+1) mod N
dir.

(B.1) % — uT-kl icin (ii) kenar sart1 gecerli olsun. Bu takdirde

u+l=—u’mod N = v’ +u+1=0 mod N 3)
elde edilir. Buna gore
(B.1.a) (30) -1 (3*)— da yerine yazarsak
W +u—-u'—u=0mod N = 0=0 mod N

bulunur ki bu % - % - u—;\;l —>% licgeni icin #°+u+1=0 mod N ve kenar sartlari

strastyla (1),(i1),(i1) oldugunu gosterir.

(B.1.b) (4% -1 (3)- da yerine yazarsak
w+u+u’ +u=0mod N = 2u(u+1)=0 mod N

= u=0mod N veya u+1=0 mod N

elde edilir ki bu durum (u,N) = 1 ve (u+1,N) = 1 olmastyla celigir. Buna gore liggen olma

sartt u” +u+1=0 mod N oldugunda kenar sartlar1 sirastyla (i),(ii),(iii) olamaz.

(B.2) % - MTH icin (ii1) kenar sart1 gecerli olsun. Bu takdirde

u+l=u’mod N = u’—u—-1=0 mod N 4)

elde edilir. Buna gore
(B.2.a) 3°) -1 (4)-da yerine yazarsak
w—u+u’+u=0mod N = 2u’=0mod N = u=0 mod N

elde edilir ki bu (u,N) = 1 olmasiyla c¢elisir. Buna gore iiggen olma sarti

u’—u—1=0 mod N olamaz ve kenar sartlar1 sirastyla (i),(iii),(ii) olamaz.

(B.2.b) (4% -1 (47)- da yerine yazarsak

w—u—-u-u=0mod N = 2u=0mod N = u=0mod N
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celiskisi elde edilir ki bu durumda da {icgen olma sarti u”—u—1=0 mod N olamaz ve

kenar sartlar1 sirasiyla (i),(iii),(iii) olamaz.

2.Durum v, > oo oldugundan Teorem 2.15 e gore IrneZ : v :L]\‘] dir. Buna gore

N 1 —u —utl 1
eF oldugundan —u—7 =41 dir. Boylece lcgen — > ——> -
u,N g 1 y gg 0 N N 0

—Uu 7/1
__>_
N

seklinde olur.

1 —u ~u+1 1 ~u+1
© - ™ T i olsun.

|
- 0 g0z Oniine alinirsa

(5" (ii) gegerli ise bu takdirde 1= —u(—u+1) mod N
veya

(6% (iii) gecerli ise bu takdirde 1=u(—u+1) mod N
dir.

—u+1

(Ca) _—]5 — icin (ii) kenar sart1 gecerli olsun. Bu takdirde

*

~u+l=u’mod N = v’ +u—-1=0mod N 5)

elde edilir. Buna gore
(C.1.2) (5% =1 (5*)- da yerine yazarsak
w+u—u'+u=0mod N = 2u=0mod N = u=0mod N

celiskisi bulunur. Buna gére burada iicgen olma sarti u°+u—1=0mod N olamaz ve

kenar sartlar1 sirasiyla (iv),(i1),(i1) olamaz.

(C.1.b) (6°) -1 (5")- da yerine yazarsak

wWru+u'—u=0mod N = 2u*=0mod N = u=0mod N

celiskisi elde edilir. Bdylece bu iiggen icin u” +u—1=0 mod N iiggen olma sart1 olamaz

ve kenar sartlar1 sirasiyla (iv),(i1),(ii1) olamaz.

—u+1

(C.2) % - icin (iii) kenar sart1 gecerli olsun. Bu takdirde

—u+l=-u>mod N = u’ —u+1=0mod N 6)
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elde edilir. Buna gore

(C.2.a) (5°) 1 (6*)- da yerine yazarsak
w—u+u’—u=0mod N = —2u(-u+1)=0 mod N

= u=0mod N veya —u+1=0mod N

elde edilir ki bu (#,N) = 1 ve (-u+1,N) = 1 olmasiyla gelisir. Buna gore iiggen olma sarti

u> —u+1=0 mod N oldugunda kenar sartlari sirastyla (iv),(iii),(ii) olamaz.

(C.2.b) (6°) -1 (6*)- da yerine yazarsak

w—u—u'+u=0mod N = 0=0mod N
bulunur ki bu iiggen olma sartinin  u° —u+1=0 mod N oldugunu ve kenar sartlarinin
sirastyla (1),(iv),(i11) oldugunu gosterir.

1 —u —u—1 1 —u—1

(D) 6 (iv) >W o N (i), (it \6 olsun.

|
g 6 £0Z onune alinirsa

(7% (ii) gecerli ise bu takdirde 1=—-u(-u—-1) mod N = I=u(u+1) mod N
veya

(8”) (iii) gegerli ise bu takdirde 1 =u(—u—1) mod N = I =—u(u+1) mod N .

(D.1) _—]5 - i¢in (i) kenar sart1 gegerli olsun. Bu takdirde

—u—l=-u"mod N = u’—u—-1=0mod N (7)

elde edilir. Buna gore
(D.1.2) (7°) -1 (7)- da yerine yazarsak
w—u—u'—u=0mod N = 2u=0mod N = u=0mod N

bulunur ki bu bir geliskidir. Buradan bu ii¢geni igin #° —u#—1=0 mod N iicgen olma sart:

olamaz ve kenar sartlar1 sirasiyla (iv),(i),(i1) olamaz.

(D.1.b) (8°) -1 (7°)-da yerine yazarsak

wW—u+u+u=0mod N = 2u*=0mod N = u=0mod N
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celiskisi elde edilir. Buna gére yine iiggen olma sart1 u> —u—1=0mod N olamaz ve

kenar sartlar1 sirasiyla (iv),(i),(iii) olamaz.

(D.2) _Wu - ! icin (iv) kenar sart1 gecerli olsun. Bu takdirde
—u—1l=u"mod N = v’ +u+1=0mod N (8)

elde edilir. Buna gore

(D.2.a) (7°) 1 (8*)- da yerine yazarsak
w+u+u'+u=0mod N = —2u(-u—1)=0 mod N

= u=0mod N veya —u—-1=0mod N

elde edilir ki bu (u,N) = 1 ve (-u—1, N) = 1 olmasiyla ¢elisir. Buna gore licgen olma sarti

u’+u+1=0mod N oldugunda kenar sartlar1 sirasiyla (iv),(iv),(ii) olamaz.

(D.2.b) (8% -1 (8*)- da yerine yazarsak

w+u—u'—u=0mod N = 0=0mod N
elde edilir ki bu iiggen icin #° +u+1=0 mod N iiggen olma sartidir ve kenar sartlarinin
strastyla (iv),(iv),(iii) olur.

*1 ~ , :
Sonug olarak o — % — MT —> o0, F, , dabiriiggen ise

(A.l.a)ydan u’—u+1=0mod N ve kenar sartlar1 sirastyla (i),(i),(ii)
(B.l.a)ydan u*+u+1=0mod N ve kenar sartlar1 sirastyla (i),(ii),(ii)

. —u —utl
dir ve 0 5> — —
N

— oo, F,, debiriiggen ise

(C2.b)den wu’—-u+1=0mod N ve kenar sartlar1 sirastyla (iv),(iii),(iii)
(D2b)den u’+u+1=0mod N ve kenar sartlari sirastyla (iv),(iv),(iii)

bulunur.
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& " u'tu+1=0mod N olsun. Buna gore

t1 . . A
1.Durum Teorem 2.15° e gore oo—)%—)uT—)oo yonlendirilmig Uggeni F, , dadir

[14].

2Durum (a) u -u+1=0mod N olsun. Buradan -u+1l=-u’ mod N ve
1 —u —u+l 1 e 1 ~
l=u(-u+1) mod N bulunur. Buna gore ° — v - N - Eelde edilir ki, bu F, , da

kenar sartlar1 sirastyla (iv),(iii),(iii) olan ii¢gendir.

() v’ +u+1=0mod N ise -u—1=u> mod N ve l=u(-u—1) mod N dir. Bu ikisinden

1 —u —u-1 1 ~

- — —dir. Bu ise F da kenar sartlar1 sirasiyla (iv),(iv),(iii) olan
0N N 0 wN $ yla (iv),(iv),(iii)
licgendir.m

o 1 3 2 1 A 2 . . .

Ornek 2.5. ——>—-—>—-—>— F,,da u +u+1=0mod 7 olan bir iiggendir ve uygun

7

teoremdeki (iv),(iv),(iii) sartlarin1 saglar.

3=—4-1mod7 , ry—sx=7
=43mod7 , ry-sx=7
1=4-2 mod 7 , ry—sx=-7

Ancak bu F, , de bir liggen degildir.

Ornek 2.6. L—>i—>i—>i
13 26 39 13

uygun teoremdeki (iii),(iv),(iv) sartlarini saglar.

133,13 da u’+u+1=0mod 13 olan bir iiggendir ve

3=3-1mod 13 , v—sx=-13
4=-33mod13 , ry—sx=13
=3-4mod13 , ry—sx=13

12 -1} .
B= (13 1) eI',(13) alindiginda

B(IIJ i @ B{;J i ng B(szj i [lj
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1 .. . .
olur. Buna  gore — > 3 - 4 - L ticgeninin B altindaki  resmi
13 26 39 13
1 10 9 L i
6 ™ E ™ E TN 6 uggeniair.
.. 2 3 1 2 - - . - Cer g
Ornek 2.7. - - " - 5 - - F,, dabir liggendir fakat F, , de bir liggen degildir.

Gergekten; aksini farzedelim. Yani bu £, ; de bir iiggen olsun. Bu takdirde %—) % kenari

alindiginda 2.14-3.7 =7 oldugundan 3=2.2 mod 7olur ki bu bir ¢eligkidir. O halde

verilen liggen F, , de degildir.

Teorem 2.18. N >1 i¢in 1:“u v ters yonlendirilmis iiggen ihtiva etmez.

Ispat. Kabul edelim ki oo—>£<—£—>% ters yoOnlendirilmis tiggeni verilmis olsun.

A

F, ,, bu liggeni ihtiva etmez [15].

T - 1 e C : .
Simdi F, ,, oo —>%<—%—)6 ters yonlendirilmis {iggenini ihtiva etsin. Bu takdirde

Teorem 2.15’ e gore Y% « 5 kenarindan ya
N N

—u=—ur, mod N = r,=1mod N , rp+u=1
veya

—u=ur, mod N = r,=—1mod N , rp+u=-1
olur. Bu iki durumda da N >1 i¢in u =0 mod N c¢eliskisi elde edilir. Buna gore I:ﬁu v ters

yonlendirilmis liggenini ihtiva etmez.m

Teorem 2.19. Is“u’N kendisiyle eslesmis ise buradaki devreye karsilik gelen donilisiim ya

bir yansimadir veya fo (N) da 2. mertebeden bir eliptik elemandir.

Ispat. 1:“u v kendisiyle eslesmis oldugundan u”> =+1 mod N dir.
u’=1mod N ise —u’ =—1 mod N dir. Buradan —u” +k,N =—1 olacak sekilde bir k, € Z

vardir. Buradan



66

u —k;\ =
A= N el'((N) ,detd=-1ve u+(-u)=0

oldugundan bu bir yansimadir ve % - % - % devresine karsilik gelir.

u’=-1mod N ise —u’=1mod N dir. Buna gére —u’ +k N =1 olacak sekilde bir &, €

Z vardir. Buradan B := ( N lj € fO(N ) ,det B=1 ve u+(—u)=0oldugundan bu bir
N

eliptik elemandir ve B = I olup 2. mertebedendir.m

Teorem 2.20. fo (N) nin 3 mertebeli bir eliptik eleman ihtiva etmesi icin gerek ve yeter
sart VN € N i¢in ve bir u e U, birimi i¢in 13; v hin bir tiggen ihtiva etmesidir

b
je 'y (N) , ad —bcN =1 , doniisiimil eliptik olsun. Bu durumda

. a
Ispat. =7 ¢p=
P ¢ (CN d

determinanttan ad =1 mod N dir. 1) doniisiimii eliptik  oldugundan

a+d=F1 = d=-a¥1 olur. Buna gore
a(-aF)=1mod N = a*+*a+1=0mod N

bulunur. (a, N) =1 oldugundan 3u eU, :u=a mod N dir. Béylece u’ +u+1=0 mod N

elde edilir ki Teorem 2.17’ye gore Is“u v bir ticgen ihtiva eder.

Determinant -1 ise eliptik eleman yoktur.

A

=" E{)N bir iiggen ihtiva etsin. I'j(N), F, y nin koseleri ve kenarlarimi transitif olarak

permiite ettiginden bu iliggen ya

1 u uxl 1 I —u —uzxl 1
—>——>—>— veya ——>——> ——
0 N N 0 0 N N 0
. . . 1 u uzxl . .
seklindedir. Eger ——>——>———>— cgeni alinirsa, buna karsilik gelen
0 N N 0
.y wru+1
Q= N 3- mertebeli eliptik elemam I'j(N) dedir.

-N utl
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w tu+l
I —u —uzxl 1 . -u -
———— — — licgeni alinirsa buna karsilik gelen ¢, = N
0 N N 0 N _—

3-mertebeli eliptik elemant fo (N) dir.m

Teorem 2.21. %—>§—>ﬁ—>£ a

73 . da bir l¢gen olsun. Bu takdirde I',(N) da

a c c k k a
— ==, — ==, — |=— sartin1 saglayan 3- mertebeli bir tek eliptik
ﬂ(bj : y(d] : ﬂ@ © arum saglay u elip

elemani vardir.

Ispat. %—)% 1:“u v da bir kenar oldugundan Teorem 2.15’e gore ad —bc=+N dir ve bir

¢ <l (N) igin

b, b d .
dir. Teorem 2.16’ya gore bir ¢ € fO(N ) elemani vardir dyle ki ¢(%) =00 Ve ¢(£j = _—]\l;
dir.
a ¢(5J=ﬁ ve ¢, —kd, =+N
d, t) 1,
g k, —uxl . . A a ¢ k _a . -
oldugundan — = dir. Yani ¢el'((N) elemamm ————>——— liggenini
A N b d ( b
I —u —utl .. . " 2 .
e — — Tlg¢genine resmeder. Buna gore u”tu+1=0mod N dir ve
0 N N 0
wtu+1
I —u —uxl 1 . U | .. .o
- — — — lcgenine karsilik gelen ¢ = N dontisimil I'j(N)
0 N N 0 N u1

dadir ve bu 3. mertebeden bir eliptik elemandir. Buna gore 1 :=¢ '@ ¢ olarak tanimlanirsa

U, fO(N ) da 3- mertebeli bir eliptik elemandir ve istenilen sartlari saglar.m
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Sonug 2.5. N ¢ift ise ]:;’ v ucgen ihtiva etmez.

a ¢k a
bN (iv) dN (ii1) EN (ii1) bN

Buna gore N cift ve (a,bN)=1, (c,dN)=1, (k,(N)=1 oldugundan a, c ve k sirasiyla

Ispat. Kabul edelim ki ﬁu’ N liggenini ihtiva etsin.
(a,N)=1, (¢,N)=1 ve (k,N)=1 olan tek tamsayilardur.

Kenar sartlarindan

ad—bc=1,cl—kd=-1, bk—al=-1

dir. ad —bc =1 in her iki tarafi k ile ¢/ —kd =—1 in her iki tarafi a ile ¢arpilir ve taraf tarafa
toplanirsa

c=k—-a
elde edilir. a ve k tek oldugundan c nin ¢ift oldugu bulunur ki, bu (c,N)=1 olmasiyla

celisir. O halde N ¢ift ise ]:;’ v ucgen ihtiva etmez.m



3. IRDELEME

Bu ¢aligmada amacimiz, PSL(2,R) nin bazi ayrik alt gruplarinin simgesini elde
etmektir. [2], [15] ve [26] da &zellikle [15] ve [26] tarafindan ortaya atilan altyoriingesel
graflardaki devre uzunluklarinin, ayrik gruplarin tretici eliptik elemanlarinin mertebeleri

ile iligkisi incelenmistir. Boylece simge problemi altyoriingesel graflara taginmistir.

Literatiirde mevcut olan iki yaklagim

(1) Hurwitz : 12 (Nor(N))= 2;:{2(9 —1)+i(1—%n)+s}

i=1

(2) Shimura : g, —1=%W(N)+\Nor(N): FO(N)|(g —-1)

esitlikleridir. Bu konuda ¢ok sayida ¢alisma s6z konusudur [8],[13], [20], [24], [25].

Ancak biz bunu farkl bir boyuta tasidik. Bu da iki eliptik eleman eslenik ise tanimini
verdigimiz karsilik gelen devrelerin de eslenik olmasidir. Bu problemin ¢oziimii genelde

heniiz elde edilemedi.

Bunun yaninda ikinci olarak, r genisletilmis modiiler grup ilizerinde calisilmistir.

Elde edilen sonuglar, iizerinde ¢alisilmig diger gruplardaki neticelerle mukayese edilmistir.



4. SONUCLAR
Yaptigimiz ¢calismada elde edilen baslica sonuglar sunlardir.

1) [2] de Akbas, I',(N)de 3-mertebeli bir eliptik elemanin var olmasi icin gerek ve yeter

sartt VneN i¢in vermistir. Bu ¢alismada Teorem 2.10 da p asal olmak tizere I' /(p) nin 3

mertebeli iki eliptik eleman1 eslenik ise bunlara karsilik gelen devrelerin eslenik oldugu

bulundu.

2) Teorem 2.11 de devreler eslenik ise 6zel durumlarda bunlara karsilik gelen 3.

mertebeden eliptik elemanlarin eslenik oldugu gosterildi.

3) fO(N) nin Q- daki yoriinge sayis1 bulundu ve I'j(N) nin Q- daki yoriinge sayist ile

olan iligkisi ortaya konmustur.( Teorem 2.12, Teorem 2.13 ve Sonug 2.1 )

4) T'- nin Q iizerindeki hareketinden olusan alt yoriingesel graflardaki kenar sart1 elde

edilmistir (Teorem 2.14 ).

5) I'- nin Q iizerindeki hareketinden olusan alt yoriingesel graflardaki devrelerle ilgili

sonuglar bulunmustur.



5. ONERILER

1) Teorem 2.11 de verilen durum genel halde ¢oziilebilir.

2) I'-nmn @ iizerindeki hareketinin neticesinde olusan alt yoriingesel graflardaki kenar ve

devre sartlar1 verilmesine karsin orman (devre icermeyen graf) olma sart1 incelenmemistir.

Bu problem arastirilabilir.

3) Alt yoriingesel graflardaki kenar sarti elde edilirken ortaya c¢ikan kongriians

denklemlerinin sayilar teorisiyle birlikte yorumu yapilmamustir, aragtirilabilir.
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