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ONSOZ

Bu ¢alisma, I' Modiiler grubunun Q genisletilmis rasyonel sayilar kiimesi iizerindeki
alt yoriingesel graflar1 ve bu graflarda orman, baglantililik sartlarini ve bir 6zel kongriians
alt grubu olan T{(n) grubunun alt yoriingesel graflarim1 sunmak amaci ile Karadeniz
Teknik Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Matematik Anabilim dalinda yiiksek lisans tez
caligmasi olarak yapilmustir.

Lisans ve yiiksek lisans O0grenimim boyunca manevi destegini esirgemeyen, her
zaman yanimda olan ve tez agamasi siiresince her tiirlii konuda yardimer olan danigman
hocam sayin Prof. Dr. Mehmet AKBAS a en igten dileklerimle saygi ve siikranlarimi
sunuyorum.

Lisans ve yiiksek lisansta birlikte oldugum, tez siiresince birlikte ¢alismaktan zevk
aldigim, dostlugunu destegini esirgemeyen canim arkadasim Hatice UNAL’a ¢ok tesekkiir
ediyorum.Universite hayatim boyunca bana giivenen ve bu yolda ilerlememi destekleyen
dostlarima ¢ok tesekkiir ediyorum. Yine 6grenim siirecinde katki saglayan matematik
boliimiindeki tiim degerli Ogretim iiyelerine ve iiniversite arkadaslarima tesekkiir
ederim.Yiiksek lisansin son bir yilinda maddi yonden destekleri icin TUBITAK a tesekkiir
ediyorum. Bu calismayr ylriittiigim siirece sosyal agidan katki saglayan, mutlu eden
TEMA ailesine tesekkiir ederim.

Tiim egitim-6gretim hayatim boyunca maddi ve manevi desteklerini esirgemeyen

aileme cok tesekkiir ederim.

Tuba TUNC
Trabzon 2013
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Yiiksek Lisans Tezi

OZET

MODULER GRUP VE BIR OZEL KONGRUANS ALT GRUBUN GRAFLARI

Tuba TUNC

Karadeniz Teknik Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Danisman: Prof. Dr. Mehmet AKBAS
2013, 61 Sayfa

Bu tezde esas amacimiz I’ modiiler grubun @ genisletilmis rasyonel sayilar kiimesi
tizerindeki hareketi goz Oniine alinarak, [;(n) yardimi ile olusturulan bloklar vasitast ile I'
icin elde edilen alt yoriingesel graflarda kenar, baglantilik, tiggen olma ve graflarin orman
olma &zellikleri ile dzel bir kongriians alt grubu olan I (n) nin alt ydriingesel graflari
hakkinda detayl bilgi vermektir.

Birinci bolim olan giris boliimiinde, daha sonraki bolim icin kullanilacak temel
bilgiler verildi.

ikinci boliimde T' modiiler grubunun Q iizerinde hareketi ile olusan alt yoriingesel
graflar etraflica ele alinip ve F,, nin liggen igerme sart1 ve orman olma sartlar verildi. Ek
olarak T modiiler grubunun kongriians alt gruplarindan olan Ty (n) grubunun alt

yoriingesel grafindaki devreler, baglantililik sartlar1 ortaya konuldu.

Anahtar Kelimeler: Modiiler grup, Alt yoriingesel graflar, Imprimitif hareket, Kongriians
alt grup.
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Master Thesis

SUMMARY

THE GRAPHS OF MODULAR GROUP AND ONE SPECIAL CONGRUENCE
SUBGROUP

Tuba TUNC

Karadeniz Technical University
The Graduate School of Natural and Applied Sciences
Mathematics Graduate Programme
Supervisor: Prof. Dr. Mehmet AKBAS
2013, 61 Pages

The purpose of the thesis is to give enough information on suborbital graphs for the
modular group I' by means of the congruence subgroup I'y(n) and the action of I' on the
extented rational numbers Q for getting blocks and furthermore, it is to reveal the
properties of connectedness, disconnectedness, being triangles and forests of the suborbital
graphs and to establish detailed information for the suborbital graphs for the congruence
subgroup I (n).

In the first chapter, we give some basic definitions and theorems for the subsequent
work.

In the second chapter, the suborbital graphs obtained by the action of modular group
I' on the extended rational numbers @ are given in detail. And the conditions of the
suborbital graphs to be forests are given. And finally the suborbital graphs for the
congruence subgroup I'(n) are examined and their connectedness, disconnectedness are

given.

Key Words: Modular group, Suborbital graphs, Imprimitif action, Congruence subgroup.
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SEMBOLLER DiZiNi

> x In G yOriingesi

. x noktasinin sabitleyeni

: Modiiler grup

: Modiiler grubun ¢ = 0 (imod n) olan alt grubu
: Rasyonel sayilar kiimesi

. Genisletilmis rasyonel sayilar kiimesi
: Ust yar1 diizlemi

: Reel sayilar kiimesi

: Tam sayilar kiimesi

: Sonsuz

. Reel katsayili lineer kesirli doniisiimlerin grubu
: Alfa blogu

: (a, B) nin yoriingesi

. (@, B) nn alt yoriingesel grafi

. (o0, u/n ) nin yoriingesi

: (o0, u/n) nin alt yoriingesel grafi

: Koseleri [oo] blogunda olan graf

.y dan § ya (yonlendirilmis) bir kenar
: G-invaryant denklik bagintis1

: Topolojik doniisiim grubu

: Farey dizisi

: Farey grafi



1. GENEL BiLGILER

1.1. Giris

Ayrik gruplar teorisinin temellerinin atilmasinda Henry Poincare ¢ok dnemli paya
sahiptir. Bu gruplar 06zellikle eliptik fonksiyonlar teorisini  genellestirmede
kullanilmiglardir. 1980 yillarinda PSL(2, R) de I'y(n) kongriians alt grubunun normalliyeni
ile Monster Basit Grubunun iliskilendirilmesi PSL(2, R) grubunun énemini artirmistir. Bu
Monster Basit Grubu su ana kadar bilinen en biiylik sonlu mertebeli basit gruptur. I;(n)
grubuna benzer sekilde I'(n) ve 'Y (n) kongriians alt gruplar1 da hemen hemen ayni 5neme
sahiptir.

Charles C. Sims 1967 de bir kiime iizerinde hareket eden bir G permiitasyon
grubunun alt yoriingesel graf fikrini ortaya atmasi ve daha sonra 1991 yilinda Gareth
A.Jones, David Singerman ve K.Wicks I" modular grubunun alt yoriingesel grafini daha
farkli boyutta incelemesi 2001 yilinda M. Akbag “On Suborbital Graph for The Modular
Group” adli ¢alismada devre uzunluklar1 ile modiiler grupta eliptik elemanlar arasindaki
iligkiyi ortaya ¢ikarmistir.

Bu tezin esas oziinii yukaridaki galismalar olusturmakta ve ek olarak T (n)
kongriians alt grubunun alt yoriingesel graflari incelenmis, {iggen igcermeyecegi gosterilmis

ve ilgili graflarin baglantili olup olmadiklar1 problemi tamama ile ¢oziilmiistiir.

1.2. Grup

Tanmim 1.2.1.

G + @ ve "*" G lzerinde bir ikili islem olsun.
i)Va,b,c EGiginax*(bxc)=(ax*xb)*c
ii)3e€G: Ya€eGicinax*xe =e*a = adr.(e=e;)
iil)VaeGiginda leG:axal=al*a=e

sartlarin1 sagliyorsa (G,*) ikilisine bir grup denir.



Eger Va,b € G igin a*b = b *a ise (G,*) ikilisine degismeli veya abel grubu
denir.
Gosterim: a = b kisaca ab ile gosterilecektir.
Tamm 1.2.2.
A# @ bir kime olsun. S(A):={f|f:A — A birebir ve érten} olmak iizere
(§(A),°) bir gruptur. Bu grubun elemanlarina permiitasyonlar denir. Eger |A| = n ise
S(A) =: S,, yazilir ve bu gruba n. dereceden simetrik grup denir. (§(A4),°) grubunun alt
gruplarina da A kiimesi iizerinde permiitasyon gruplari adi verilir.
Tamm 1.2.3.
(G,*) bir grup ve G sonlu ise (G,*) grubuna sonlu grup denir.G nin eleman sayist |G|
ile gosterilir ve grubun mertebesi olarak adlandirilir.
Tamm 1.2.4.
(G,*) bir grupve @ # H c G olsun.Bu durumda
)Va,b € Higina*b € H
ii)Va€Higina e H
sartlar1 saglaniyorsa H ye G nin bir alt grubu denir ve H < G ile gosterilir.
Onerme 1.2.5.[ 12 ]
(G,*) birgrupve  # Hc Golsun.H < G ©Va,b E Higina*b™' € H dir.m
Tamm 1.2.6.
(G,*) bir grup olmak tizere, Z(G) ={a€G|VgEGicinaxg=gx*a}jcG
kiimesine (G,*) grubunun merkezi denir.

Onerme 1.2.7.[12]

Z(G) <G dir.m

Tamm 1.2.8.

G bir grup ve M c G olsun. M vyi igeren G nin alt gruplarinin H arakesiti bir gruptur.
Bu gruba M ile tiretilen grup adi verilirve H =< M > ile gosterilir.

)M = {m,;,m,,...,m,} ise H ye sonlu iiretenli grup denir.

i) M = {a} tek elemanli bir kiime ise H ye a ile tretilen devirli grup denir ve
H =< a > ile gosterilir.

Tanmim 1.2.9.[ 12 ]

G birgrupve H < G ve a € G olsun. Ha := {ha|h € H} kiimesine a nin bir sag yan

smifi ; aH := {ah|h € H} kiimesine de a nin bir sol yan sinifi denir.



Tamm 1.2.10.

G bir grup ve H < G olsun. Bu alt gruba gore sag ve sol yan siniflarin sayisi esittir.
Bu sayiya H nin G igindeki indeksi denir ve |G: H| ile gosterilir.

Tamm 1.2.11.

G bir grup ve H = G olsun. G de H ¢ M olan her M alt grubu i¢in M = G ise H ya
G de bir maksimal alt grup ad1 verilir.

Tamm 1.2.12.

G bir grup ve N < G olsun. G nin bir N alt grubuna G nin bir normal alt grubu adi
verilir <& Vg € G i¢cin Ng = gN ve bu durum N < G ile gosterilir.

Tamm 1.2.13.

(G,*) ve (H,o) iki grup ve f: G — H bir doniisim olsun. Va, b € G i¢in f(a * b) =
f(a)o f(b) ise f ye G den H ye bir grup homomorfizmasi denir. G den H ye olan tiim
homomorfizmalarin  kiimesi  Hom(G,H) = {f|f: G —» H grup homorfizma} ile
gosterilir.

f:G->H

g-flg)=ey
bir homomorfizma oldugundan Hom(G, H) # @ dir.

ueHom(G, H) keyfi olmak tizere;

i) u birebir ise 4 ye monomorfizma,

i) u orten ise u ye epimorfizma,

iii) u birebir ve orten ise u ye izomorfizma denir.

Ayrica f: G — G izomorfizmasina bir otomorfizma ad1 verilir.

1.3. Topolojik Gruplar

Tanmm 1.3.1.
(G ,*) bir grup ve ayn1 zamanda bir topolojik uzay olsun. Bu takdirde her g,h € G
i¢in;
)m:GXG -G
(g.h) = g+*h
i)s: G -G
g-g"!



dontistimleri siirekli ise G ye bir topolojik grup adi verilir.

Tanim 1.3.2.

G bir topolojik grup ve X bir topolojik uzay olsun. Bu takdirde

AN GXX - X
(g.x) - A(g,x) =gAx =:gx

ile tanimlanan A donisiimii siirekli bir doniistim ve her g4, g, € G ve her x € X igin;

i) (9192)% = g1(g2%)

i) ex = x (e G nin birim elemant)
sartlar1 saglamyorsa [G, X, A] tgliisiine bir topolojik doniisiim grubu adi verilir. Kisaca bu
(G, X) biciminde gosterilir.

Yukaridaki i) ve ii) sartlart saglandiginda G ye X kiimesi lizerinde hareket eder veya
G ye X tizerinde bir hareket grubu denir.

Onerme 1.3.3.

(G, X) topolojik doniisiim grubu ve x,y € X olsun. Bu taktirde;

x~y:=3g€G:gx=y

seklinde tanimlanan"~ " bagintisi, X kiimesi tizerinde bir denklik bagintisidir.

Tanim 1.3.4.

" ~ " bagmtis1 yukarida verilen Onerme 1.3.2 deki denklik bagintis1 olsun. x € X
noktasini igeren denklik smifina x in yoriingesi ad1 verilir ve [x] ile gosterilir. Boylece

x]={yeX:x=y}l={yeX:qg € G,y = gx}=Gx dir.

Biitiin ~ yoriingelerden  olusan  kiimeyi X /G  ile  goOsterelim.  Yani

X/G :={Gx: x € X} bir yoriingeler uzay1 olup X / G iizerindeki topoloji; x € X olmak

uzere,

p:X -X/G

x - p(x):=0Gx

seklinde tanimli p fonksiyonunu siirekli yapan en ince topolojidir. Bu topoloji,

7, :={U c X/G : p~*(U)kiimesi X de agik}
ile verilir.

Boylece, X/G:={[x]: x € X} ile gosterilen yoriingeler uzayi, topolojik 6zdeslik

altinda, elemanlar1 yoriingeler olan, bir topolojik uzaydir.



Tanim 1.3.5.

(G, X) topolojik dontisiim grubu verilsin. Vx,y € X igin gx = y olacak bi¢imde bir
g € G elemani varsa G Yye X lizerinde transitif olarak hareket eder denir.

Bu tanima gore, hareket transitif ise, Vx € X i¢in Gx = X dir. Yani bir tek yoriinge
vardir. Bu yoriinge grubun transitif olarak hareket ettigi X kiimesidir.

Tamm 1.3.6.

(G, X) bir topolojik doniisiim grubu ve x € X keyfi olsun.

S, :={g € G|gx = x} kiimesine x noktasinin sabitleyeni denir.

Tamm 1.3.7.

G bir grup ve H, L G nin iki alt grubu olsun. H = gLg~! olan bir g € G varsa H ile L
ye G de esleniktir denir.

Lemma 1.3.8.

(G, X) bir topolojik doniisiim grubu ve x,y € X, g € G olmak {izere y = gx olsun.
Bu taktirde, S, = gSyg~" dir. Yani bir yoriingedeki farkli iki elemanin sabitleyenleri
eslenik alt gruplardir.

ispat:

go €S, keyfi olsun. Bu durumda goy =y dir. y = gx oldugundan gogx =
gx= g~ 'gogx = x=>97"gog € Sx- go = 9(97'gog)g~oldugundan g, € gS,g~" dir.
Sy € gSxg~ " dir.

Simdi ggog™" € gSyg~'keyfiolsun. ggog ™ (¥) = ggox = gx = y=gg09~ ' €S,
dir. Yani gS,g~'c S,, dir. Sonug olarak, S, = gS,g~" elde edilir.m

Tamm 1.3.9.

Hiperbolik geometride iki noktayi birlestiren minimal uzunluklu egrilere geodezikler
adi verilir.

Tanim 1.3.10.

n €N igin 1 <a <nve (an) =1 olan a tamsayilarinin sayis1 ¢(n) ile gosterilir
ve bu ¢ fonksiyonuna Euler fonksiyonu ad1 verilir.

Sonug¢ 1.3.11.[5]

U,:={faeN:1<a<n,(an) =1} modn ye gore ¢arpma islemine gore bir

gruptur ve m = p;".p,"? ...ps"s m nin asal ¢arpanlara ayriligi ise bu taktirde;

‘P(m)Zm(l—p—ll)(l—i)...(l_i):m I pm (1_5)

Pz p asal

dir.m



1.4. Hiperbolik Geometri

Bu béliimde hiperbolik geometri ile ilgili baz1 temel bilgiler ve hiperbolik diizlemin
U ist yart diizlem modelini alarak bu modelde hiperbolik dogrulari verip; hiperbolik
geometride 6onemli sonuglart olan Mobiiis doniistimlerini géz Oniine alacagiz. Simdi kisaca
hiperbolik dogrular hakkinda bilgi verelim.

Matematik alani icerisinde geometri Euclidean ve non-Eucledian olmak {izere iki
siniffa ayrilir. Bu iki tip geometri arasindaki temel farklar dogrularinin paralellik
Ozelliklerinden kaynaklanir. Eucledian geometrinin dayandigi bes aksiyom vardir.

1. 1ki noktadan bir dogru gecer.

2. Dogru pargalari iki ucundan sonsuza dogru bir dogru boyunca uzatilabilir.

3. Merkezi ve yarigapi verilen gember ¢izilebilir.

4. Tim dik agilar denktir.

5. Bir dogruya disindaki bir noktadan bir tek paralel dogru ¢izilebilir (Euclid’in
Paralellik Aksiyomu). Bu aksiyom Euclid’in “The Elements” adli kitabindaki ifadesiyle
bire-bir ortlismese de daha anlasilir olmasi sebebiyle boyle de ifade edilebilir.[8]

Hiperbolik geometri alanindaki ilk arastirmacilar Euclid’in paralellik aksiyomu
cevresinde bir tutarsizlik bulmaya calisanlardan olusuyordu. Matematikgiler tarih boyunca
Euclid’in ilk dort aksiyomunu kullanarak yukarida paralellik aksiyomu denilen Euclid’in
besinci aksiyomunu ispatlamaya calismislardi. Euclid’in paralellik aksiyomuna gore, “bir
dogruya disindaki bir noktadan yalniz bir paralel dogru cizilebilirdi” ve bu aksiyom pek
cok matematik¢iye gore cok karmasikti ve ilk dort aksiyomdan elde edilebilmeydi. Bu
thtimal {izerine matematikgiler, Euclid’in besinci aksiyomunun dogru olmadigi varsayimlar
tizerine c¢alistilar. 1700 lerin ortalarinda Girolamo Saccheri’nin Onciiliik ettigi gibi,
Hiperbolik Paralel Aksiyomu olarak bildigimiz, bir dogruya disindaki bir noktadan en az
iki paralel cizilebilecegi varsayimindan yola c¢ikanlar Hiperbolik Geometrinin ortaya
cikmasii sagladilar. Diger taraftan, bir dogruya disindaki bir noktadan hicbir paralel
dogru cizilemeyecegi varsayimi ile yola ¢ikanlar da Eliptik Geometrinin gelistirilmesine
onciiliik ettiler.[9]

Euclid’in besinci aksiyomunun dogru olmadigi geometrilerin de bulunabilecegi
diisiincesiyle Proclus, Omer Hayyam, Nasir al-Din al-Tusi, ve sonradan Giovanni
Gerolamo Saccheri, John Wallis, Lambert, ve Legendre calismislardir. On dokuzuncu

yiizyilda Janos Bolyai ve Nikolai Ivanovich Lobachevsky’nin c¢aligmalar1 bu alanda ¢ok



etkili oldu. Oyle ki Hiperbolik Geometrinin bazi kiimeleri onlarin isimleriyle anilir.
Sonrasinda Eugenio Beltrami Hiperbolik Geometri i¢in modeller sagladi ve bu modelleri
kullanarak, “Eger Euclid Geometrisi tutarliysa, hiperbolik geometri de tutarlidir”
Onermesini kanitladi.

Hiperbolik diizlemin dikkate deger bir 6zelligi de bu geometride verilen her paralel
dogru cifti i¢in, her iki dogruya da dik olan yalnizca bir dogru ¢izilebiliyor olmasidir.
Bunun bir sonucu olarak hiperbolik diizlemde dikdortgenlerin olamayacagi Lambert ve
Saccheri’nin ¢alismalarinda yer almistir.

Girolamo Saccheri ve Lambert, Euclid’in besinci aksiyomunun yanlis oldugu
varsayimi altinda bir geliski aramak amaciyla Hiperbolik Paralel Aksiyomu olarak bilinen
coklu paraleller hipotezini kabul ederek dikdortgeni tanimlamaya galisti.

Lambert Saccheri’nin ardindan c¢oklu paraleller hipotezi altinda asagidaki sekildeki
gibi 3 acis1 dik olan bir dikddrtgenin dordiincii agisinin dik olup olamayacagini merak etti.
Lambert dordiincii ag1 igin ii¢ olasiligr (dar, dik, genis) inceledi. Hiperbolik {iggenin i¢
acilart toplam1 m radyandan kiiciik oldugundan hiperbolik dortgenin tiim acilarinin
toplaminin 2w radyandan kiigiik olacagini dolayisiyla hiperbolik diizlemde dikddrtgenlerin
olamayacagini ilk olarak ortaya koydu. Yani, ¢oklu paraleller hipotezi altinda paralel iki

dogruya ayn1 anda dik olan en fazla bir tane dogru ¢izilebilirdi.

Sekil 1. Ug acis1 dik olan hiperbolik dértgen

Paralellik aksiyomunun aksi iizerine ¢alisan Karl Friedrich Gauss, Janos Bolyai ve
Nikolai Ivanovich Lobachevsky yaklagik olarak ayni zamanlarda sekil 1 deki dordiincii
acinin dar oldugunu gosterdiler ve simdilerde Hiperbolik Geometri olarak bilinen konular

tizerinde calistilar.[10]



Hiperbolik Geometride (hiperboloid geometrisi -saddle geometry- ya da
Lobachevskian geometri olarak da adlandirilir) paralellik terimi yalnizca hiperbolik
diizlemde kesismeyen ancak sonsuzda kesisecek olan bir dogru ¢iftini anlatmak icin
kullanilir. Eger bu dogru ¢ifti ne hiperbolik diizlemde ne de sonsuzda kesisirse (yani her iki
durumda da kesismezse) asir1 paralel (ultra paralel) olarak adlandirilirlar. Iki dogru sadece
sonsuzda kesisirse bu iki dogruya paralel (hyper paralel) dogrular denir. Hiperbolik
geometride; bir £ dogrusu ve dogrunun disinda bir P noktasi verildiginde P’den gegen ve
{’ye paralel olan yalniz ve yalniz iki tane ultra olmayan paralel dogru gecerken sonsuz
sayida ultra paralel dogru gecer.[8]

Kisa bir siire sonra Fransiz matematik¢i Poincare ve Italyan matematik¢i Beltrami
hiperbolik geometriyi gorsel hale getirmeye yardimei c¢esitli modeller gelistirdiler. Her
ikisine atfedilen bir model Beltrami-Poincare iist yar1 diizlem modelidir. Bu model
hiperbolik paraleller postiilatin1 destekler ve digerleri tarafindan gelistirilen sonuglari
resimlemek i¢in degerlidir. Bu iist yar1 diizlem modeline gore hiperbolik dogrular reel
eksene dik yar1 dogrular ve yar1 ¢emberlerdir. Asagidaki sekilde bu modele ait dogru

ornekleri verildi.

a c e

P
1% 1%

Sekil 2. Ust yar1 diizlem modeline gére hiperbolik dogrular

Oklid diizlemi ve hiperbolik diizlem; uzaklik, ag1 ve siireklilik gibi pek gok ayni
kavrama sahiptirler. Her iki geometride de aymi olan temel Ozellikleri asagidaki gibi
siralayabiliriz.[14]

e Iki farkli P ve Q noktasi verildiginde, her ikisinden gecen sadece bir dogru vardur.

e Iki farkli P ve Q noktasi verildiginde P ve Q nun her ikisinden ayn1 uzaklikta olan

biitiin noktalar kiimesi bir dogrudur.



e Her ¢ dogrusu diizlemi iki baglantili bilesene boler. P ve Q, ¢ dogrusu iizerinde
olmayan iki nokta olsun. PQ dogru pargasi ¢ ile kesismesi veya kesismemesine gore, P ve
Q nun ¢ nin zit taraflari lizerinde veya ayni taraf iizerinde oldugunu sdyleyebiliriz. ¢ nin
ayni tarafi iizerinde olan iki noktanin bagntisi, iki denklik sinifi ile birlikte bir denklik
bagintisidir.

e Benzer sekilde, £ dogrusu tizerindeki her P noktasi ¢ nin diger noktalarini iki siifa
ayirir: P nin bir tarafi izerinde olanlar ve P nin diger tarafi lizerinde olanlar.

e Bir £ dogrusu iizerinde bir P noktasi ve d > 0 pozitif gergel sayis1 verildiginde, ¢
tizerinde P den d uzakliginda tam iki nokta vardir, bunlardan her biri P noktasinin farkli
taraflarindadir.

e iki {icgenin ayn1 uzunlukta olan karsilikl1 kenarlar1 varsa, iki {iggen benzerdir ve bir
ticgeni digerine resmeden (ve karsilikli kenarlari koruyan) bir diizlem izometrisi

mevcuttur.

1.5. Hiperbolik Diizlemin Ust Yar1 Diizlem Modeli

Burada U := {z € C| Imz > 0} iist yan diizlemini g6z oniine alacagiz. Buradaki ag1
kavrami C deki ag1 kavrami gibi tamimlanir. Tanimlayacagimiz hiperbolik dogrulari, Oklid
cemberleri ve Oklid dogrulari cinsinden verecegiz.

Tamm 1.5.1.

C de R ye dik Oklid dogrularinin U ile arakesiti olan yar1 Oklid dogrularmna ve R ye
dik bilinen Oklid cemberlerinin U ile arakesitlerine hiperbolik dogrular ad: verilir. Kisaca,
hiperbolik dogru reel eksene dik U da kalan yar1 ¢emberlerdir. Tabiki burada reel eksene
dik U da kalan yar1 dogrulari sonsuz yarigapli ¢emberler veya merkezi sonsuzda olan
cemberler olarak aliyoruz.

Onerme 1.5.2.[8]

p,q € U farkli noktalar olmak {izere p ve q yu birlestiren bir tek hiperbolik dogru
vardir.m

Tanmm 1.5.3.

U da k, ! hiperbolik dogrulart olmak iizere k Nl = @ ise bu iki dogru paraleldir

denir.
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Sekil 3. Ust yar1 diizlem modeline gére paralel dogrular

Teorem 1.5.4.[8]

[ bir hiperbolik dogru ve a € [, aeU olsun. Bu takdirde; a dan gegen [ ye paralel
sonsuz tane hiperbolik dogru vardir.m

Onerme 1.5.5.[8]

p € U ve g € R olmak iizere p ve q yu birlestiren U da bir tek hiperbolik dogru
vardir.m

Tanim 1.5.6.

C = C U {0} de bir cember ya C de bilinen Oklid gemberi veya C de bir dogruya "oo"
ilave etmekle elde edilir.

C de (a,b) merkezli r yarigapl ¢ember denklemi (x —a)? + (y — b)? = r? dir.
Buradan kompleks notasyona gegilirse a,yeR ve BeC olmak iizere azZ + fz+ fZ +y =
0 denklemi elde edilir. Burada dikkat edilmelidir ki bdyle bir denklemin ¢ember belirtmesi
gerekmez; ama ¢ember bu bigimdedir. I, C de bir dogru oldugunda [ U {0} C de bir
cemberdir. [ dogrusunu yeR ve BeC olmak iizere Sz + fzZ + ¥ = 0 ile verebiliriz.

Sonug olarak C de bir gember @,y € R, 8 € C olmak iizere azZ+ fz+ fZ+y =0
ile verilir.

Onerme 1.5.7.

a # 0; a,yeR ve BeC olmak iizere; azz + Bz + fZ +y = 0 denklemi bir Oklid
cemberi belirtir & |B|? > ay.

Ispat:
oy

azZ + Bz + fZ+y = 0 denklemi bir Oklid ¢emberi olsun. z = x + iy ; x, yeR ve
B =1+ if2; P1,P2€R olmak lizere denklemde yerine yazdigimizda



11

a(x+iy)(x—iy) + (B +if)(x+iy) + (B — if)(x —iy) +y =0 olur.
Buradan,

a(x? +y%) + B1x + if1y + ifox — Boy + fr1x — if1y — ifpx — Py + y =0 dur.
Yani a(x? + y?) + 2B1x — 2B,y +y = 0 dir. @ # 0 oldugundan

2 2 )61 ﬁZ Y :612 ﬁZ 2 ﬁZZ Y .
B4 2 B, 2 812 322 |3|2
( a) ( a) a? a a? ( ll)

elde edilir.
(1.1) denklemi M = (_—ﬁl,%) merkezli r yarigapli bir ¢ember belirtmesi igin

|BI?—ay
aZ

= r2 olacagindan Ia > 0 olmalidir. Bu taktirde |B|? > ay olmalidur.

G‘c’,
|B1? > ay olsun. azZ + Bz + BZ +y = 0 denkleminin bir Oklid gemberi belirttigini
gosterelim.
z=x+iy ; x,yeR ve B =, +if, ; B, f2€R olsun. azz+fz+LzZ+y =0
denkleminde S ve z yerine yazilir ve ayni iglemler yapilirsa;
2 2 2_
(x +8) + (y-2) = "”—;“V elde edilir. |8]? > ay oldugundan |B]? —ay > 0

IBI

dir ve buradan a # 0 oldugundan Y > 0 sonucu elde edilir. Boylece azz + fz +

fZ +y = 0 denklemi — L ﬁz) merkezli / { %Y yarigapli bir Oklid ¢emberi belirtir. m

1.6. Mobiiis Doniisiimler Grubu

Tanim 1.6.1.

; a,b,c,d € C ve ad — bc # 0 doniistimlerine Mobiiis

doniistimleri ad1 verilir ve bu dontigiimlerin kiimesi PGL(2, C) ile gosterilir.

PGL(2, C) bileske islemine gore bir gruptur ve grubun birim eleman1 m(z) = z dir.

Ayrica , m(z) := W ® mobitis doniisiimleri 1-1 ve orten doniisiimlerdir.
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Teorem 1.6.2.[8]

Her m € PGL(2,C), m(z) = "= mbiiis doniisiimii f(z) = Az + B ve J(z) = -

z

fonksiyon tiplerinin bir bileskesi olarak yazilabilir. m

Teorem 1.6.3.

PGL(2, C) ¢emberleri gemberlere resmeder. m

Teorem 1.6.4.[8] (PGL(2, C) nin Transitiflik Ozelligi)

C de alman (z;,Z,,23) Ve (wg,wy,ws) gibi farkli noktalarin {iclileri igin
m(z;) = wy, i=1, 2, 3 olacak seklide bir tek m € PGL(2, C) vardir.m

Teorem 1.6.5. [8]

PGL(2, C) déniisiimii C deki gemberlerin C kiimesi iizerinde transitiftir. m

Not: ( Mobiiis Doniisiimlerinin Matris Gosterimleri )

Burada iki mdbiiis doniisiimiiniin bileskesini gbz Oniine alacagiz ve her bir mdbiiis

doniistimiiniin 2 X 2 tipinde bir matrisle iliskisi vardir.

a;z+b az+by . ... v e e s
1 n(z) = 2—2 iki mobiiis doniisiimii ise;

m(Z) - C12+d1 C22+d2

(m o n)(z) — (aja;+b1c3)z+(a1ba4bydy) dir
(craz+d1cx)z+(c1by+dady)

by

m ye karsilik (Zl d ) katsayilar matrisini,
1

1
b
n ye karsilik (az 2) katsayilar matrisini,
c; dy

gdz Oniine aldifimizda mon ye karsilhik gelen matrisin  katsayillar matrisinin

a,a, + b1C2 a1b2+b1d2 ) _ (‘11 bl) (az bz) 5 o
<C1a2 +dic, cib,+dydi)  \c; di)\c, d, oldugu goriiliir.

m(z) = % mobitis doniistimii verildiginde (Z Z) matrisine m ye karsilik gelen

b
d

matris diyecegiz, detm = |Z |= ad — bc, m nin determinanti olarak g6z Oniine

alinacaktir.

az+b _ kaz+kb
cz+d kcz+kd

k # 0 olmak iizere; = m(z) oldugundan farkli matrislere ayni

dontisiimler karsilik gelebilir. Buradan agik¢a goriiliiyor ki sonsuz sayida matris bir tek

mobiis donisimiini verir. Ancak; detm = ad — bc = 1 alirsak bu durumda; sadece

a b —a —-b . . _az+b L. . . . .
(c d) ve (—c _ d) matrislerine karsilik m(z) = —id doniigiimii karsilik gelir.
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Onerme 1.6.6.

az+b
cz+d'

PSL(Z,R) :={T:C~C, T(2) = a,bc,d €R, ad —bc =1}, PGL(2,0)

nin bir alt grubudur.m

Simdi sabit noktalara gore T € PSL(2,R) dontsimini simiflandiralim. T €

az+b

=z den cz?+(d—a)z—b =0 elde edilir.
cz+d

PSL(2,R)\{I} olmak tizere; T(z) =
Ayrica T € PSL(2,R) oldugundan ad — bc =1 olup bu denklemin ¢oziimiinden T

doniisiimiiniin sabit noktalari,

(a-d)+/(a+d)*~4
21,2 = 4 2Ca (12)
seklinde oldugu goriiliir.

(1.2) esitligine gore T doniisiimiinii sabit noktalarinin 6zelliklerine goére ii¢ sinifa
ayirabiliriz.

i) |la+d| > 2ise (1.2) den iki farkli sabit nokta vardir ve bu sabit noktalar R U {0}

kiimesindedirler. Bu durumda T ye bir hiperbolik doniisiim ad1 verilir.

ii) |a+d| =2 ise (1.2) den birbirine esit iki sabit nokta vardir ve bunlar R U {0}

kiimesindedirler. Bu durumda T ye bir parabolik déniistim ad1 verilir.

iii) |a + d| < 2 ise (1.2) den birbirinin eslenigi olan iki kompleks sabit nokta vardir.

Bu sabit noktalardan biri agikea iist yar1 diizlemde kalir. Bu durumda T ye bir eliptik

doniisiim ad1 verilir.

Tanim 1.6.7.

Bir T doniistimiiniin periyodu (veya mertebesi) T™ = [ esitligini saglayan en kiiglik

pozitif tam sayidir. Boyle bir m sayis1 yoksa T ye sonsuz periyotludur denir.



2. YAPILAN CALISMALAR
2.1. Modiiler Grup

Tamm 2.1.1.
PSL(2,R) grubunun T:= PSL(2,Z) = {z » | a,b,c,d € Zve ad — bc = 1} alt

grubuna Modiiler grup adi verilir. Bu grup asagidaki gibi 2X 2 lik tam sayilar matrisiyle de

temsil edilir.Yani;

A= (Ccl 2) ,detA =1 dir. A ve —A ayn1 doniisiimii temsil ettiginden bu calismada

her bir matrisi negatifi ile es alacagiz.

Teorem 2.1.2.[ 1]

I modiiler grubu X2 = Y3 = I olan X=(0 1)ve Y=(O -

1 0 1 1)matrisleriyle

uretilir. m
Tanim 2.1.3.

n pozitif tam say1 olmak lizere,

I'(n) :={(Ccl Z)EF|aEdElmodn, b= CEOmodn}

ile tanimlanan gruba T nin bir temel kongriians alt grubu adi verilir. I grubunun T'(n)
temel kongriians alt gruplarini igeren herhangi bir alt grubuna, I' nin kongriians alt gruplari
ad1 vertilir.

Uzerinde en ¢ok calisilan bazi1 kongriians alt gruplart;

Iri(n):= {(Ccl Z)EF:aEdElmodn, czOmodn}

Iy(n) = {(Ccl Z) €T':c=0mod n}

) = {(Ccl Z) e€Il:b=0mod n}


1
Dörtgen
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gruplaridir ve n € Z olmak {izere bu gruplar arasinda I'(n) < T'y(n) < T'y(n) < T iliskisi
vardir.

Ayrica I'(n), I grubunun normal bir alt grubudur, dolayisiyla I'(n) grubu [,(n) ve
[ (n) gruplarinin da normal alt grubudur. Diger taraftan I';(n) < [,(n) dir. Buna gore

indeksler n > 2 igin,

IP:To()| = nTTpia (1+),

Ty ()] = 2 T (1 - 35),

p2

1

3
IVQIEES |MNEEEY
dir.
n =2 durumunda |I:T,(2)| =3, [T:T}(2)|=3, [I:T(2)|]=6 dir. n>2 igin

yukarida verilen indekslerden

) _Irri@m| _ n 1
N (): Ty ()] = sl = & Ty (1-3)
) _ Irrm| _
I (): T = e =

sonuclari elde edilir.
Teorem 2.1.4.
n > 1 olmak iizere I;(n) grubunun Q iizerindeki hareketi transitif degildir.

Ispat:

Aksini varsayalim ve 0,00 € Q segelim. Bu taktirde, (Cil Z) (2) = ((1)) olacak

b

d) € Ih(n) vardir. Bu esitlikten b =1 ve d =0 dir. Diger taraftan

sekilde (CC;

(CC; b) € Iy (n) oldugundan ad — bcn = 1 olmahidir. Bu ise ancak ¢ =—-1ven =1

d
olmasiyla miimkiindiir. Bu n > 1 olmas ile celisir. Bu geliski bize I'y(n) grubunun Q

tizerindeki hareketinin transitif olmadigini soyler. m
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2.2.T Modiiler Grubunun Q Uzerindeki Hareketi

Q = Q U {0} nn her bir eleman, x,y € Z ve (x,y) = 1 olmak iizere % indirgenmis
formunda gosterilebilir. g = :—; oldugundan bu gosterim tek tiirlii degildir. Bu yiizden oo u
12! ilacas
5 = — alacagiz.

I' modiiler grubunun Q iizerindeki hareketi

ax+by =~ .
€ Q olmak tizere,

X oo
y'° T cx+dy

T=(‘C‘ Z)El“verz

ax + by)

cx +dy (1.3)

rx0-@.@n-1r=(2 5 =(

ile tanimlanir.

indirgenmistir. Yani (ax + by, cx + dy) = 1 dir. Gergekten,

ax+b
Burada 4
cxX

+dy
(ax + by,cx +dy) =n, n > 1 olsun. Bu durumda n|(ax + by) ve n|(cx + dy) dir.
n|(ax + by) oldugundan 3k € Z:

(ax + by)=kn (1.4)
n|(cx + dy) oldugundan 3l € Z :
(cx + dy)=In (1.5)

dir.
(1.4) —c ile (1.5) aile ¢arpilirsa ;
—cax — cby = —cnk
acx + ady = anl

elde edilir. Bu durumda ady — cby = anl —cnk. Yani, (ad — bc)y = n(al — ck)

Ter,ad—bc=1 .
———= y = n(al — ck)= n|y dir.

(1.4)dile (1.5) —b ile garpilirsa ;
adx + bdy = dn
—bcx — bdy = —bnl



17

. Ter,ad—bc=1
elde edilir. Buradan adx — bcx = dnk — bnl =(ad — bc)x = n(dk — bl) —

x = n(dk — bl)=>n|x dir
Boylece n|(x,y) = 1 olur ki bun > 1 olmasiyla gelisir. Bu ¢eliski bize

(ax + by,cx + dy) = 1 oldugunu yani Z;C:Z;} nin indirgenmis formda oldugunu soyler.

Acik olarak bir r =§E Q indirgenmis orani verildiginde (1.3) deki hareketin

ax+by

goriintiisi € Q de indirgenmis oranda olacaktir.

x
cx+dy
Lemma 2.2.1.

i) I' nin Q tizerindeki hareketi transitiftir.

ii) @ nin herhangi bir noktasmin sabitleyeni sonsuz devirlidir.
Ispat:

i) T min Q iizerindeki hareketinin transitif oldugunu gosterelim.Yani V g , g € Q icin

g( g) =;r olacak sekilde g € T bulacagiz.

X T =~ X T X T =~ ) _ _ .
S S € Q, ;;t < olsun.; < € Q oldugundan (x,y) =1 ve (r,s) =1 dir. Bu

durumda xu —yv =1 ve rk —sl =1 olacak sekilde u,v,k,l € Z vardir. Dolayisiyla

X ol )
T:= (y u) ve S := (S k) seklinde tanimlanirsa T, S € T'olur.

=5 DOHG) =1 =2
s = (D)= ()25t~

=>(ST™1) (5) =S (T-l (§)> =5(0) == oldugundan g:=ST~'€ T seklinde

tanimlamilirsa istenilen doniisiim elde edilir. Sonug olarak ', @ iizerinde transitif olarak
hareket eder.
ii) Lemma 1.3.8 den @ nin herhangi iki noktasmin sabitleyenleri T’ da eslenik

oldugundan oo un sabitleyeni olan I, u g6z 6niine almak yeterlidir.

=@ Dera@=al (¢ )0 (@)= ()=a=1v

=1,c=0
c=0 dir. Ayrica T€ T oldugundan ad —bc =1 Z5d=1 olur. O halde

1 1) elemani ile uretilen sonsuz devirli

r,= {(1 b) | b € Z} dir. Boylece I, z = (O 1

0 1
bir gruptur. m
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2.3. Imprimitif Hareket

Tamm 2.3.1.

(G, Q) bir transitif permiitasyon grubu, yani G bir grup ve Q {izerinde hareket etsin,
ve "= " Q flizerinde bir denklik bagintist olsun. Eger a,f € Q i¢in a =  oldugunda
Vg € G i¢in g(a) = g(B) oluyorsa =~ " denklik bagintisina Q iizerinde bir G invaryant
denklik bagintis1 denir. Bu bagmtinin denklik smiflarina "bloklar" adi verilir. Boyle
bagintilara 6rnek olarak;

i) Ozdeslik bagmti; a ~ foa =

ii) Evrensel baginti; Ve, B € Qi¢in a = [ verilebilir.

Eger Q lizerinde i) ve ii) den farkli bir G invaryant denklik bagintis1 varsa (G, Q) ya
imprimitif; aksi halde primitif denir.

Onerme 2.3.2.[ 11]

(G, Q) bir transitif permiitasyon grubu olsun. Bu taktirde (G, Q) primitiftir & Her
a € Q igin G, sabitleyeni, G nin bir maksimal alt grubudur. m

(G,Q) bir transitif permiitasyon grubu ve G, < H < G olsun. G transitif olarak
hareket ettiginden () kiimesinin her elemani bir g € G i¢in g(«) bigimindedir. Yani
Q:={g(a)|a € G} = Ga dur..

Q tizerinde g(a) = g'(a) © g' € gH ile verilen "~ " denklik bagintist iyi taniml
bir G invaryant denklik bagintisidir. Gergekten, ilk Once denklik bagintisi oldugunu
gosterelim.

1) Vg € G i¢in g = ge; dir. H < G oldugundan e; € Hdir. g = ge; € gH ©
g(a) = g(a) dur.

i) g(a) = g'(a) olsun. g'(a) = g(a) oldugunu gostermeliyiz.

H<Gh™leH
ga@) = g'(a) g € gH >g' = gholanh € H vardr———= g = g'h™!

=g €g'H=g'(a) = g(a)
iii) g(a) = g'(a) ve g'(a) = g (@) olsun. g(a) ~ g (a) oldugunu gostermeliyiz.
g(@) = g'(a) >g' € gH >g' = gholan h € H vardir.
g (@)~ g (a)=>g € g'H=g =g'h'olanh’ € H vardr.

" .., 9'=gh . , H<Ghh'eH "
g =9ghh=—g =ghh ———g € gH ©g(a) = g (a) drr.

g(a) = g'(a) olsun. h € G olmak iizere hg' € hgH oldugundan hg(a) = hg'(a)

dir. Yani " = " bagintis1 G invaryanttir.
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Onerme 2.3.3.
(G,Q) bir transitif permiitasyon grubu olsun. Bu taktirde (G,Q) imprimitiftir
©3JaeQveH <G:G, £ H % G dir.

ispat:

Onerme 2.3.2. den oldugu agiktr.
nen

(G, Q) bir transitif permiitasyon grubu ve G, = H = G olsun. Q iizerinde tanimhi G
invaryant denklik bagintisinin 6zdeslik ve evrensel bagint1 olmadigini géstermeliyiz.

Farzedelim ki = 6zdeslik bagint1 olsun. O halde g(a) = g'(a) © g(a) = g' (@)=
a=g1g9'(a) =919 € G, =g € gG, dir.

G, £ H oldugundan 3h € H: h¢ G,= h(a) # a = e(a)dir. Diger yandan h = eh €
eH = H oldugundan e(a) = h(a) dan e(a) = h(a) dir. Bu bir ¢eliskidir. Bu ¢eliski bize

"~ " nin 6zdeslik bagintis1 olmadigini sdyler.
Farzedelim ki " = " evrensel baginti olsun. H = G oldugundan 3g € G: g € H dur.
"~ " evrensel oldugundan e(a) = g(a) =g € eH = H dir. Bu bir ¢eliskidir. Bu ¢eliski

bize " =~ " nin evrensel baginti olmadigini soyler.

Boylece Q iizerinde yukarida tanimli baginti G invaryant denklik bagintisi ne
6zdeslik ne de evrensel bagintidir. Buradan (G, ) imprimitiftir.m

Not: Eger g € Qise, Q= {g(a):a € G} = Ga oldugundan, § = g(a) olan g € G
vardir. Boylece B y1 igeren [B] blogu S :={gh(a)|h € H} kiimesidir. Gergekten; S yi1

iceren [B] blogu, B y1 igeren denklik sinifi oldugundan, [B] = {y € Q|y = B} dir. y € Q

~denklik bagintist
oldugundan 3k € G:y = k(a)dir. y=B e k(a)=gla) > g(a) =

k(a)e k€ gH=k = gh olan h € H vardir. Buradan k(a) = gh(a)=>y = gh(a) =
yeS=>[BlcS

Tersine m € S olsun. Bu durumda m = gh(a) olan h € H vardir. m € § oldugunu
yani m = f oldugunu gosterelim. H < G oldugundan e; € H dir. g = ge; € gH=>
g € gH = ghH © gh(a) = g(a) ® m = f=>m € [p] =S C [B]

Sonug olarak S = [B] dir. Yani [g(a)] = [B] = {gh(a)|h € H} dur.

Ozellikle [a] blogu H(a) = {h(a)|h € H} H ybriingesidir. Gergekten a = e(a)
alinirsa , [a] = [e(a)] = {eh(a)|h € H} = {h(a)|h € H} = H(«) .
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Eger L = {l;|i € I}, H nin G deki sol yan siniflarinin temsilcileri ise bloklar [;H («)
seklindedir. Gergekten; m € Q,[m] blogunu goéz Oniine alalim. G, Q iizerinde transitif
hareket ettiginden m = k(a) olan k € G vardir. Dolayisiyla [m] = {kh(a):h € H} =
kH(a) dir. k € G oldugundan k = l;h; olan [, € L,h; € H vardir. Buradan kH(a) =
l;hH(a) = [;H(a) = [m] = [ H(a) olur. Boylece her bir blok, bir sol yan sinif olur.

Ayrica H<G ve L={l;li el} sol yan temsilcileri ise G = U[;H oldugunu
biliyoruz.

Bu durumda bloklarimizin sayisi sol yan siniflarin sayisina esittir. Yani bloklarin
sayist H nin G igindeki |I| = |G: H| indeksine esittir.

Simdi G nin %/ = [B]: B € Q} bloklar kiimesine indirgenmis bir hareketin
oldugunu gosterelim.

A:6 x Vs Yy

(g, [BD) — gAlB]:= [gp]

) gA(hA[B] )=gA([RB])=[ghBl=ghA[B]

ii) eA[B] =[eB] = [B] .

[a] blogunun sabitleyeni H < G olmak iizere G, = H dir.Gergekten;

9 € Gy © gA[al = [a] ©[gal = [a] & gH(a) = H(@)og € H

Yukaridaki genel durumu 6zel duruma indirgeyelim.

G=T, Q=Q olmas1 durumunu inceleyelim. T, sabitleyeni, Z := (é 1) ile

iiretilen T nim bir alt grubudur. Boylece T, u iceren I nin H alt gruplarmi bularak, Q

tizerinde I" invaryant denklik bagintilarini iiretebiliriz.

Ih(n):= {(Ccl Z) € I'lc = 0 mod n} kongriians alt grubunu g6z Oniine alalim.

AcikcaVn ENiginI'p, <Ty(n) <T'ven>1licinT, <Ty(n) <T dir. =,(veya basitce

~) ile I,(n) nin Q iizerinde indirgenmis T' invaryant denklik bagntismi gosterelim.

. X ok . , .
v = g W = % EQ ise g= (Z :),g’ = (y *) seklindeki g,g' € ' elemanlar1 igin

v = g(oo) vew = g’ (o) dur.
vew e g(o) x g'(o) ©glg € H=Ty(n).Buradan,

g g = (_*S :) (; :) = (ry i sx :) € I'y(n).Yani, ry —sx = 0modn.

Boylece,

vewery—sx=0modn
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elde edilir. =,, altinda denklik siniflar1 sayis1 Y (n) = |I': Ty(n)| dir.
Lemma 2.3.4.[ 1]

Carpim, n yi bolen farkli p asallari lizerinden verildiginde,
1
l/)(n) = nl_[p|n(1 + ;)

dir.m

2.4. T Modiiler grubunun Q Uzerindeki Alt Yoriingesel Graflari

Tamm 2.4.1.

(G, Q) bir transitif permiitasyon grubu olsun. Bu taktirde G, Q X Q iizerinde g € G
ve a, f € () olmak iizere ,

g:(a,B) - (9(a), g(B))
ile hareket eder. Bu hareketin yoriingelerine G nin alt yoriingeleri denir. Burada (a, 8) yi
iceren alt yoriingeyi O(a, f) ile gosterecegiz. Dolayisi ile

O(a, B) :={g(a, B)lg € G} = {(g(2), g(B)lg € G} dir. Yani (x,y) € O(a,p) &
dg€G: (x,y) =g(a,p) dr.

O(a, B) alt yoriingesinden bir G(a, f) alt yoriingesel grafin1 s0yle olusturabiliriz. Bu
G(a, B) alt yoriingesel grafin koseleri ) nin elemanlaridir ve eger y,d € ( noktalar1 igin
(v,8) € O(a, B) ise y dan & ya bir yonlendirilmis bir kenar vardir denir. Bu kenar (y, §)
veya y — ¢ ile gosterilir.

Boyle bir kenart U :={z € C|Im(z) > 0} st yar1 diizleminde bir hiperbolik
geodezik olarak gosterecegiz.

Acik olarak O(f,a) da bir alt yoriingedir. O halde iki durum s6z konusudur. Ya
O(a,B) # 0(B,a) yadaO(a,B) = 0(B, @) dir.

O(a,B) #0(B,a) ise G(a,B), G(B,a) nmin oklarmin ters yonlendirilmisidir. Bu
durumda G(a, pB) ile G(B, @) ya eslesmis alt yoriingesel graflar denir.

O(a,B) =0, ) ise G(a,f)= G(B,a) dir. Buradan bu graf, karsilikli
yonlendirilmis kenar ¢iftlerinden olusur. Boylece yonlendirilmemis kenarlar elde ederiz.
Yani eger O(a, ) = 0(B,a) ve (y,6) € O(a,B) ise bu takdirde y dan & ya olan kenar
y—dveya y e § ile gosterilecektir. Ve G(«, ) grafina kendisiyle eslesmis graf denir.
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Onerme 2.4.2.

G, bir (G,Q) transitif permiitasyon grubu i¢in bir alt yoriingesel graf olsun. Bu
taktirde;

1) G, G nin otomorfizmalarinin bir grubu olarak hareket eder.

il) G, G nin koseleri tizerinde transitif olarak hareket eder.

iii) Eger G kendisiyle eslesmis ise bu taktirde G, G nin ardisik koselerinin giftleri
tizerinde transitif olarak hareket eder.

IV) G, G nin kenarlari {izerinde transitif olarak hareket eder.

ispat:

i) Bu hareket;

AGXx(QAxQ)—>(QxQ)

(g, (@ B) - A(g, (@ B):=gAla,B) = (9(a), g(B))
doniistimii i¢in G nin Q X Q {izerindeki hareketi ile es olarak, Vg € G igin
9:9(a,B) = G(a,B)
(a,b) = g(a,b) := (g(a), g(b))
doniisiimii ile verilir. Bu doniislimiin bir otomorfizma oldugunu gdsterelim.

a) (x,y) € O(a, B) olsun. Buradan 3t € G: (x,y) = t(a, B) dir. Boylece g(x,y) =
gt(a, B) dir. G bir grup oldugundan gt € G dir. O halde g(x,y) = gt(a,B) € O(a, B) dur.
Buradan x — y i¢in g(x) — g(y) dir. Dolayisiyla yap1 koruyandir.

b) g nin birebirligini gosterelim.Yani V(x,y), (c,d) € G(a, B) i¢in g(x,y) = g(c,d)
iken (x,y) = (¢, d) oldugunu gostermeliyiz. V(x, y), (¢, d) € G(a, B) igin;

(9, 9()) = g(x,¥) = gle,d) = (g(c), g(D) . Yani (g(x), g(»)) = (g(c), g(d)) ve
buradan g(x) = g(¥), g(y) = g(d) dir.

G grup oldugundan g~! € G dir. g71g(x) = g tg(c) ve g7rg(y) = g 1g(d) den
x = cvey = d vedolaysiyla (x,y) = (c, d) elde edilir.

C) g nin Ortenligini gosterelim. Bu durumda gostermemiz gereken;

V(c,d) € G(a,pB) i¢cin I(a, b) € G(a,B) :g(a,b) = (c,d) dir.

(c,d) € G(a, B) keyfi olsun.

(9(@),9(®) = g(a,b) = (c,d) = (g(a), g(0)) = (c,d)

=>g(a)=cveg(h) =d

G grup oldugundan g~! € G . Boylece g 'g(a) = g 1(c) ve g 1g(b) = g~ 1(d)

ve buradan a = g~1(c) ve b = g~1(a) dir. Yani, (a,b) = (g7 1(c), g~ 1(d)) dir.
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(g7 (), g Y (@) € G(a, B)dir. Gergekten;
(c,d) € G(a,p) oldugundan (c,d) € O(a,B). Yani, Ih € G:(c,d) = h(a,B)

L2 971 (c.d) = g~'h(a, B). Boylece (g7(c), g~ (@) = g~"h(a, ) dir. g™, h € G

ve G grup oldugundan g7*h € G = (g7(c),g7*(d)) = g *h(a,B)E O(a, B). Yani,
(g7 (), 97" (@) € G(a, B) dur.

a), b), ¢) den G, G nin otomorfizmalarinin bir grubu olarak hareket eder.

i) (G,Q) transitif permiitasyon grubu oldugundan; Gnin G nin kdoseleri tizerinde
transitif olarak hareket ettigi agiktir.

iii) G kendisiyle eslesmis ; yani O(a, 8) = O(B, @)olsun. {t,s},{m,n} G de ardisik
koselerin ikili ¢ifti olsun. t - s,n - m alabiliriz. g(t) =m, g(s) = n olacak sekilde
g € G ve l(t)=n, I(s) = m olacak sekilde [ € G oldugunu géstermeliyiz.

(t,s) € O(a, B) oldugundan 3h € G: h(t,s) = (a, B)dir.

(n,m) € O(a, B) oldugundan 3k € G: k(n,m) = (a,B) dir.

Dolayisiyla h(t,s) = k(n,m) ve boylece k™1h(t,s) = (n,m) elde edilir. [ := k~1h
seklinde tanimlanan doniisiim istenilen doniistimdiir.

(n,m) € 0(a,f) oldugundan (m,n) € 0(B,a) =0(a,B) dir. Boylece
(m,n) € 0(e, B).

(t,s),(m,n) € 0(a,B) oldugundan3g,, g, € G:g,(t,s) = (a,B) ve g,(m,n) =
(a,B)dir. Buradan g,(t,s) = g,(m,n) yani g, 1g.(t,s) = (m,n) elde -edilir.
g := g, 1g, alnirsa istenilen doniisiim elde edilir.

iv) (a,b),(c,d) € O(a,B) keyfi olsun. g(a,b) = (c,d) olacak sekildle g € G
oldugunu gostermeliyiz.

(a,b),(c,d) € O(a,B) oldugundan 3h,k € G: h(a,b) = (a,f) ve k(c,d) = (a,B)
dir. Buradan h(a,b) = k(c,d) olur ki béylece k~*h(a,b)=(c,d) elde edilir. Ayrica G grup
oldugundan k~he G ve buradan g := k~'h alinirsa istenilen sonug elde edilir. m

Ornek: O(a,a) = {(y,y)|y € Q} QX Q nm késegenidir. G(a, ) alt yoriingesel
grafi, her bir kosesi a € Q olan bir diigim noktasindan olusur. Bu graf kendisiyle
eslesmistir. Buna agikar alt yoriingesel graf denir. Biz genel olarak asikar olmayan alt
yoriingesel graflarla ilgilenecegiz.

Bundan béyle G yerine T modiiler grubu ve Q yerine Q y1 alacagiz. T nin Q
iizerindeki hareketi icin alt yoriingesel graflara bakalm.T', Q iizerinde transitif olarak

hareket ettiginden her bir alt yoriinge, bir v € Q icin (oo, v) ciftini icerir. n >0 ve
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(u,n) = 1 olmak lizere v = % ise bu alt yoriingeyi O, ,, ile buna karsilik gelen G (oo, v) alt
yortingesel grafini da G, ,, ile gosterecegiz.

Eger v =0 ise, bu G;o=G_1, asikar alt yoriingesel grafidir. Boylece v €EQ
oldugunu farz edebiliriz.

Lemma 2.4.3.

0(o0,v) = 0(o,v") & v ve v', ', un aym yoriingesindedir. Yani g(v) = v’ olan
g € I, mevcuttur.

ispat:

Yani, 0(o,v) = 0(o0,v') & 3Fg €T:g(0) =00,g(v) =v' dir. Simdi bunu
gosterelim.

0 (oo, v) = 0(oo, v") olsun. Bu taktirde (oo, v) € O(oo,v") dir. Buradan 3g € T :
g(0,v) = (o0,v") dir. (g(),g(¥)) = g(eo,v) = (2,v") = (g(), g(v)) = (0,v') =
g(o0) = 0, g(v) = v’ dir. Boylece g € I' . dir.

Tersine v ve v', I',un aym yoriingesinde olsun. O halde g(o) = o0, g(v) = v’
olacak sekilde g € ', vardir. Buradan g(oo,v) = (g(0),g(v)) = (oo, v") € O(oo,v") dur.
Boylece (o0,v) € O(o0,v") ve 0(oo,v) N O(oo,v") # @ olup O(oo,v) = O0(oo,v") elde
edilir.m

Sonug 2.4.4.

Gun=Gypeon=n'veu=u'modn.

Ispat:

0(0,v) = 0(w0,v") olsun. Bu taktirde (0, v) € O(c0,v) dir. v ==~ ,v' = % olsun.

u

g (%) = % olur. T, grubu z:v - v+ 1 ile iretildiginden % =g <%) = % + k olacak

sekildekEZVardlr.v=z=g(i)=1+k=m=>m=nveu'+km=u
n m m m

S>m=nve u=u modndr.m
Dolayisiyla Vn > 1 tamsayis1 i¢in ¢@(n), Euler Fonksiyonu, tane farklhi G, , alt
yoriingesel grafi vardir. Boylece her bir u € Uy, = {u|(u,n) = 1,u < n} i¢in farkli bir alt
yoriingesel graf elde edilir. Ornegin; n = 8 igin alt yoriingesel graflar G1s G38 Gsg G7g
dir.

Eger (g,i) € Oy, Yani G, , de g den % ye bir yonlendirilmis kenar varsa bunu G, ,

de £ - % € Gun seklinde gosterecegiz.
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Teorem 2.4.5.

r X .
;e;egu,nﬁI)xEurmodn,yEusmodn,ry—sxzn veya

i)x =usmodn,y =—-usmodn,ry—sx =-n

(Eger sy > 0 ise i) ve ii) sirasi ile g > ive g < g ye karsilik gelir.)

Ispat:
n_y

o % € Gu,n Olsun. Buradan (, i) € 0(,>) dir. O halde ;
g(0) = E = :—:,g (%) = g = :—; olacak sekilde g = (Ccl Z) € I" vardir. Bu bize
(c D6 =65 @)
¢ D6 W= =) 2.2
¢ D6 W= 3) 23)
E DG W=G =) 2.4

esitliklerinden birini verir.

(2.1) i ele alalim. (CCL Z) ((1) Z) = (Z ;) Yani, (f:l ZZIde) = (Z ;) dir.

Boylece a=r,x =au+bn ve c=s,y=cu+dn dir. Buradan x =ru+bn ve
y =su+dn;yani

X =urmodnvey =usmodn (2.5)

elde edilir.

(2.1) esitliginin determinantini alirsak;

Ccl Z)EF,ad—bc:l
(ad — bc)n = (ry — sx) >n = (ry — sx) (2.6)
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olur. Boylece (2.5) ve (2.6) dan 1) sikkin1 elde ederiz. Benzer sekilde (2.2) esitliginden

ayni sonucu elde ederiz.

(2.3) 1 ele alalim. (ZL Z) ((1) 1:1) = (:Z ;) Yani, (Ccl ZZIZZ) = (:Z ;)

dir. Boylece, a = —r,x = au + bn ve ¢ = —s,y = cu + dn dir. Buradan x = —ru + bn

vey = —su + dn ; yani
X=-—-urmodnvey = —usmodn (2.7)

elde edilir.
(2.3) esitliginin determinantini alirsak ;

a b)eF,ad—bc:l

(ad — bc)n = (—ry + sx) ¢ ¢ > —n = (ry — sx) (2.8)

(2.7) ve (2.8) den ii) sikkini elde ederiz. Benzer sekilde (2.4) esitliginden ayni sonucu elde
ederiz.

"@"

. . - T X
i) sikk1 yani x = ur mod n, y = us mod n,ry — sx = n saglansin. 575 € Gun

oldugunu yani G,g) € Oyn = 0(oo, %) oldugunu gosterelim.

x =urmodn=3b € Z:x = ur + bn

y=usmodn=3c €Z:y =us+cn

g:i= (Z IZ) matrisini ele alalim.

@)= Q) =Crea()=C D= = () o
9(=3) = (55) ar

ry — sx = n esitliginde x ve y yi yerine yazarsak r (us + cn) —s(ur + bn) =n
elde edilir. Boylece rus +rcn—sur —sbn =n; yani rc —sb =1dir. O halde g €T

dir.

Sonug olarak Gi) € Oy = 0(,2) elde edilir. Benzer sekilde i) sikki kabul

edilerek ayn1 sonug elde edilir.m
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Sonug 2.4.6.

u® # —1mod nve uv = —1 mod n olsun. Bu taktirde G, , ile G,,,, eslesmistir.
Ispat :

f - Egu'" de bir kenar olsun. Teorem 2.4.5 den
)r=uxmodn,s=uymodnvexs—ry=n Veya
ii)r=—uxmodn,s=—-uymodn vexs —ry=—-n dir.

1) sikkinin saglandigin farzedelim. Buradan ;

uv=-1modn

vr=vuxmodn —————>x = —vrmodn
uv=—1modn
vs = vuymod n —————=y = —vsmodn Ve

XS—Ty=n=>ry—sx=-n
elde edilir. Teorem 2.4.5 ii) sikkindan g - g Gon de bir kenar olur. Benzer sekilde ii) sikki
kabul edilerek ayni sonug elde edilir.

Simdi,  O(oo, %) N Oo( %, ©) =0 oldugunu  gosterelim.  Farzedelim  Ki

u u u u
0(00,;) N 0(;,00) #@ olsun. Buradan 0 (oo,;) =0 (oo,;) dir. O halde

aT= (Z Z) el : T(OO,%) = (%,00) dir. Dolayisiyla, (? Z) ((1) Z) = (Z (1)) dir.
Yani, (Ccl ZZISZ) = (z (1)) dir. Buradan,a =u, c=n, au+bn=1,cu+dn=0

olur. cu+dn=0 ve ¢ =n oldugundan nu+dn=0 s2u+d=0 = d=—u dir.

Boylece T = (Z Z) = (Z —bu> bigimindedir ve , T € I' oldugundan, detT =1 dir.

Buradan, —u?—-bn=1=> u?=-1modn celigkisi elde edilir. Bu ¢eliski
0(e,~) N O(~, ) # @ varsaymaktan gelmistir. O halde 0(c0,~) N 0(~, ) = @ olur.
Sonug olarak G,, ,, ile G, ,, graflar1 eslesmistir. m

Tanim 2.4.7.

L c G, alt grafinda herhangi iki kdse L de kalan bir yolla birlestirilebiliniyor ise
L ye bir baglantili graf ad1 verilir.

Tanim 2.4.8.

L € Gyn » Gun nin bir baglantili alt grafi olsun. L nin higbir kosesi L nin koseleri
disinda G,, , nin higbir kosesi ile birlestirilemiyorsa L ye G,, , nin bir bileseni ad1 verilir.

Sonuc¢ 2.4.9.

Gy n kendisiyle eslesmistir & u? = —1mod n
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Ispat :

:>ll

Gun kendisiyle eslesmis olsun. Bu taktirde 0(00,%) =0(§,oo) dir. Buradan

Esz(CCl Z)EF:T(OO,%)z(%,OO) dir. Boylece ; (Ccl Z)(é z)z(z é) dir.

Buradan,(a au+bn):(u 1)=>a=u,c=n,au+bn=1,cu+dn=00|ur.
c cu+dn n 0

= =1
cu+dn=0 = nu+dn=0 >n(u+d)=0 = u+d=0=> d=—u bulunur.

_(a by _(u b . ) . o .
T = (c d) = (n —u) bi¢cimindedir ve , T € I' oldugundan , detT = 1 dir. Yani,
—u? — bn = 1. Béylece u? = —1mod n elde edilir.

llcll

u?=—-1modn olsun. Bu taktirde 3Ib€Z:u?=—1—bn dir. Buradan

b
—u

e, (4 2)()= (v (¢ L)) = (54 = ()= (1) e

edilir. Buradan T(w) == ve T(%)zoo olur. O halde 0(c0,>) = 0(=,) olup

—uz—bn=1olupT:=(Z )EFdlr.

Gun kendisiyle eslesmistir. m

r

Lo~ . x "o
vn > 1 tamsayist i¢in Q iizerinde " - =, S © ry —sx = 0modn " ile tanimh =,

N

nin I invaryant denklik bagintist oldugunu biliyoruz. Eger g - g € Gy nise Teorem 2.4.5.

den ry — sx = +n olur ve buradan E ~, %elde edilir. Bu yiizden G, ,, nin her bir bileseni

bir tek blokta bulunur.
Sonug 2.4.10.
Gun €n az P(n) tane baglantili bilesene sahiptir; Ozellikle eger n > 1 ise G,

baglantili degildir.m
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2.5. Farey Grafi

Tanim 2.5.1.

Her m > 1 tamsayist i¢in, |y| < m olmak iizere biitiin 5 rasyonel sayilarindan

olusan kesin monoton artan diziye m. mertebeden Farey dizisi denir ve F,, ile gosterilir.

Ornegin F, dizisi ;

1 1 1 1 1 2 3 5 4
;_5; _ZI OP Z; ;; E; ;; Z; 1; Z; 5'
seklindedir.

Acik¢a F; c F, c F3 € «-- Ve U1 B = Q dir.Gergekten ;

oF, C F, Cc F; C -+ oldugunu gosterelim.

F;, F; Farey dizileri vei < j olsun.% € F; oldugundan |b| < i < j den % € F; dir.
® Uzt Fn = Q oldugunu gosterelim.

Ums1 Fn © Q oldugunu agiktir. § € Q olsun. m := |y| alinirsa 5 € F,, dir. Buradan
% € Upms1 Ey olur. Bu taktirde, Q € U,y By, dir.

G1,1 grafi da Farey dizileri ile olan iliskisinden dolayr Farey grafi olarak adlandirilir
ve F ile gosterilir.

G1,1 grafi;

e Koselerinin kiimesi @ dur.

e Kendisiyle eslesmistir.(Sonug 2.4.7 12 = —1 mod1 oldugundan )

e Teorem 2.4.5 den g ile % koseleri komsudur < ry — sx = £1 dir. Ornegin; o a
komsu olan koseler tam sayilardir.

Ayrica Onerme 2.4.2 den T, koseler ve kenarlar iizerinde transitif olarak hareket eden
G1 1 in otomorfizmalarmin bir grubudur.

Lemma 2.5.2.
€ Q olsun. O halde asagidaki ifadeler birbirine denktir.

R IR

r
s )
) E ve g F de komsu koselerdir.
ry—sx ==+1

iii) Birm € N i¢in g ve % , i, de komsu terimlerdir. m
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ispat:
"i) = ii)"
Asikar. Clinkii F nin tanimindan ry — sx = +1 dir.
"ii) = iii)"
ry —sx = +1 olsun. Farz edelim ki s ve y € N dir. m = mak {s,y} alalim.

Gosterelim ki - ve = E,, de komsu terimlerdir. = < - farz edelim. Boylece ry — sx = 1 dir.
s/ y s y y

a,b € N olmak tizere 5 < % < E esitsizligini géz Oniine alalim.

r x r a a X br—as ay—bx 1 1 y+s . . y+s
-_——_=-—-- -_——) = > — —_——= — _<
sy (s b) + (b y) bs + by ~ bs + by bsy dir. Boylece bsy —
- 1 . - .
% = - den yT“ <1 dir. Buradan y 4+ s < b elde edilir ki m = mak {y,s} <y +s

oldugundan% ¢ F,, dir. Boylece 2 ile g F,, de komsu terimlerdir.

"iii) = i)"

[13 ] da Teorem 6.5, Sonug 6.6 ve Teorem 6.1 den istenilen elde edilir.m

Sekil 4. Farey grafi

Sekil, oo kosesinin bagli oldugu koseleri ve F, iin elemanlarini ve de bu elemanlarin
birbirleriyle olusan kenarlarint gostermektedir. Gorsel uygunluk agisindan F  nin
kenarlarint U = {z € C| Im(z) > 0} iist yar1 diizlemindeki Oklid yar1 cemberleri veya R
ye dik Oklid yar1 dogrulari seklindeki hiperbolik geodezikler olarak gdsterebiliriz. Yari

dogrular1 "oo" dan gegen geodezikler olarak kabul edecegiz. U nun z — % hareketini goz
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Oniine alarak I y1 U nun hiperbolik izometrilerinin bir grubu olarak g6z oniine alabiliriz.
Yani, bu hareket altinda geodezikler geodeziklere resmedilir. Boylece U daki F
gosterimimiz " altinda invaryanttir.

Sonug 2.5.3.

F grafinin kenarlar1 U = {z € C : Im(z) > 0} tist yar1 diizleminde kesismezler.

ispat:

T 1y = T(ky)

’ Zo
k2 / T(z0) Iy = T(k2)
P!

v 0 w

Sekil 5. U da kesisen iki kenarin T € I" altindaki goriintiisii

F nin iki kenarinin U da kesisti§ini varsayalim. F = G;; kendi eslesmis bir alt
yoriingesel graf oldugundan Onerme 2.4.2. iii) sikki geregi I', F nin ardisik kdselerinin
siralt giftleri lizerinde transitif olarak hareket eder. Dolayisi ile; o — 0 kenarmi [, ile
gosterirsek, transitiflikten T(k,) = [, olan Tel' vardir. T(k,) = I, sekildeki gibidir. Bu

yiizden st yart diizlemde kesistigini varsaydigimiz bu kenarlardan birinin 0 ve oo u

birlestiren Rez = 0 kenar1 oldugunu varsayabiliriz. Ve bdylece digeri v := % <0<w:= E

olacak sekilde v ve w rasyonellerini birlestiren kenar olur. i <0< E denry—sx =1

dir. x < 0ver,s,y > 0 alabiliriz. Buradan,

r>0vey>0=>ry=>1

s>0ve x<0= sx <—1=-—sx>1 olur. Taraf tarafa toplarsak ;ry —sx > 2
olur ki; bu ry —sx =1 olmasiyla gelisir. Bu c¢eliski bize F grafinin kenarlarinin

U iist yar1 diizleminde kesigsmeyecegini sdyler.m
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2.6. Gyn Ve Fy, Graflan

Bu bélimde F = G;, in oOzelliklerinin diger G, , alt yoriingesel graflarina nasil

genisletilebilecegini gorecegiz. Her bir G, , grafinin 1 (n) tane alt grafin ayrik birlesimi

oldugunu ve her bir alt grafin koseleri g Ry, 5 ry — sx = 0 modn ile tanimlanan =, I"

invaryant denklik bagintisina gére tek blok olusturdugunu biliyoruz. I', Q iizerinde transitif
oldugundan, bu bloklar1 transitif olarak permiite eder. Yani; {Bl,Bz, ---:Bw(n)} bloklarin
kiimesi olmak iizere 1 < i,j < (n) Ve B;,B; € {By, By, ..., By} i¢in 3T € I': T(B,) =
B; dir. Ve her bir T € T', bloklarm kiimesi lizerinde bir permiitasyondur. Bloklar1 transitif

olarak permiite edildiginden, bloklara karsilik gelen alt graflar izomorftur.
E, n, koseleri oo u igeren [oo] = {§ EQly=0 modn} blogundan olusan G, ,, nin alt

grafin1 gosterir. Boylece G, ,, F;, , Nin (n) tane ayrik kopyasindan olusur.Simdi F, ,, de
kenar olma sartin1 verelim.

Teorem 2.6.1.

£—>§6Fu,n=>i)xEurmodnvery—sx=n veya

i) x = —ur modn ve ry — sx = —n dir.

ispat:

Teorem 2.4.5. den agikardir.m

Teorem 2.6.2.

I'o(n) , F,,, nin koselerini ve kenarlarini transitif olarak permiite eder.

Ispat:

Simdi I'y(n) nin F,,, nin koselerini transitif olarak permiite ettigini gosterelim.
v,w € [],F,, nin koseleri olsun. T, Q izerinde transitif hareket ettiginden

_(a b : _ < _k _t . .
g = ( c d) €I g(v) =w dir. v,w € [] oldugundan v = -~ ve w = — seklindedir.

Bu durumda ;

90 =w=(7 ) ()= ()
* G+ am) = ()
olup ; n|ck ve (k,n) = 1 oldugundan n|c dir. Dolayisiyla ¢ = 0 mod n oldugundan

g € Ty(n)dir. Yani I'p(n), [c] blogu tizerinde transitif olarak hareket eder. Ayrica
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g:[oo] = [o0] , g € Tp(n) doniisiimii birebir ve ortendir.
Simdi I'g(n) nin E, ,, nin kenarlarini transitif olarak permiite ettigini gosterelim.

T X a c oy . T X a c u
——>—€EF,, ve ——> —€EF,, iki kenar olsun. Buradan (—,—),(—,—) € 0(oo,-)
sn yn ’ bn dn ’ sn’yn bn dn n

dir. O halde 3h = (7’; f:) erig(L,2) = (2, di Yani,

sn’yn

(k l)(T X)z(a C) (kr+lyn kx + lyn

m t/\sn yn bn  dn)” \mr + tsn mx+tyn):>mr+tsn=bn

(n,r)=1
=>nlm =——= n|molur.

Dolayistyla m = 0 mod n oldugundan h € I'p(n) dir. Sonug olarak I'n(n), F, ,,
nin Kkenarlar tizerinde transitif olarak hareket eder. Yukaridan h € I'y(n) nin birebir ve
ortenligi agiktir. Cilinkii I'p(n), F, , nin koselerini transitif olarak permiite ettiginden her
bir koseye farkli koseler karsilik gelir. Boylece farkli her kenara farkli kenarlar karsilik
gelir. Dolayisiyla T'g(n) nin F,, nin kenarlarini transitif olarak permiite ettigi

gosterilmistir. m

Sekil 6. G, , alt yoriingesel grafi

n=1 oldugunda en basit durum F; ; = G; 1 = F dir. Bir sonraki en basit graf Sekil 6.
G1, grafidir. Bu graf; s gift, r ¢ift veya her ikisi tek olmak tizere, E € Q elemanlarm

iceren [oo], [0], [1] bloklarin1 gosteren kesik, kesik olmayan ve noktali (U daki hiperbolik

geodezikler ile gosterilen ) bigimindeki kenarlar ile F;, nin (2)=3 tane izomorfik
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kopyasindan olusur. G;, , 1> = —1mod 2 oldugundan kendisiyle eslesmis ve bu yiizden

yonlendirilmemistir. Boylece F; , de yonlendirilmemistir.

3 7 9
1 6 8 10

Sekil 7. Fy , grafi

Sekil 7. F;, grafinin koseleri, s ¢ift olmak lizere g seklindedir. F; , grafinin kenar
olma sart1 Teorem 2.6.1. den

E - % F, , de bir kenardir © ry — sx = 2 dir.

Lemma 2.6.3.

) v ,F,, de bir kése olmak iizere v+~ —v ile verilen, F,, = F_,, bir
1izomorfizmadir.

ii) Eger m|n ise v F,, nin bir kosesi olmak tizere v — % ile verilen , E, , den F, ,,
nin bir alt grafina izomorftur.

Ispat:

1) F, , nin késelerinin kiimesi [o0],, = {5 €Q:y = 0 modn} ve F_,, , nin kdselerinin

kiimesi [oo]_,, = {g eQ:y=0 mod(—n)} = {% €Q:y = 0modn} oldugundan [oo], =
[0]_;, = [o0] dur. S(v) = —v fonksiyonunun [co] uzerinde birebir 6rten oldugu agiktir.
Simdi S doniisiimiiniin yap1 koruyan oldugunu gosterelim:

% - d—CnEFu,n olsun. Teorem 2.6.1. den i) veya ii) saglanir. Farz edelim ki teoremin i)

sikk1 saglansin. Yani ¢ = uamod n ve ad —bc =1 dir. Burada

(=¢) =u(—a)mod n = —(—u)(—a)modn ve (—a)d —(—b)c =—1 olur. Boylece
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Teorem 2.6.1. den ;—;‘ - ;—;eF_u,n elde edilir. Benzer sekilde ii) sikki da kabul edilerek

ayni sonug elde edilir. Sonug olarak S doniisiimii bir izomorfizmadir.

i) F, , nin koselerinin kiimesi [oo0],, = {5 €Q:y = 0 mod n} ve E, ,,, nin kdselerinin
kiimesi [o0],, = {% €Q:y = 0 mod m} dir. S: [],, > [00],,, , T(v) = ™Y/}, déniisiimiiniin

birebir oldugu agiktir ( Bu doniistimiin 6rten olmas1 gerekmez c¢ilinkii; m =5 ve 5] 20
oldugundan n = 20 i¢in Ee[oo]m igin % = % = % olur ve buradan v = 1—10 olur ki bu [oo],
nin elemani degildir.). Simdi gosterelim ki S doniisiimii yap1 koruyan bir doniistimdyir.

T X T
= — — = = —_—
V=LA W €F,, olsun. S(v) —

yim =SW) €F,, oldugunu
gosterelim. Farz edelim ki Teorem 2.6.1 i) saglansin. Yani x = urmodnvery —sx =1

olsun. m | n oldugundan x = ur mod m dir. Boylece x = ur mod m ve ry — sx = 1 elde

edilir ki bu bize Teorem 2.6.1 ii) geregi #ayim F,m de bir kenar oldugunu soyler.

Benzer sekilde teoremin ii) sikkinin saglandig1 varsayilip ayni sonug elde edilir. Bu bize S
nin bir E, ;, den F, ,,, ye bir monomorfizma oldugunu soyler. Ancak F, ,,, nin bir alt grafina
izomorftur.m

i) de m = 1 alinirsa asagidaki sonug elde edilir. m

Sonug 2.6.4.

F, » nin biitiin kdseleri igin f:v = nv ile verilen, F,,, den F nin bir alt grafina bir
izomorfizmadir.m

Tamm 2.6.5.

ag, ag,...., y ler E,,, de koseler olmak iizere, her bir i = 0,1, ...,n i¢in, a; = a;44
veya a;,; — a; ise a, dan a,, ye n uzunluklu bir yol vardir denir. a, = a,, ise yola bir
devre ad1 verilir.

a; Ve a, F,, de keyfi iki kose olsun. a; den baslayip a, ye en az sayida kenar igeren
bir geodezik yolla ulasilabiliyorsa bu yola minimal uzunluklu yol adi verilir.

Ayrica a;, a;44 ikilileri i¢in a; — a;4q 1se bu devreye yonlenmis bir devre denir.
Yani, ay - a; = -+ = a,_1 = a, devresine bir yonlenmis devre adi verilir. Bu oklarin
biri (hepsi degil) ters ise devreye ters yonlenmis devre denir.

Ug kenarli bir devreye bir iiggen; dort kenarl1 bir devreye bir dértgen ve alt1 kenarli

bir devreye bir altigen denir.
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lkigen  H-Uggen H -Dértgen H -Altigen

Sekil 8. Devreler

vy, V, v3 farkl koseler olmak tlizere v; - v, - v; = v; ise bu yola yonlendirilmis
licgen ; v, = v, « v3 = v; gibi farkli yonde kenar varsa buna da ters yonlendirilmis
ticgen denir.

Kendisiyle eslesmis alt yortingesel grafta bu iki kavram birbirine denktir.

Teorem 2.6.6.

F; , baglantilidur.

Ispat:

F;, nin herbir v kosesinin F;, deki bir yol ile oo a birlestigini gostermek
yeterlidir.a,b €Z, b>1 ve (a,2b) =1 olmak iizere v = % alarak, b lizerinde
indiiksiyon uygulayalim. b = 1 i¢in

a.0—21=-2

—_

i) (a,2) = 1 oldugundan 1 = a mod 2.1 = —a mod 2 oldugundan v=

N Q
o|lr
m

F; , dir.

Simdi farz edelim ki b = 2 olsun. 2b den kii¢iik biitiin paydalar i¢in iddia dogru
olsun.

Buradan v nin daha kiiglik paydali bir w kosesi ile birlestirilebilecegini
gosterecegiz.(a, b) = 1 oldugundan 3c¢,d € Z : ad — bc = 1 dir. Burada uygun bir k € Z
igin ¢ ve d yerine sirasi ile ¢ + ka ve d + kb alabiliriz. Gergekten;

a(d + kb) — b(c + ka) = ad + akb — bc — bka = ad — bc =1
olur.

0 < d < b farzedebiliriz. Gergekten;

a)d # b dir. d = b olsa ad — bc = 1 oldugundan ab — bc =1 =(a — c)b = 1 olur
Ki bu b > 2 olmasiyla ¢elisir. Bu geliski bize d # b oldugunu soyler.
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b) d < 0 olsun. Bu durumda d + kb yi pozitif yapan en kiigiik k := k; € Z tamsayisi
icin d yerine d + k;b yazarsak 0 < d + kb < b olur . d yerine d + k,b ve c yerine de
¢ + kb yazarsak
a(d + kib) — b(c + k,a) = ad + ak,b — bc — ak,b = ad — bc = 1 elde edilir. Bu da
bize 0 < d < b farz etmemizin genelligi bozmayacagini verir.

c tek ise w= % , F1, de v nin komsu kosesidir, yani % =v-ow= % € Fy, dir.
Gergekten;

i) ¢ tek ve a tek oldugundan ¢ = a mod 2

.. ad—bc=1 .

i) a.2d — 2b.c = 2(ad — bc) =—— a2d — 2bc = 2 dir.

2d < 2b oldugundan hipotezden w = i , 0 a bir yol ile birlesir ve boylece v de o

ile birlesir.
a—c
2(b-d) '

Sayet ¢ ¢ift ise w= F;, de v nin komsu kosesidir, yani

a a—c
2b 2(b—d)

€ Fy , dir. Gergekten;

I) ¢ ¢cift oldugundan ¢ = 0 mod 2. Yani —c = o mod 2. Bdylece a — ¢ = a mod 2.
Yani, a — ¢ = —a mod 2 dir.
ii)a2(b —d) — 2b(a —c¢) = 2ab — 2ad — 2ab + 2bc
=2bc — 2ad
=2(bc — ad)=-2dir.

a—c

0<b—-—d<b=0<2(b—d)<2bolur. Hipotezden w = 200-a)

oo a bir yol ile

birlesir. Ve boylece v de oo ile birlesir.m

Sonuc 2.6.7.

G1, grafiy(2) = 3 tane baglantili bilesene sahiptir.

Ispat:

Gi, grafi F;, nin {i¢ izomorf kopyalarindan olustugundan (2) = 3 bileseni
vardir.m

Sonugc 2.6.8.

F, 3, Fy 4 alt graflan baglantilidir. m

Lemma 2.6.3 i) den Fy3 » F_y3 =F,3 ve F; , > F_; , = F3, olur Ki buradan F, 3

ve F3 4 de baglantili olur.
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Teorem 2.6.9.[11]

Vn < 4 i¢in F,,, baglantilidir.m

Tersine asagidaki teoremi ispatlayalim.

Teorem 2.6.10.

n = 5 ise F, , baglantili degildir.

ispat:

Simdi Sonug 2.4.9 a gore yonlendirilmis olan F; 5 grafini inceleyelim. E - f €F s
© x=rmod5, ry—sx=5 veya x =-rmod5, ry—sx=-5 dir. Buradan

r = +1mod 5 olmak iizere g késeleri ile x = +2 mod 5 olmak iizere § késeleri higbir

zaman birlesemez. Boylece bu koseler farkli baglantili késelerde kalirlar. Boylece Fj s

baglantisizdir.

| =

00 Re(2) = Re(z) = 1 .

8o

I TEMEL BOLGE

Sekil 9. F, 5 grafi

Simdi E, 1] arasinda kalan F,s in higbir kosesi, bu aralik disinda F,s in hicbir
kosesi ile birlestirilemeyecegini gosterelim. E, 1] araliginda F, 5 in koseleri vardir. Mesela
7
o gibi.

Farzedelim ki — > =€ F,s ve —<1<-— olsun. Bu durumda - <5 <= ve

5s 5y ’ 5s 5y N y
ry —sx = —1 dir. Yani, £—> § € F dir. Ancak oo - 5 € F oldugundan bu iki kenar

kesisir. Bu ¢eliski boyle bir kenarin F, 5 de olmadigini gosterir.
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D ) 1 5 1
Simdi farzedelim L52¢€ F, s ve Z<><Zolsun. Buradan = <2=2+-<Z
5s 5y ’ 5s 2 5y N 2 2 y
ve £—>§e F dir. Bu bize gz 2 ve gz 3 oldugunu sdyler. Yani, r =2, s=1 ve

x =3,y =1 dir. Boylece §—> % € F,5 dir. Oysa bu 3 = —4mod 5 olmas1 gerektigini
soyler. Oysa bu olamaz. Boylece F, 5 baglantili degildir.m

Fys ve F_,5 Lemma 2.6.3 i) den izomorf ve F;5 = F_,5 oldugundan F,s de
baglantisizdir. Benzer sekilde F35 ve F_35 izomorf ve F, 5 = F_3 5 oldugundan F;5 de
baglantisizdir.

Teorem 2.6.11.

i) F, , yonlendirilmis tiggen igerir & u* + u+ 1 = 0mod n

ii) Eger n > 1 ise bu taktirde F, ,, ters yonlendirilmis {iggen icermez.

Ispat:

I) Farz edelim ki F, ,, yonlendirilmis bir iiggen igersin. Teorem 2.6.2 den bu iiggenin

0 — % — v — oo seklinde oldugunu varsayabiliriz.

(kr—n =)v - oo(= %) € F,, ve v < oo oldugundan Teorem 2.6.1 Or — kn = —n olur.

Buradan —kn = —n = k = 1 dir. Yani v =%=%seklindedir.
Ik 6nce%< v(=£) olsun. %—>U(= %) €F,,denr=—-u*modnveun—rn=
—n dir.
un—m-=-n>u—r=—-1=sr=u+1
2 r=u+1 2 2
r=—-umodn —u+l1l=—-u*modn=>u“+u+1=0modn
elde edilir.

Simdi %>v(=£) olsun. %—>v(=£) EF,denr=u’modnveun—rn=n
dir.

r=u-1 T
r=uwmodn=—=u—1=u’modn=u?—u+ 1= 0modn elde edilir.

Sonug olarak her iki durumdan u? + u + 1 = 0 mod n olur.

Tersine u? +u+1=0modn olsun. Bu durumda Teorem 2.6.1 den oo — % -
uTil — oo seklinde yonlendirilmis bir tiggendir.

i) Bir r € Z igin oo — % « % — oo seklinde bir ters yonlendirilmis liggen oldugunu

farzedelim.



40

Sayet%<£ise%<—£€ F, , den u = ur mod n ve rn — un = n dir. Boylece,
m—-—un=n=r—-—-u=1=r=u+1

r=u+1
u=urmodn > r=1modn — u+1=1modn = u=0modn elde

edilir.
Z>lise 2 €E,,denu = —ur mod nvern—un = —ndir.
n n n n ’
Mm—-un=-n=>r—u=-—1
r=u-1
u=—-urmodn=r=—1modn—>u—1=—-1modn = u = 0mod n elde
edilir.

Sonug olarak her iki durumdan u = 0 mod n elde edilir. Bun > 1 igin u nun mod n
nin birimi olmasryla celisir. Bu geliski n > 1 ise bu taktirde F,, nin ters yonlendirilmis
licgen icermedigini gosterir. m

Ornegin; Fy 5, 0 - % - % — oo {iggenini igerir.

Kendisiyle eslesmis bir G,, ,, alt yoriingesel grafi u? + 1 = 0 mod n yi sagladigindan
Teorem 2.6.11 e goére n > 1 i¢in liggen icermez.

Tamim 2.6.12.

n > 3 olmak iizere n kenarli bir devre icermeyen grafa orman denir.

Teorem 2.6.13.

n > 1 ise kendisiyle eslesmis G,, , alt yoriingesel grafi ormandir.

Ispat:

Gun 1 E, n nin izomorfik kopyalarinin ayrik bir birlesimi oldugundan, F, ,, nin hicbir
devre icermedigini gostermek yeterlidir.

Eger bir devre varsa Teorem 2.6.2 den o, v,,v,,...,v, F,, de birbirinden farkli

koseler olmak iizere 0 - v; - v, = -+ - v, = oo seklinde farz edebiliriz. 1 <i <k

olmak {lizere v; = ;—‘;1 seklindedir. F,, kendisiyle eslesmis oldugundan Teorem 2.6.1 ve

Sonug 2.4.9 yi gbz Oniine alirsak

1
(=)0 - v (= ba—ln) den byn=n ve a; = umodn olur. Buradan b, =1 ve
1

a; = umod n dir. Boylece

vlz%,alzumodn (2.9)
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dir.

(% =)V — oo(= % ) den —byn = —n ve 1 = —ua;, mod n olur. Buradan b, =1

ve u = —u?a, modn dir. u? = —1modn oldugundan b, =1 ve a, = umodn elde
edilir. Boylece

Vg =%,ak =umodn (2.10)

dir.

ai—ay %1—ax=0modn

(2.9) ve (2.10) u elde ederiz. Buradan v, — v, = —— v, — v, € Z olur.

n > 1 oldugundan v; = % , Vg = % tamsay1 degildir. Boylece v; ve v, arasinda bir
m € Z vardir. Bu durumda F,,, nin v; - v, kenar1 U da Re(z) = m dogrusu ile kesisir.
Boylece Sonug 2.6.4 e gore F nin nv; - nvj,, kenar1 Re(z) = nm ile kesisir. Re(z) =
nm F nin kenaridir. Bu F nin kenarlarinin U {ist yar1 diizlemde kesismemesiyle ¢elisir. O
halde F, ,, higbir devre igermez. Sonug olarak n > 1 ise eslesmis G, ,, alt yoriingesel grafi
bir ormandir.m

Sonug 2.6.14.

G1 2 bir ormandir. m

Sonug 2.6.15.

Eger n ¢ift ise G, ,, bir ormandir.

Ispat:

Sonug 2.6.14 ve Lemma 2.6.3 ii) den (m = 2 olmak tlizere) ispat kolayca yapilir.m

Teorem 2.6.16.

n > 1 bir tamsay1 olsun. Bu taktirde, G ,,, alt yoriingesel grafi bir ormandir & G
licgen icermez; yani u? + u + 1 # 0 mod n dir.

Ispat:

G un alt yoringesel grafi F,, nin izomorf kopyalarmm ayrik bir birlesimi
oldugundan hesaplamalar1 sadece F, ,, i¢in yapmak yeterlidir. Ilk dnce farz edelim ki F,,,
bir ormandir. Boylece, tanimdan bir liggen icermez.

Tersine, farz edelim ki F,, iiggen igermesin. Yani, u? + u+ 1 # 0 mod n olsun.
F, » nin bir orman oldugunu gosterelim. Orman degil ise F, ,, de minimal uzunlukta bir D

devresi vardir. D nin yonlendirilmis oldugunu farz edelim. Teorem 2.6.2 den D vyi
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© = v; o vV, o - = U, = © bigiminde alabiliriz. Periyot 1 oldugundan D nin co dan

farkli késelerini [g ”nﬁ] araliginda alabiliriz.

Y NN ]

V2 V-1 Vg, i u+n

©

v =

SEES

Sekil 10. F, ,, grafi

+ . +n . + <
Teorem 2.6.1 den v, = % veya % dir. v, = % ise v, (%%) araliginda v;, — o
olan bir tek kose oldugundan, v, <1 dir. Ayrica, 1 F,,, de kose olmadigindan, Sonug

2.6.4 den boyle bir devre yoktur. Dolayisiyla v, = % dir. Yani, D devresi oo — % - v, >

«++ > P, > oo bigimindedir. u? + u + 1 # 0 mod n Ve v, - o oldugundan v, > uTH dir.

Simdi v, v; den biyiik ve v; - v € F,, olan F,, nin en biiyiikk kosesi kabul edelim.
Gosterelim ki v, = v dir.

Aksine v, < v olsun. v D de bir kdse, v = vz diyelim, ise 0o 5 v; 5 v, 5 -+ =
vy, — oo daha kisa uzunluklu bir devredir ki bu D nin minimal uzunluklu devre olmasi ile
celisir. v D de bir kose degilse; bu taktirde v; < v < v;,; olan D de v;, v;,, koseleri

vardir. Bu bize v, - v ve v; - v;;, koselerinin F, ,, de kesistigini verir. Bu Sonug 2.5.3

k
. +— .
ile gelisir. Boylece, v, = v dir. v; < v, oldugundan v, = uTm olan k ve m pozitif tam

sayilar1 vardir. v; - v, € F,, oldugundan Sonu¢ 2.6.4 den nv; —» nv, € F dir. Bunun

1
ut+—
olmasi bize k nin 1 oldugunu verir. Boylece Teorem 2.6.1 den % - Tm € F, , ancak ve

ancak u?+mu+1=0modn dir. Bdylece ko, u?+kou+1=0modn sartim
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n

saglayan en kiiglik pozitif tam say1 olmak tizere v, = dir. Bu durumda 1 <k, <n

oldugu asikardir.

—u U+ kou+1)/n

) doniistimiini tanimlayalim. Ag¢ik¢a T € [5(n)

dir ve T(®) =vy, T(vy) =v, ve T((u+x/y)/n)=(u+ (y/koy — x))/n. Ustelik, T
fonksiyonu (—oo, (u + ky)/n) araligt izerinde artan oldugundan % < % < ko igin

T((u+x/y)/n) <T((u+ z/w)/n) dir.

Dikkat edilirse x ve y pozitif tam say1 ve g <1ise —=

koy—x

< 1 dir. Gergekten, ky = 2
ve y > x oldugundan k,y —x >y dir. Boylece, # <1 dir. Dolayisiyla ki <1
0y 0

oldugundan pozitif i tam sayilar1 icin T*(v;) < uTH dir. Simdi gosterelimki 0 <i<k—1
icin vy, = T'(vy) = Tt (o) dur. T(v;)=v, idi. Farz edelim ki 1<i<s igin v; =
T1(v,) dir. Bu durumda vs,; = T°(v;) oldugunu gosterelim. Degilse, ilk dnce vy, <
T$(v,) olsun. Teorem 2.6.2 den vsy, =T(vy) » T (v,) =T°(vy) F,, de bir
kenardir. T*(v;) D de bir kose degilse, T°(v;) < v oldugundan v, < T*(v;)< vy, Olan
V; Ve Uy4q kOseleri vardir ve boylece vy = vyyq Ve v5 = TS(v;) kesisir. Bu bir geliskidir.
T3(v,) D de bir kose ise vs,q < T°(v;) oldugundan bir [ = s + 2 i¢in T*(v;) = v; dir.
Buna ragmen, bu durumda o = v; = -+ = vy, = v, = v, = oo devresi elde edilir ki bu
devre daha kisa uzunluklu bir devredir. Bu bir ¢eliski dogurur. Bu bize vs,; = T°(v;)
oldugunu verir.

Son olarak farz edelim ki vg,; > T®(v;) olsun. Bu durumda, yukarisi g6z Oniine
alinarak ~ vgq > T5(v,) > T %(v;) ve  T-S"D(T52(p))=c0  oldugundan
T=6"D(ve,1) > T~ D(TS(vy)) = T(vy) = v, elde edilir. Béylece Teorem 2.6.2 den
v, = T~ 6D (y,) » T~ D(v,, ) kenan F, ,, dedir. Bu ise v, nin segimi ile gelisir. Sonug
olarak 1 < i < k — 1 i¢in v;,, = T*(v,) dir. Béylece vy, < uTH celigkisi elde edilir.

Son olarak D ters yonlendirilmis minimal uzunluklu ve t = 1 igin

0>V = % WDV € Vpyq o v oo olsun. @ < ¢ igin vy = T(e0) dir. v E,,, de
V<V Ve % < v sartin1 saglayan en biiylikk rasyonel sayr olsun. Bu taktirde v =

(u+ 1/m)/n olan bir m € N vardir. Teorem 2.6.1 den n|m dir. v en biiyiik oldugundan
m =n dir. O halde v = (u + 1/n)/n dir. Acgik¢a, v < (u+ 1/ky)/n dir. Eger t = 1 ise



44

1

'LL+E

yukaridaki devrede v v; den sonra gelen kdsedir. Ancak % - oldugunu biliyoruz.

Boylece bir s = 3 i¢in v, = (u + 1/k,)/n dir. Bu durumda oo - v; - v3 = -+ = v, > ©
daha kisa uzunluklu devreyi elde ederiz. Bu g¢eliski t > 1 oldugunu sdyler. Buradan
vy =2 vy, = (u+1/ky)/ndir.

w:=Tt*1(c0) olsun. Teorem 2.6.2 den v, = T*"*(v,) » T* 1 (v,) =w F,,, de bir
kenar oldugundan v;,; # w dir. Aksi halde, Teorem 2.6.1 den v; « vy 1 V€ vy = Vyq
olmast u? = —1modn bagmtistm verir. Ki bu bagmnti, u?+kou+1=0modn
oldugundan, kyu = 0 mod n bagmtisini verir. Buradan ky = 0 mod n celiskisi elde edilir.
Béylece vy ; <w olmalidir. Gergekten, v,y >w ise T-ED(TH2(p)) = ve
T 2(w)< Tt(v)) =w < vy, oldugundan T~ V(p, ) >TEDw)=v, ve
v, =T~ V() « T~V (v, ) > v, E,, de bir kenardir. Bu v, nin secimi ile gelisir.
Eger v;y1 <w ise s >t + 2 i¢in w = v; ve boylece geliski veren daha kisa uzunluklu
00 5V S U o Vg o e = U — oo devresi elde edilir. Bu ters yonlendirilmis bir D
devresinin olamayacagini soyler. Bununla birlikte teoremin ispati tamamlanir. m

Teorem 2.6.17.

I'g(n) 3. mertebeden bir eliptik eleman igerir & F,;, nin bir licgen igerecek sekilde
biru € U ,, vardir.

Ispat:

b
d

a+d=F1 ve ad=1modn oldugundan a(+1—a)=1modn dir. Yani,

Farz edelim ki T = (CU;L ) I'p(n) de 3. mertebeden bir eliptik eleman olsun.

a’?Fa+1=0modn dir. (a,n) =1 oldugundan u = amodn olan u € U,, vardur.

Boylece u? ¥ u + 1 = 0 mod n dir. Teorem 2.6.2 den F, ,, bir iiggen igerir.

Tersine F,, bir iiggen igersin. Teorem 2.6.2 den oo — % - uTﬂ — oo liggeni elde

—u WFu+1)/n

edilir. Buradan ¢ = ( _
-n u+1

) € ['y(n) 3.mertebeden eliptik eleman: elde

edilir.m
Teorem 2.6.18.
I'p(n) 2.mertebeden bir eliptik eleman igerir & F,, bir kendi eslesmis kenar

igerecek sekilde u € U ,, vardir.
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ispat:

Tz(gl Z) I'y(n) de 2. mertebeden bir eliptik eleman olsun. Bu taktirde

a+d=0 ve detT den ad = 1modn dir. Yani, a®> = —-1modn dir. (a,n) =1
oldugundan u = a mod n olan u € U ,, vardir. Yani, u*> = —1 mod n dir. Bdylece F, ,, bir
kendi eslesmis kenar igerir.

Simdi u? = —1 mod n olsun. Bu durumda u? = —1 + bn olacak sekilde b tam
sayist vardir. Bu durumda (Z :3) € I[L(n) ve bu eleman 2. mertebeden bir eliptik

elemandir.m

Teorem 2.6.19.

a c k a S . a\y _ ¢ <\ _ E E _a

PRl Al F, » de bir liggen olsun. Bu taktirde T (Z) =, T (d) =7 T(l ) >
olan 3. dereceden bir tek T € T'y(n) eliptik elemani vardir.

Ispat:

%—> % € F,,, oldugundan Teorem 2.6.1 den ad —bc = +n ve V¢ € I'((n) icin
4 h(l =& - = T di L
By = ¢ (b) - ¢ (d) = € F,, ve a;d; — bycy = +n dir. Teorem 2.6.2 den K (b) = 00

c u
ve K (E) == olan K € I'y(n) mevcuttur.

LA5K (E) =5 e ci1l;y — kidy = +n oldugundan o u—T-l, yani K elemani

dq l 1y 11 n

=

a c a . .. u u+1 .. . e . —_
;77773 uegeninl © ——— —— - 00 Uggenine gotiiriir. Bu ise u? Fu+1=

QU

l

—u W Fu+1)/n
-n ut+1
eliptik elemanidir. T := K~1SK tanimlarsak T Ty(n) nin 3.mertebeden eliptik bir

0 mod n demektir. Yukaridan, S := ( ) [y(n) nin 3.mertebeden bir

elemanidir. Bu doniisiim istenilen sartlar1 saglar. Teklik asikardir.m

Teorem 2.6.20.

T = (CC; Z) I'hy(n) nin 3. mertebeden bir eliptik elemani olsun. Bu taktirde

T(k)=1T(l)=mveT(m) =k olacak sekilde k—->l-m->ke€F,,, lggeni
mevcuttur.

Ispat:

T 3. mertebeden oldugundan a +d = +1 dir. a + d = 1 farz edelim. Bu taktirde
Tz(a b )z(—a (az—a+1)/cn)dir_

cn 1—a —cn a—1
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. a a-1 - _a a)y_at
Bdylece, © - — - =— > 0 F;,; de bir liggen ve T(0) = — T (Cn) =— Ve

T((a—1)/cn) = o dur.m

2.7.TJ(n) in Q,, Uzerindeki Alt Yoriingesel Graflar

Bu kisimda bir onceki kisimdan farkli olarak G grubu yerine I modiiler grubunun
yine en c¢ok calisilan kongriians alt gruplarindan I'9(n) ve Q  yerine
Q.= {% (a,ecn) = 1;a,c€ Z} alip ilgili alt yoriingesel graflar inceleyecegiz.

Io(n) := {(? Z) €l:b=c=0mod n}

F(n):={(ccl Z)EF:aEdE1modn,b5c50modn}

. ={(5, er (s e =0)
={(5, D er(a) =)
(o et
(; ") er oldugundan d.1—bn.0=1 dr. Buradan d =1 olur. O halde

o= () )= Dper

Yukaridaki gruplar géz 6niine alinarak TH(n)e, < I'(n) < T9(n) esitsizligi elde
edilir. ' modiiler grup olmak iizere I'(0) = Q@ oldugunu biliyoruz. I’ nin @ iizerindeki
hareketi transitif oldugundan Q iizerinde ¢alisildi. Burada I'g(n) (o) kiimesini bulup ') (n)

nin bu kiime iizerinde transitif hareketinin verdigi imprimitif hareketle T')(n) igin alt

yorilingesel graflara ulasacagiz..
e = (5 O e
= {(;) rad — ben? = 1}
= {& (a,cn) = 1;a,c € Z}

Y(n)(o) = {% (a,cn) = 1;a,c € Z} kiimesini Q,, ile gosterecegiz.
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v = i W = ;—n € Q,, olmak iizere v = g(o0) ve w = g’(e) olan g,g' € I;X(n)

(T Ton , (X Xon . . .
vardir. Burada g = (sn So) ve g = (yn }’o) seklindedir. Tekrar hatirlatalim ki

(G,Q) bir transitif permiitasyon grubu ve G, < H < G olmak tizere  {izerinde
g(a) = g'(a) & g' € gH ile verilen "~ " bir G invaryant imprimitif denklik bagntis1 idi.
Bu taktirde, mevcut durumda v =w < x =rmodn dir. Gergekten, v = w olsun.
Buradan g() =~ g'(e) dir. O halde g~tg’ € I'(n) dir.

- 2
g lg' = ( r ron) 1 ( x xon) _ (xso — YTron®™  SoXoM — ToYoN
sn Sp yn Yo —snx +ryn  —sxon? +ry,

XSg — yron® = —sxon? + ry, = 1modn ve —snx +ryn = soxoh — ryyon = 0 mod n

) € I'(n) den

dir. Buradan xs, = ry, = 1 mod n elde edilir. Ayrica g,g' € T9(n) c T’ oldugundan

TSy — ston? =1 ve xy, — yxon? = 1 dir. Buradan rsy = 1modn ve xy, = 1modn

. . . rso=1modn
dir. xsy = 1mod nkongriansimi  r ile c¢arparsak, xrso=rmodn ———

x = r mod n elde edilir.
Simdi x =rmodn olsun. ﬁ € Q, oldugundan (r,sn) =1 dir. Buradan
(r,sn?) = 1 olur. O halde sy, — (sn?)r, = 1 olanry, sy € Z vardur.

Benzer sekilde yin € Q,, oldugundan (x,sn) = 1 dir. Buradan (x,sn?) = 1 olur. O

r TN
halde xy, — (yn?)x, =1 olan x,,y, €Z vardir. Bu taktirde g := (sn ;0 )
X XxXgn
g = (yn ;0) € I'y(n) dir. Boylece rsy — (sn®)r, =1 den rs, = 1 modn ve
xyo — (yn?)x, = 1 den xy, = 1 mod n elde edilir.
X=r modn
xXyo = 1modn——=ry, = 1modn=ry, — sxyn®*=1modn (2.11)
X=r modn
7Sy = 1mod n ——— x5, = 1 mod n = xsy — yron® = 1modn (2.12)

(2.11) ve (2.12) gosterir ki
rorom\Tl/x  Xony s, —Tony /X Xon
(sn S0 ) (yn Yo ) N (—Sn r )(yn Yo )
B (xso — yron?  SeXon — ryYon
—snx +ryn  —sxon? +ry,

) e I'(n)

dir. Buradan g(o) =~ g'(o) dir ve boylece v =~ w olur.
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v = w © x = r mod n oldugundan bu = bagmntisinin ¢ (n) tane denklik sinifi yani
@(n) tane blogu vardir. Dolayisiyla |F8 (n): F(n)| = @(n) dir.

I'9(n) nin @, iizerindeki hareketi i¢in alt yoriingesel graflara bakalim. T'§(n) Q,
iizerinde transitif olarak hareket ettiginden her bir alt yoriinge bir v € Q,, i¢in (oo, v)
ciftini icerir. v € Q,, oldugundan v = % ,(u,mn) = 1 formundadir. (oo, v) = (oo, %)
cifitini igeren bu alt yoriingeyi O, ,,, ve bu yoriingeye karsilik gelen grafi da Gy, ., ile
gosterecegiz.

Lemma 2.7.1.

v,v' €Q, olmak iizere 0(o,v) =0(0,v) v Ve v I'g(n)e un ayn
yoriingesindedir. Yani g(v) = v’ olacak sekilde g € I'y(n) vardr.

Ispat:

Yani, 0(0,v) = 0(0,v) & g €TH(n): g(0) = 0,g(v) = v dir. Simdi bunu
gosterelim.

0(0,v) = 0(o0,v) olsun. Bu taktirde (oo,v) € O(o,v) dir. Buradan
39 € I (n): g(oo,v) = (o0,v) dir. (g(), g()) = g(o0,v) = (0,v) = (g(),g(v)) =
(o0, ) = g(0) = o0, g(v) = v' dir. Bdylece g € T (1), dir.

Tersine v ve v, I'3(n)o, un ayni yoriingesinde olsun. O halde g() = o, g(v) = v’
olacak sekilde g € I'y(n)vardir. Buradan g(eo,v) = (g(), g(v)) = (0, v ) € 0(0,v")
dir. Boylece (o0,v) € O(0,v') Ve 0(c0,v) N 0(o0,v") #= @ olup 0(co,v) = 0(0,v) elde
edilir.m

Sonug 2.7.2.

Gumn = Gu' m'n © m =m' veu' =umod mn? dir.

Ispat:

! H ! — L [A—
O(o0,v) = O(oo,v") olsun. Bu taktirde (oo,v) € O(oo,v") dir. v = — .,V =—

olsun. O halde g( W ) =— ve g(o) = olan g € I'Y(n)o, vardir. T5(n)s grubu

m'n mn

!

z:v = v+ n ile tretildiginden = = g (u—,) = u—, + kn olacak sekilde k € Z vardir.
mn mn mn

! _ u'+kmn?

!

u u u

v=—=g(,)= —+kn=———— o m=m' ve u' +kmn*=u & m=m’' ve
mn mn mn mn

u' =umodmn? m
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Sonug 2.7.3.
uel 2 olmak iizere, toplam ¢ (mn?) tane farklt Gy, ,,, grafi vardir.m
Teorem 2.7.4.
éa;‘—negu,mn © i) x = ur mod mn?,y = us mod mve ry — sx = m veya
i) x = —ur mod mn? ,y = —us mod mve ry — sx = —m dir.
Ispat:
"ﬁ'l
== yx—n Gumn de bir kenar olsun. Buradan (&,yin) € 0(w,-=) dir. O halde
— - . a bn
g(OO) = é = _—5:1 v g (%) = 3% = _—;Cn olacak $ek11de g= (Cn d ) (= 1"8 (n) vardir. Bu
bize,
a bn\(1 uy\_(T X
(cn d ) (0 mn) - (sn yn) (2.13)
a bny(1 u\_ 7T —X
(cn d ) (0 mn) N (—Sn —yn) (2.14)
a bny(1 u\_ (T X
(cn d ) (0 mn) - (—Sn yn) (2.15)
a bny(1 uy\_ (T X
(cn d ) (0 mn) - (Sn —yn) (2.16)

esitliklerinden birini verir.

@13) i ele alatm. (& ") (G 1) = (g gu) Yani, (@ @eFEmn )~

roox
(sn yn) dir. Boylece a=r,x=au+bmn* ve c=s,cnu+dnn=yn =

x =ru+ bmn?vey = su+ dm =x = ur mod mn? ve y = us mod mn? dir.

(2.13) esitliginin determinantini alirsak;

( @ b;)el“g (n)cT,(ad—bcn?)=1

(ad — bcn?).mn = ryn — sxn > mn = ryn — sxn =

m =ry — sx dir.
Boylece 1) sikkini elde ederiz. Benzer sekilde (2.14) esitliginden ayn1 sonucu elde ederiz.

(2.15) i ele alalim.



50

a bn\/1 uy\_(" T X
(cn d ) (0 mn) N (—sn yn)'
(a au+bmn?\_ (7T X\ . o o 2
Yani, (cn cun + dmn) = (_ sn yn) dir. Boylece a = —r,x = au + bmn* ve
c=-s,yn=cun+dmn=>x =—r + bmn?vey = —su + dm olur.
(2.15) esitliginin determinantini alirsak ;

( a b;)el"g(n)cf,(ad—bcnz):l

(ad — ben?).mn = —ryn + xsn = > mn = —ryn + xsn

STy —SX = —m

Boylece ii) sikkini elde ederiz. Benzer sekilde (2.16) esitliginden ayni sonucu elde
ederiz.
"

i) sikki yani x = urmod mn?, y=usmodm Ve ry—sx=m saglansin.

T X o . r X u - . .
pooi o € Gumn oldugunu yani ( ;,y—n) € Oymn = 0(oo, E) oldugunu gosterelim.

x=urmodmn?=3IbEZ:x=ur+bmn?

y=usmodm=>3d€Z:y=us+dm

g:i= (S:l b;) matrisini  ele  alalim. g(o) = (S:l bc? ) (é) = (57;1) ve

uy\_(r bn u_ru+bmn2)_x U)o (XN g
g (mn) - (sn d ) (mn) - (sun +dmn/ (yn)ﬁg (oo, mn) - (sn'yn) dir.
ry — sx = m esitliginde x ve y yi yerine yazarsak r(us + dm) — s(ur + bmn?) = m
elde edilir. Buradan rus +rdm — sur —sbmn?> =m . Yani, rdm — sbhmn? = m.
Dolayisiyla rd — shn? = 1. Boylece g € 1“8 (n) dir.
Bu taktirde ( é,yin) € Oymn = 0(o, %) olur. Benzer sekilde ii) sikkinin saglandigi

kabul edilerek ayni sonug elde edilir. m

Sonug 2.7.5.

u? # —1mod mn®> ve uv =—1mod mn? olsun. Bu taktirde G, nnile Gymn
eslesmistir.

Ispat:

e ;—n € Gu.mn de bir kenar olsun. Teorem 2.7.4 den

)x = urmodmn? y=usmodmve ry—sx=m veya

i) x = —ur mod mn? , y = —us mod mve ry — sx = —m dir.

1) sikkinin saglandigini farz edelim. Buradan;
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uv=—1 mod mn?

vx = uvr mod mn? =——— r = —vx mod mn?
uv=—1 mod mn?

Vy =uvs mod m ——————= s = —vymodm

TYy—SX=m =>Ssx—ry=-m

elde edilir. Teorem 2.7.4 ii) sikkindan yin - é Gymn de bir kenardir. Benzer sekilde ii)

sikki kabul edilerek ayni sonug elde edilir.

Simdi, 0(c0,—)NO0(-—,0) =@ olduunu gbsterelim. Farz edelim ki
u u u u
0(00,%) N O(E,oo) # @ olsun. Buradan O (ooﬁ) = 0(%,00) dir. O halde

ar=(* "M erdm) : T(w,25) = (2, ) dir. Dolayisiyla, (¢ M) (T ® )=

cn d cn d/\0 mn

2
( u 1) dir. Yani, (a au + bmn ) = ( u 1) dir. Buradan a=u, «c=m,
mn 0 cn  cnu +dmn mn 0

au + bmn? = 1 ve cnu + dmn = 0 olur.
cnu+dmn=0 ve ¢ =m oldugundan mnu+dmn =20. Buradan u+d =0

o )= G 2l

detT = 1 dir. Buradan, —u? — bmn? = 1= u? = —1 modmn? celiskisi elde edilir. Bu

=d = —u dir. Boylece, T = ( ) bicimindedir, T € I' oldugundan,

. . u u . e u
celiski O(OO,E) N Oo( — ) # @ varsaymaktan gelmistir. O halde O(OO,E) n
0( %, 00) = @ olur. Sonug olarak Gy, il Gy, ;my, graflar eslesmistir. m

Sonug 2.7.6.
Gu.mn kendisiyle eslesmistir & u? = —1 mod mn?

Ispat:

Gumn kendisiyle eslesmis olsun. Bu taktirde O (00,%) =0 (%, 00) dir. Buradan

37 € [2(n) = (Ctjt1 b;) T (oo,%) = (%,oo) dir. Boylece, <le bdn) ((1) n?n) —

2
( u 1) dir.Buradan, ( a au+bmn ) = ( u 1) =a =uc =m, au + bmn? =1,
mn 0 cn  cnu +dmn mn 0

cnu + dmn = 0 olur.
cnu+dmn =0 == mnu +dmn=0 > mn (u+d) =0. mn > 0 oldugundan

u+d=0 yani d =—u bulunur. T = (CC; b;) = (n?n EZ) bicimindedir ve T €

Io(n) €T oldugundan , detT =1 dir. Yani, —u?—bmn?=1. Boylece u? =

—1 mod mn? elde edilir.
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u? = —1 mod mn? olsun. Bu taktirde 3b € Z:u? = —1 — bmn? dir. Buradan

—u? —bmn?=1olup T := (nl:n E’;) € T'g(n) dir. Boylece, (1:” ﬁi) ((1)) = (‘rrlltn)

ve (rrlzin EZ) (r:n) - (zi:—brrnnrrl;) - (_01) = ((1)) elde edilir. Buradan T (o) = %

veT (ﬁ) = oo olur. O halde 0(00,%) = O(ﬁ, 00) olup Gy mn kendisiyle eslesmistir. m

2.8. Gyn Ve Ny, Graflan

Bu bélimde Gy, grafinda m =1 alarak G,, alt yoriingesel grafi iizerinde
calisacagiz. Ayrica G, , nin, koseleri oo u igeren [oo] = {yin € Q,:x = 1 mod n}
blogundan olusan alt grafin1 da N,, ,, ile gosterecegiz. Burada N, ,, nin elemanlar1 a, b € Z
olmak iizere %::1 € Q,, seklindedir. Ayrica Farey grafi ile N1 1 graflar1 aymdir. Simdi NV, wn

de kenar olma sartin1 verelim.

Teorem 2.8.1.

é_’;_neNu.n@ x =urmodn?very—sx=1 veya
i) x = —ur mod n? ve ry — sx = —1 dir.

Ispat:

Teorem 2.7.4 den asikardir.m

Teorem 2.8.2.

I'(n), Ny, » 'nin koselerini ve kenarlarini transitif olarak permiite eder.

ispat:

Simdi I'(n) nin N,, , nin késelerini transitif olarak permiite ettigini gosterelim.
v,w € [o] , N, , nin koseleri olsun. ry (n) , Q,, lizerinde transitif hareket ettiginden

b ) ] . )
A9 = (CC; ;) € Io(m): g(v) = w dir. v, w € [o0] oldugundan v = a;ive w = ntt

1h szL

seklindedir. Bu durumda ;

_ a bn\(fan+1\ (an+1
g(v)—w:(cn d)( bin >_( b,n )

aa;n + a + bb;n? a,n + 1\ .
= ( ) 2) = ( dir.
cayn“ +cn+dbin byn
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Buradan a;n + a + bbyn? = ayn + 1 olup a = 1 mod n ve ad — bcn? = 1 oldugundan
d = 1 mod n elde edilir. Boylece g € I'(n) dir. Yani, I'(n) [oo] blogu iizerinde transitif
olarak hareket eder. Ayrica g: [0] — [0] , g € T'(n) doéniisiimii birebir ve 6rtendir.

Simdi I'(n) nin Ny, nin kenarlarmi transitif olarak permiite ettigini gosterelim.

+1 +1 +1 +1 .-
T 5 2 e Ny Ve % - CZ—n € Ny, iki kenar olsun. Buradan,

sn yn

" (K
) €0(x,2) dir. O halde Elh—(mn

(rn+1 xn+1) (an+1 cn+1
)

In 0
bn ’ dn t) € I'o(n)

sn ' yn

h(rn+1 xn+1) an+1 cn+1

= ( o’ dn ) dir. Bu durumda, ( k ln) (T‘n +1 xn+ 1) _

sn ' yn mn t sn yn

2 2
(an+1 Cn+1).Yani(km+k+lsn kxn + k + lyn )

(an +1 cn+ 1)
bn dn mrn? + mn + tsn  mxn? + mn + tyn '

bn dn
Buradan krn +k + Ilsn? = an+1 olup k = 1modn ve kt —Imn? =1 oldugundan
t = 1modn elde edilir. Boylece h € I'(n) dir. I'(n) nin N, ,, nin kenarlarin1 transitif
olarak hareket ettigini gosterdik. Yukaridan h € T'(n) nin birebir ve ortenligi agiktir.
Ciinkd I'(n), Ny, nin kdselerini transitif olarak permiite ettiginden her bir koseye farkli
koseler karsilik gelir. Boylece farkli her kenara farkli kenarlar karsilik gelir. Dolayisiyla
I'(n) nin Ny, , nin kenarlarin transitif olarak permiite ettigi gosterilmistir.m

Lemma 2.8.3.

I) v ,Nyn de bir kdse olmak iizere v+ —v ile verilen, N, = N_,, bir
izomorfizmadir.

ii) Eger k|n ise v Ny, ,, nin bir kdsesi olmak iizere v % ile verilen , Ny, ,, den Ny«
nin bir alt grafina izomorftur.

ispat:

Teorem 2.6.3 e benzer sekilde ispat yapilir.m

ii) de k = 1 alinirsa asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 2.8.4.

Ny n nin biitiin koseleri i¢in f: v = nv ile verilen, N,,,, den Ny ; nin bir alt grafina
bir izomorfizmadir.m

Teorem 2.8.5.

N, grafi baglantilidir.

Ispat:
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o0 oo e @}
/

1 3 5
2 2 2

Sekil 11. N, , grafi

N1 2 nin herbir v kdsesinin Ny , deki bir yol ile oo a birlestigini gostermek yeterlidir.
a,b€Z b=1 ve (a,2b) =1 olmak tlizere v = % alarak, b tizerinde indiiksiyon
uygulayalim.

% pozitif olsun. b =1 igin = yukandaki sekilde de gorilldiigi gibi oo ile
birlestirilebilir. b lizerinde indiiksiyonla hareket edelim.

b > 2 olsun. Farz edelim ki 2b den kii¢iik paydalar i¢in elde edilen kose bir yolla co
ile birlestirilebilsin. Amacimiz % kosesinin paydast 2b den kiigiik bir kose ile bir kenar

olusturmasidir. (a,b) =1 oldugundan ad —bc=1 olan ¢ ve d tam sayilar
vardir..Genellikten( bir sey) kaybetmeden 0 < d < b alabiliriz. Gergekten ;

a) d # b dir.d = b olsun.ad — bc = 1 oldugundan ab—bc =1 =2(a—c)b=1
olur ki bu b > 2 olmasiyla gelisir. Bu ¢eligki bize d # b oldugunu soyler.

b) d < 0 olsun.Bu durumda d + kb yi pozitif yapan en kiiciik k := k; € Z tamsayisi
icin d yerine d + k;b yazarsak 0 < d + kyb < b olur . d yerine d + k,b ve c yerine de
¢ + kb yazarsak

a(d + kib) —b(c + kya) = ad + ak,b — bc — ak,b = ad — bc = 1 elde edilir.Bu
da bize 0 < d < b oldugunu varsaymamizin uygun oldugunu sdyler.

Sayet ¢ tek ise w = % € N1, aranan kosedir. Bu durumda % - % veya % - i Niz
de bir kenardir. Gergekten, 2ad — 2bc = 2, ¢ = amod 4 ise % - i €Ny, dir. ¢ =
a mod 4 degilse ¢ = a mod 2 oldugundan a — ¢ = 2k olacak sekilde bir k tek tamsayisi
a

vardir. a + ¢ = 2¢ + 2k = 2(c + k) = 0 mod 4 tiir. Béylece a = —c mod 4 olur. % >

€ Ny , dir ; ¢linkii bu durumda ¢ = —a mod 4 , 2bc-2ad= -2 dir.
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2d < 2b oldugundan hipotezden w = i , 0 a bir yol ile birlesir ve boylece v de oo

ile birlesir.
a—c

- veva & - i € N
2(b-d) y 12

€ N, , istenilen kosedir. 2(b—-d)  2b

gL Ise W= 2b  2(b-d)
dir.
a—c¢

co-ay °@ bir yol ile

0<b—d<b=0<2(b—d)<2bolur. Hipotezden w =

birlesir. Ve boylece v de oo ile birlesir.
Bu bize Nj ; nin baglantili oldugunu verir.
Sonug 2.8.6.
N3, baglantilidur.
Ispat:
Lemma 2.8.3 i) sikkindan N3, = N_3, =N, ; oldugundan N3, de baglantilidir.m
Teorem 2.8.7.
n = 3i¢in i¢in Ny ,, baglantisizdur.

Ispat:

n-+1
ket 2n
o
u b L k41 utn
n 2 n

Sekil 12. Ny, ,, grafi

n >3 ve u=1modn oldugundan u = kn + 1 bi¢imindedir. Ayrica 2K le

k + 1 [oo] blogunda degildir. Gosterecegiz ki Rez = k +% ve Rez = k + 1 dogrular

arasinda N, , nin koseleri bu serit disinda Ny, ,, nin bir kosesi ile kesismez. Bu seritte Ny, ,



56

nin bir kosesi olmalidir ki zaten vardir. Mesela k +n2—t11 bu seritte olup N, nin bir

kosesidir.

. omn+l  2k+1 _ In+l +1  In+1 " o
Farz edelim ki — < < == olan 2= - 2= (veya ters yonlendirilmisi) bir
sn 2 yn sn yn

. mn+1 n(2k+1 In+1 .
kenar vardir. n ile ¢arparsak — < (2 ) < " dir.

mn+1 In+1 . n(2k+1)
- - kenar1 ile co » ————=

e n gift ise @ € Z dir. Boylece N;; de

S
kenar1 kesisir. Oysa kenarlar kesismez. Boylece n ¢ift olamaz.

e ntek vyani n=2t+ 1 bigiminde ise n(2k+1) = 2t + 1)(2k + 1) = 4tk +

2(t + k) + 1den @ =2tk+t+k +%e|de edilir. Buradans =y =1
mn+1=2tk+t+k (2.17)
2tk +t + k + 1 = In + 1 elde edilir. (2.18)

(2.18) den n|2tk + t + k dir. Boylece (2.17) den n|1 celigkisi elde edilir. Bu bize
Re(z) =k + % ve Re(z) = k + 1 seritinde F, ,, nin hi¢bir kosesi disari ile baglanamaz. Bu
bize n > 3 i¢in F, , nin baglantisiz oldugunu soyler. m

Teorem 2.8.8.

n € Nven > 1 olsun. u € U,z ise N, ,, de liggen yoktur.

Ispat:

Aksine farzedelim ki a > b > ¢ > a N, ,, de yonlii bir iiggen olsun. T'§(n) grubu

Q,, kiimesi iizerinde transitif ve a, b, ¢ € [o0] oldugundan ii¢gen oo — % - % — oo liggenine

doniisiir. %—> % € Ny, oldugundan u — x = +1 dir. Béylece x =u+1 veya x =u—1

. . u u+1 .- u u+1 . u+1 <
dir. Béylece 0 — — — — — o0 elde edilir. oo - —— ——— o ise — — 00 oldugundan

= —u (u+ 1) mod n? dir. Yani u?> —u+1=0modn? dir. % € [] oldugundan

u = 1 mod n dir. Béylece 1 = 0 mod n elde edilir. Ki bu n =1 ¢eliskisini verir. oo —

%—>u7_1—>oo ise uT_l—wo ve u=1modn oldugundan n>1 ise (u—1,n)>1

olacagindan yine n = 1 olmak zorundadir. Ki bu yine bir geliski verir. Dolayisi ile Ny, ,, de

yonlii bir liggen olamaz.
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u u+1 u u-1 u+1 .
0 = — = —— ¢ 00 VeYa 00 = —— — « 00 da olamaz. Gergekten —— < o lIsg

u+ 1 = umodn? den 1 = 0 mod n? celiskisi; uT_l « oo ise u — 1 = umod n? den yine
1 = 0 mod n? ¢eliskisi elde edilir. Diger ihtimallerde de yine iiggen olmadig kolayca
goruliir.

Sonug olarak n € Nven > 1 olsun. u € U,z ise N, , de iiggen yoktur.m



3. IRDELEME

1967 yilinda yayinlanan "Graphs and Finite Permutation Groups" adli ¢alismada
Charles C.Sims bir G permiitasyon grubunun bir kiime tizerindeki hareketinden alt
yorlingesel graflar fikrini ortaya atmistir. 1991 yilinda "The Modular Group and
Generalized Farey Graphs" adli ¢alismada Gareth A. Jones, David Singerman ve Keith
Wicks I" modiiler grubunun Q rasyonel sayilar kiimesi tizerindeki hareketini kullanarak alt
yorlingesel graflart incelemis ve ilicgen olma sartini elde etmislerdir. M.Akbas 1n
"Suborbital Graphs For The Group" adli ¢alismada devre uzunluklart ve grubun
elemanlarinin mertebeleri arasindaki iligki ortaya konmustur. Bu caligmalar ilgili alt
yorlingesel graflarin 6nemini artirmis ve Ozel gruplar alinarak alt yoriingesel graflarin
incelenmesi gerektigi fikri ortaya ¢ikmustir.

Bu ¢alismada, yukarida bahsedilen son iki makale agirlikli olarak c¢alisilmis ve ek
olarak I')(n) kongriians alt grubunun alt graflari elde edilerek, bu graflarda ii¢genlerin

olup olmamasi arastirilmis, baglantililik durumlari tam olarak ortaya konmustur.


1
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4. SONUCLAR

Bu ytiksek lisans tezinde,

1. I" grubunun genisletilmis rasyonel sayilar kiimesi ilizerindeki hareketinden elde
edilen alt yoriingesel graflarin temel Ozellikleri, baglantili olup olmadiklar, {iggen ve
orman olma durumlari ortaya konmustur.

2. T9(n) nin genisletilmis rasyonel sayilar kiimesinin 6zel bir alt kiimesi tizerindeki
hareketinden olusan alt yoriingesel graflarin temel 6zellikleri incelenerek, baglantili olup

olmama sartlar1 tam olarak verildi.
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5. ONERILER

1. I’ modiiler grubunun daha bir¢ok alt grubunun alt yoriingesel graflari incelenebilir.

an+1 b
cn?  dn+1

tizerindeki hareketinden olusan alt yoriingesel graflar incelenebilir.

Ormnegin T'y(n?):= {( ) € F} grubu alinarak Q nin 6zel bir alt kiimesi

2. I' modiiler grubunun imprimitif hareketi disinda baska bir hareketle olusan graflar
incelenebilir.

3.T ve I'y(n) icin elde edilen alt graflarm Sayilar Teorisindeki yeri goz 6niine almip
incelenebilir.

4. PSL(2,R) nin T' modiiler grubundan baska @ iizerinde transitif olan alt

gruplarindan hareketle tamami ile farkli, belki irrasyonel koseli, graflar {izerinde

calisilabilir.
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