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Doktora Tezi
OZET
BiR TiP MODULER GRAF VE FIBONACCI SAYILARI
Tuncay KOR

Karadeniz Teknik Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dal1
Danigsman: Prof. Dr. Mehmet AKBAS
2012, 63 Sayfa

Bu tezde I' Modiiler grubunun alt gruplarmndan olan T3 grubunun @ = Q U {e0}
genigletilmis rasyonel sayilar kiimesi iizerindeki alt yoriingesel graflarindan Ff’_l grafinin
baglantisiz oldugu gosterilmistir.

Bu ¢alismada r3 grubunun @ = Q U {0} iizerindeki hareketinden elde edilen alt yoriingesel
graflar cahisildi. Bu graflar, kose kiimesi @ ve kenar kiimesi I'® iin Q2 kartezyen carpimi

iizerindeki yoriingelerinden meydana gelen I'® invaryant yonlii graflaridir. v = 2 vew = ;, Q nin

elemanlar1 olmak iizere Q iizerinde trivyal olmayan bir denklik bagintisin1 v ~ w olacak sekilde
tanimladik. Bu “~” bagmtis1 I'® invaryant bir denklik bagmtisidir ve bunun sonucu olarak T3, Q
lizerinde imprimitif olarak hareket eder. Bu bagiti Q’y1 bloklara ayirir. Hareket transitif
oldugundan tiim alt graflar izomorfturlar. F; ile kdseleri [c0] blogunda olan alt grafi gosterdik.

Birinci boliimde konu ile ilgili genel bilgiler ve literatiirdeki bazi énemli tanim, teorem ve
sonuglar verilmistir.

Ikinci bélimde FP; grafinin baglantisizigmin yani sira her m tam sayisi igin
(9m? — 4)a? + 4 ve 5b? + 4 sayilarim tam kare yapan a ve b tam sayilar1 bulunmustur. Ayrica

burada bulunan b tam sayilarinin Fibonacci sayilari ile iligkisi ortaya konmustur.

Anahtar Kelimeler: Modiiler grup, Alt Yoriingesel Graf, Baglantisizlik, Fibonacci Sayilari
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PhD. Thesis
SUMMARY

ONE TYPE MODULAR GRAPH AND FIBONACCI NUMBERS
Tuncay KOR

Karadeniz Technical University
The Graduate School of Natural and Applied Sciences
Mathematics Graduate Programme
Supervisor: Prof. Dr. Mehmet AKBAS
2012, 63 Pages

In this thesis, it is showed that the suborbital graph Ffjl of T3, a subgroup of modular group
I, on extended rational numbers @ = Q U {0} is disconnected.

In this study the action of I'® on @ by using suborbital graphs was studied. These are I'®
invariant directed graphs with vertex set Q and their edge-sets being the orbits of T'> on the

cartesian square Q. We defined a non-trivial equivalence relation on Q as if “v = gand w= %are

the elements of @ then v ~ w if and only if some conditions are satisfied”. This is I'> invariant
equivalence relation and so that I'® act imprimitively on Q. There, this relation divides Q into
blocks. Because of transitive action, all subgraphs are isomorphic. We denote the subgraph F;
whose vertices from the block [oo].

In the first chapter, some necessary definitions and notations for the foregoing chapter are
given.

In second chapter, as well as disconnectedness of Ffl , the integers a and b made
(9m? — 4)a? + 4 and 5b? + 4 squares are found for all integers m. The relation between the

integers b making 5h? + 4 squares and Fibonacci numbers are revealed.

Key Words: Modular Group, Suborbital Graph, Disconnectedness, Fibonacci Numbers
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SEMBOLLER DIiZiNi

Gx > x In G yoriingesi
Sy . x noktasinin sabitleyeni
r : Modiiler grup
r3 : Modiiler grubun elemanlarinin kiipleri alinarak elde edilen alt grup
Ih(n) : Modiiler grubun ¢ = 0 (imod n) olan alt grubu
Q . Rasyonel sayilar kiimesi
Q . Genisletilmis rasyonel sayilar kiimesi
H : Ust yar1 diizlemi
R : Reel sayilar kiimesi
Z : Tam sayilar kiimesi
o0 : Sonsuz
| 1S : oo un I' Modiiler grubundaki sabitleyeni
r3 : 0 un I'® Modiiler grubundaki sabitleyeni
PSL(2,R) : Reel katsayili lineer kesirli doniisiimlerin grubu
SL(2,7) : Katsayilar1 tam say1 olan lineer matrislerin grubu
[a] : Alfa blogu
F, : Farey dizisi
O(a, ) . (a, f) nin yoriingesi
y—-06 .y dan § ya (y6nlendirilmis) bir kenar
fn : n. Fibonacci sayisi
=~ : G-invaryant denklik bagintisi
G, X) : Topolojik doniisiim grubu



1. GENEL BILGILER
1.1. Giris

Bin sekizyiizlii yillarin sonlarinda ayrik gruplar teorisine temel tegkil edebilecek bazi
onemli sonuglar ilk defa Henry Poincare tarafindan elde edilmis ve eliptik fonksiyonlar
teorisinin genellestirilmesi i¢in kullanilmistir. Fuchsian gruplar1 adi verilen ve sistematik
calismasin1 Henry Poincare’nin gelistirdigi bu ayrik gruplarin invaryant biraktig
fonksiyonlar {izerinde bir¢ok bilim adami ¢aligmalar yapmustir.

Lineer kesirli doniisiimler grubu 6zellikle 19. yiizyilda Oklid olmayan geometriler ve
invaryant teorinin kesfiyle birlikte biiyiikk 6nem kazanmis, topolojik grup yapisina uygun
olmasi nedeniyle gerek analiz gerekse cebirsel yontemlerle derinlemesine incelenmistir.

Eliptik egrilerin aritmetigi, sayilar teorisi, integral kuadratik formlar ve eliptik
modiiler fonksiyonlar teorilerindeki Onemi nedeniyle en ¢ok I' modiiler grubunun
kongriians alt gruplari olan I'(n), Ty(n), T'°(n), Iy (n) gruplan iizerinde calisilmistir.

Ozellikle son yillarda, sayilar teorisinde I' modiiler grubunun kongriians alt gruplar:
kullanilmaya baslandi. Ornegin Pierre De Fermat’m 1637 yilinda ifade ettigi son
teoreminin ispatinda I' modiiler grubu ve kongriians alt gruplarinin oldukca énemli bir yer
teskil ettigi goriilmektedir.

Charles C. Sims tarafindan 1967 yilinda yaymlanan “Graphs and Finite Permutation
Groups” adli makalede ve Gareth A. Jones, David Singerman ve K. Wicks’ in 1991 yilinda
yayinlanan “The Modular Group and Generalized Farey Graphs” adli calismalarinda
altyoriingesel graflar ve bu graflardaki devre uzunluklar1 incelenmistir.

M. Akbag’m 2001 yilindaki “On Suborbital Graphs For The Modular Group” adli
calismasinda devre uzunluklar ile ayrik gruplarin {iretici eliptik elemanlarinin mertebeleri
arasindaki iligki ortaya konmustur.

Bu tezin ikinci boliimde ele alinan galismanin probleminde; (Gareth A. Jones, David

Singerman, K. Wicks, 1991) ¢alismalarindaki yonteme paralel olarak, I' modiiler grubunun

3= {(Ccl Z) €l: ab+cd =0 (mod 3)} alt grubunun Q@ = Q U {oo} iizerindeki

hareketinden dogan alt yoriingesel graflardan F7; = F3 alt grafimin baglantililik zellikleri

incelendi .



I alt grubunun Q iizerindeki imprimitif hareketinden dogan altyoriingesel graflar
tizerine ilk calismalar Y. Kesicioglu’nun 2011 yilindaki doktora tezinde yer almistir [11].
S6z konusu doktora galigmasinda F7, alt ydriingesel grafini elde etmek igin I§(n) alt
grubunun iirettigi I'3invaryant denklik bagitis1 tanitild1 ve s6z konusu calisma ile Ffl =F3
grafi haricinde kalan F2, tipindeki tiim alt graflarin baglantililik dzellikleri incelendi. F3
grafl igin ise [11] de “F; ; alt grafi baglantisizdir” seklinde bir konjektiir verildi.

Boylece bu doktora ¢alismasinda, [11] de agik birakilan “F; ; alt grafi baglantisizdir”
seklindeki konjektiiriiniin dogrulugunu kanitlayip, sayilar teorisi agisindan ilgi cekici

sonuglar elde ettik.

1.2. Topolojik Gruplar

Calismamiz tamamen topolojik gruplar ve bunlarin bir kiime iizerindeki hareketi
tizerine kurulu oldugundan bu boliimde; topolojik grup ve topolojik doniisiim grubu ile
ilgili temel kavramlari verdik.

Tanmm 1.2.1

(G, =) bir grup ve ayn1 zamanda bir topolojik uzay olsun. Bu takdirde her g,h € G

i¢in;

i. m: GXG -G

(1.1)
(g,h) > g=h
i, i: G -G
(1.2)
g -9t

sirastyla (1.1) ve (1.2) ile verilen grubun iki elemaninin ¢arpim islemi ve grubun bir
elemanini o elemanin tersine esleyen m ve i doniisiimleri siirekli ise G ye bir topolojik

grup ad1 verilir.



Tamm 1.2.2

G bir topolojik grup ve X bir topolojik uzay olsun. Bu takdirde; A : G X X - X
oyle ki A(g,x) = gAx =:gx ile tammlanan A doniisimil stirekli bir doniigim ve
bunun yaninda her g;, g, € G ve her x € X igin;

I 9192x = g1(g2x) (1.3)

ii. ex=x (e, G’nin birim eleman.) (1.4)

(1.3), (1.4) sartlar1 saglanmiyorsa, [ G, X, A] tgliisiine bir topolojik doniisiim grubu adi
verilir.

Yukaridaki 1 ve ii sartlar1 saglandiginda G’ye X kiimesi {izerinde hareket eder denir.
Cogu kez bu yap1, (G , X) bi¢ciminde gosterilir.

Ayrica yukaridaki tanimda da yapildig: gibi G de g; ve g, gibi iki elemanin ¢arpim
islemi g, g, biciminde gosterilebilir.

Bu durumda G grubu X kiimesi tizerinde hareket eden bir hareket grubudur.

Tamm 1.2.3.[1]

(G ,X) topolojik doniisiim grubu verilsin. V x,y € X igin;

“x~y & y=gx, 3g€G (1.5)

seklinde tanimlanan “~” bagintis1, X kiimesi lizerinde bir denklik bagintisidir.
Bu bagintinin X topolojik uzayinda ayirdigi denklik siniflarina hareketin yoriingeleri

adi verilir. X kiimesinin bir X elemanin1 ihtiva eden yoriinge,

x]={yeX:x~y}={yeX:y=g9gx, 3g € G} =Gx (1.6)

ile gosterilir.
Biitiin  yoriingelerden olusan  kiimeyi X/G ile gosterelim.  Yani,
X / G == {Gx | x € X} bir yoriingeler uzay1 olup X / G tizerindeki topoloji; x € X olmak
lizere,
p:X->X/G
x = @(x) = Gx



seklinde tanimli ¢ fonksiyonunu siirekli yapan en ince topolojidir. Bu topoloji,
7, = {U c X/G | ¢~ (U) kiimesi X de agik} (1.7)

ile verilir.

Boylece, X/G :={[x]: x € X} ile gosterilen yoriingeler uzayi, topolojik 6zdeslik
altinda, elemanlar1 yoriingeler olan, bir topolojik uzaydir.

Tanim 1.2.4

(G ,X) bir topolojik doniisiim grubu olsun. Bu takdirde,

Sx)={geG: gx =x} alt kiimesine; x € X noktasinin G grubuna gore
sabitleyeni adi verilir.

Sonug 1.2.5. [9]

(G ,X) bir topolojik doniisiim grubu ve x € X olsun. Bu durumda x noktasinin G
grubuna gore sabitleyeni olan S(x), G nin bir alt grubudur. m

Tanim 1.2.6

(G ,X) bir topolojik doniisiim grubu ve P c X olsun. Bu takdirde, { gP : g € G}
ailesinin farkli elemanlar1 ikiser ikiser ayrik ise yani; P kiimesi bir yoriingeden en fazla bir
eleman igeriyorsa P ye bir G paketleme ad1 verilir.

Tanim 1.2.7

(G ,X) bir topolojik déniisiim grubu ve € < X olsun. Eger; Ugeq{gC} =X ise
C’ye bir G_ortme adi verilir.

Yani, C kiimesi her bir yoriingeden en az bir eleman igerir.

Tanim 1.2.8

(X, ) bir topolojik uzay ve A c X olsun. Eger Vx € A igin, AN U = {x} olacak
sekilde bir U € 7 varsa, A kiimesine, T topolojisine gore, X’in bir ayrik alt kiimesi adi
verilir.

Tanim 1.2.9

(G ,X) topolojik doniisiim grubu verilsin. x,y € X keyfi iki eleman olsun. gx = y
olacak bi¢imde bir g € G elemani varsa, G grubuna X tizerinde transitif olarak hareket eder
denir.

Bu tanima gore, hareket transitif ise, Vx € X i¢in Gx = X dir. Yani, hareketin tek bir

yoriingesi vardir. Bu yoriinge de grubun transitif olarak hareket ettigi X kiimesidir.



Tamm 1.2.10. [2]

G bir grup ve H < G olsun. G nin H alt grubuna gore sag ve sol denklik siniflarinin
sayist aynidir. Bu sayiya H alt grubunun G grubu igerisindeki indeksi denir ve |G: H| ile
gosterilir.

Lemma 1.2.11. [2]

G grubu bostan farkli bir X kiimesi lizerinde hareket etsin ve x € X olsun. Bu
durumda |Gx| = |G: G| dir. Burada |Gx| ile, Gx’in eleman sayis1 gosterilmistir. m

Tanim 1.2.12

G bir grup olsun. C:={g € G| Vx € G igin gx = xg} kiimesine G grubunun
merkezi denir.

Tanmm 1.2.13

Geometride iki noktay1 birlestiren minimal uzunluklu egrilere jeodezikler ad1 verilir.

Tanim 1.2.14

Bir T doniistimiiniin periyodu (veya mertebesi) T™ = [ esitligini saglayan en kiiglik
pozitif tam sayidir. Boyle bir m sayisi yoksa T’ ye sonsuz periyotludur denir.

Tanim 1.2.15

neN icin 1<a<n ve (a,n) =1 olan a tam sayilarinin sayis1t n € N ninbir
fonksiyonu olarak ¢(n) ile gosterilir ve bu ¢ fonksiyonuna Euler fonksiyonu adi verilir.

Sonug 1.2.16. [19]

P1, P2, - , Ds farkll asal sayilar, 1,15, ..., 75 pozitif tam sayilar olmak iizere m € N

sayisinin asal ¢arpanlara ayrilist m = p;" p,"2 -+ ps's ise,

o(m) =m(1—i) (1_L)...(1_i) (1.8)

P1

dir.m

1.3. Oklid Olmayan Kristalize Gruplar

Bu boliimde Oklid olmayan Kristalize gruplar (N.E.C. Gruplar) hakkinda tezde
kullanilacak temel tanim ve kavramlar verildi.
Gile X:= CU{x} genisletilmis kompleks diizlemin asagida gosterildigi gibi (A) ve

(B) tipli doniistimlerinin grubunu gdsterelim.



az+ b

(A) 2o ab,c,d € R ad—bc=1
az+b

(B) 2o —— a,b,c,d €ER ad—bc=—-1

Buradan goriiliirki G nin her bir elemani, U :={z € C: Im(z) > 0} ist yarl
diizleminin kendi iizerine bir konform veya ters konform homeomorfizmasidir.

(A) bi¢imindeki doniistimlerin gurubunu PSL(2,R) ile gosterecegiz. PSL(2,R)
grubu, G de 2 indeksli bir alt gruptur. Ayrica, U nun her konform (a¢1 koruyan)
homeomorfizmi PSL(2, R) de kalir [3].

G vi topolojik grup yapmak i¢in G iizerinde bir topolojik yapi asagidaki bi¢cimde
olusturulabilir.

K ={(a,b,c,d) : ad — bc = +1} c R* alt kiimesini alalim. Bu K alt kiimesi
lizerinde R* deki adi topolojinin kondurdugu alt uzay topolojisine gére bir topolojik
uzaydir.

Burada, 6:K>K, &(ab,c,d) = (-a, —b, —c,—d) homeomorfizmi ile
(a,b,c,d) ve (— a,—b,—c,—d) noktalarim1 6zdeslestirirsek (1.7) ile verilen topolojide
oldugu gibi G grubu 6zdeslik topolojisi ile bir topolojik grup yapisina sahip olur.

G topolojik grubu, PSL(2,R) ve G \ PSL(2,R) olmak tizere, iki bilesene sahiptir.

G topolojik grubunun ayrik alt gruplarina, 6klid olmayan kristalize gruplar veya
kisaca NEC gruplari adi verilir. Ozel olarak PSL(2,R) deki bir NEC grubuna ise Fuchsian
grup adi verilir.

U st yart diizlemi, 6klid olmayan (hiperbolik) diizlemin bir modeline asagidaki
bi¢imde doniistiiriilebilir:

Bir yay elemaninin, hiperbolik uzunluk eleman1 ds olmak iizere;

_dx®+dy®  |dz|?

ds? ,
y? y?

S

z=x+1iy (1.9

ile tanimlanir.

Boylece pargalr siirekli, diferansiyellenebilir bir C egrisinin hiperbolik uzunlugu;



Jdx? ¥ dy?
1(C) = f ds = f vaxT ¥ ey (1.10)
y
c
seklinde tanimlanir.

Simdi U ist yar1 diizleminde bir metrik verelim. z, w st yar1 diizlemin iki keyfi
noktas1 olmak iizere; z ve w y1 birlestiren tiim egrilerin uzunluklarinin infimumu {ist yari
diizlemde bir metriktir. Yani; C ile z ve w y1 birlestiren tiim pargali diferansiyellenebilen
egriler gosterilirse p: UXU - R*Y U {0}, p(z,w) :=infl(C) ile tamml p fonksiyonu

iist yar1 diizlemde bir metriktir.

Ust yar1 diizlemde 6lgiilebilir bir E' kiimesinin hiperbolik alani ise;

E) = dx dy olarak tanimlanir.[9]
M( ) - 2
y
E

Yukaridaki metrigin jeodezikleri, Sekil 2 deki gibi gosterilen reel eksene dik yari
cemberler ve yart dogrulardir. Bunlar hiperbolik dogrular olarak adlandirilirlar.

U iist yan diizlemde iki nokta arasindaki hiperbolik uzaklik; bu iki noktayi birlestiren
bir tek hiperbolik dogru parcasinin uzunlugudur. Bu metrikle tanimlanan topoloji; bilinen
oklid topolojisine es degerdir. Yani; bir topolojideki acik kiime, diger topolojide de aciktir.

Hiperbolik uzaklik ve alan PSL(2, R) nin donisiimleri altinda invaryant kalir [3].

Simdi G nin elemanlarimi yonlendirilmelerine ve sabit nokta kiimelerine gore

siiflandiralim:
T =20 ¢ psi2 RN olmak iizere:
> +d /RN ’
az+b ) .
T(z) =z = ik olup buradan cz®+ (d—a)z—b =0 elde edilir.
cz

a

Buradan, T(z)=C::2 € PSL(2,R) oldugundan, ad —bc =1 olup bu kuadratik

denklemin ¢oziimiinden T doniisiimiiniin sabit noktalarinin



(a—d)++(a+d)?—-4 (1.11)
2c

Z1/2 =

oldugu goriiliir. (1.11) esitligine gére T donilisiimiinii sabit noktalarinin 6zelliklerine gore
ti¢ sinifa ayirabiliriz.

i. |a+d|>2ise (1.11) den iki farkli sabit nokta vardir ve bu sabit noktalar R U {co}
kiimesindedirler. Bu durumda T ye bir hiperbolik doniisiim ad1 verilir.

ii. |la+d|l =2 ise (1.11) den birbirine esit iki sabit nokta vardir ve bunlar R U {co}
kiimesindedirler. Bu durumda T ye bir parabolik doniisiim adi verilir.

iii. |a+d| < 2 ise (1.11) den birbirinin eslenigi olan iki kompleks sabit nokta vardir. Bu
sabit noktalardan biri agikga iist yar1 diizlemde kalir. Bu durumda T ye bir eliptik doniisiim

adi verilir.

az

T(z) = C;Z € G\ PSL(2,R) i¢in ise siniflandirma asagidaki gibidir. Bu durumda,

az+b
7 = — yazilirsa,
cz+d
czz+dz—az—b=0 (1.12)

denklemi elde edilir. (1.12) denkleminde z = x + iy ve z = x — iy ifadeleri yerlerine

yazilirsa,

cx+iy)x—iy)+dx+iy)—alx—iy)—b=0
c(x?+y*)+dx—ax+i(dy+ay)—b=0

c(x2+y2)+(d—a)x—b=0}
d+a)y=0

bi¢iminde iki denklem elde edilir. Bu iki denklemi inceleyelim.
i. a+d=0isey=0dr Budurumda cx? + (d — a)x — b = 0 denklemi elde
edilir. Bu denklemin diskriminanti,

A= (d—a)?+4bc = d? — 2ad + a® + 4bc
dir. Buradan ad — bc = —1 esitligi kullanilirsa A = (a+d)? +4 >0 elde edilir.
Dolayisiyla T nin iki farkli sabit noktasi vardir ve bunlar R U {0} kiimesindedirler. Bu
durumda T doéniistimiine bir kayan-yansima adi verilir.

ii. a+d=0ise (a+ d)y = 0 esitligi 6zdes olarak ger¢ekleseceginden



c(x?+y2) + (d —a)x — b = 0 esitligi geregi T nin sabit noktalar1 kiimesi, ¢ # 0 igin,

bir cember iizerindeki tiim noktalardir. a + d = 0 ve ad — bc = —1 esitlikleri yardimiyla
bu g¢emberin merkezinin (%, O) ve yarigapinin % oldugu goriilir. Eger ¢ =0 ise

(d — a)x — b = 0 diisey dogrusu elde edilir. Bu durumda T dontisiimiine bir yansima adi
verilir.

Buna gore G grubunun hiperbolik, parabolik, eliptik, kayan-yansima ve yansima diye
adlandirilan bes tip elemani vardir [3].

Tanmm 1.3.1

T, ve T, doniisiimleri G grubunun herhangi iki elemani olsun.

T, = TT,yT olacak sekilde bir T € §  elemam varsa T, ve T; doniisiimlerine
birbirinin eslenigidir denir.

Lemma 1.3.2. [3]

T, ve T, birbirinin eslenigi ise ayni tiptendirler. m

G nin elemanlarim izleri (trace) denilen a +d ve ayrica determinantlarina gore
siiflandirabiliriz.

G nin eslenik elemanlarmin ayni tip oldugu gercegi kullanildiginda, doniistimlerin

her biri bir dogal gosterime sahiptir. Dogal gosterimler asagidaki sekilde siniflandirilir.

Eleman Tiirii Dogal Gosterim

Hiperbolik z->Az (A>1)

Eliptik Z > w, w_l:=ewz_1:, 0 + 2nm
w+i Z+1

Parabolik z->z+t1

Kayan-yansima z-> Az (A< -1)

Yansima Z—>—Z

1.4. Modiiler Grup

Modiiler grup, Mobitis doniigiimleri grubunun en 6nemli alt gruplarindan biridir ve
kisaca I ile gosterilir. Burada yapilan tiim caligmalar ve irdelemeler Modiiler grubun bir

takim alt gruplar lizerinden yiirtitiilmiistiir.
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Modiiler grup kavrami; sayilar teorisi, cebir ve geometri basta olmak iizere ileri
matematigin pek ¢ok dalinda karsimiza ¢ikar. Modiiler grup, geometrik doniisiimlerin bir
grubu veya matrisler grubu olarak gosterilebilir. Bu boliimde Modiiler grubun bu calisma
i¢in gerekli olacak 6nemli 6zellikleri verilecektir.

Tamm 1.4.1

PSL(2,R) grubunun ¢ok iyi bilinen alt gruplarindan biri olan I' modiiler grubu

az+

b
I = PSL(2,7) = {z —

|a, b,c,d € Z ve ad — bc = 1} seklinde tanimlanir. Bu

grup asagidaki gibi 2 X 2 lik tam sayilar matrisleriyle de temsil edilebilir:

a b
Az(c d), a,b,c,d €7, det A=1. (1.13)

Burada, A ve - A ayn1 doniisiimii temsil ettiginden s6z konusu matris negatifi ile es alinir.

Boylece matris ve doniigiim arasinda bir ayrim yapilmayacaktir. Ayrica,

(¢ Z) ve (’,‘QZ‘ ;IEZ)' k=0 (1.14)

matrisleri yine ayni doniisiimii temsil ettiginden matris hesaplamalarinda uygun oldugu
yerde bu matrisler ayniymis gibi almir. (Burada determinantin 1 olma sarti
aranmayacaktir.)

Modiiler grup yukarida verilen topoloji ile birlikte bir topolojik gruptur. Dahast,
Modiiler grup bir ayrik yani Fuchsian gruptur.

Asagidaki teorem I' modiiler grubunun T(z) = z+ 1 ve U(z) = —i doniisiimleri ile

tiretildigini gostermektedir.

Teorem 1.4.2. [5]

I' modiiler grubu T = ((1) i) ve U = (2 _01) matrisleriyle tretilir. m

Modiiler grubun iiretecleri olan T ve U elmanlari, U? = 1 ve (UT)3 = 1 bagmtilarim
saglar. T ve U nun yerine UT ve U firetegleri kullanilarak, modiiler grubun sirasiyla 2. ve 3.
mertebeden C, ve C; devirli gruplarinin serbest ¢arpimina izomorf oldugu gosterilebilir.

Yani, I' igin I" = C, * C53 seklinde bir gosterim vardir [5].
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1.5. T nin Q = Q U {o} Uzerindeki Hareketi

Q = QU {0} genisletilmis rasyonel sayilar kiimesinin her elemani x,y € Z ve
(x,y) =1 olmak iizere bir x/y indirgenmis kesri olarak gosterilebilir. x/y = —x/—y
oldugundan bu gdsterim tek degildir.

Burada oo elemaninin gésterimi 1/0 = —1/0 olarak alinir.

~

[ modiiler grubunun @ genisletilmis rasyonel sayilar kiimesi iizerindeki hareketi,

_(a b _x _ax+by _ =~ .. . . )
T—(C d) elve r= S S T oxray € Q olmak iizere asagidaki gibi tanimlanir:

ax + by) (1.15)

~ X
rxQ@-@,Tn-»s=Tr=" d)(y)=(cx+dy
dir.

Acik olarak, bir r = ; € Q indirgenmis orani verildiginde, buradaki (1.15) hareketi

ax+by

xtdy € Q goriintiisii yine bir indirgenmis oran olacaktir.

iler ==€Q nin
y
Simdi, I' nin Q tizerindeki hareketini 6zetleyen asagidaki iki teoremi verelim.

Teorem 1.5.1. [6]

I' nin Q iizerindeki hareketi transitiftir.

ispat: %,2 eqQ: % + 3 ve (a,b) = (¢,d) = 1 olsun. Bu durumda aa — bB = 1 ve

c¢d —dy =1 olacak sekilde @, ,6,y € Z tam sayilar1 vardir. Burada T(z) = % ve
cz+y . a c . .

S(z) = s seklinde tanimlanirsa T(o0) = > Ve S(0) = - olacak sekilde bir

@ = ST~! € I doniisiimii vardir.

Dolaystyla I', modiiler grubu @Q iizerinde transitif olarak hareket eder. m

Bu Teorem ile; V7,5 € Q igin T(r) = s olan bir T € I' doniisiimiiniin var oldugu
sonucuna variriz.

Boylece, o€ Q@ oldugundan ve hareket transitif oldugundan oo elemaninin
yoriingesi olan [oo] smifinin Q kiimesine esit olacagi anlamina gelir. Bu da T’ nin Q

tizerindeki hareketinin tek bir yoriingeden ibaret oldugunu verir.
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Teorem 1.5.2. [6]

I' nin Q iizerindeki hareketi goz oniine alindiginda; Q kiimesinin herhangi bir
noktasinin sabitleyeni sonsuz devirli bir gruptur.

ispat: Burada, bir r € Q noktasmin sabitleyeni T}, = {g €T : gr = r} ile gosterilir
ve Sonug 1.2.5 ten [, [’'nin bir alt grubudur. Lemma 1.3.2 ve Teorem 1.5.1 geregi sadece

oo elemaninin I, sabitleyenini goz 6niine almak yeterlidir.

1 b

b € Z olmak iizere, I, = {(0 1

):b € Z} oldugu kolayca gortlebilir. Boylece,

1 1 . 1 1 e e .
[, = ((0 1)) dir ve (0 1) sonsuz mertebeli bir iiretici eleman oldugundan T,

grubu sonsuz mertebeli devirli bir gruptur.m

1.6. Modiiler Grubun Kongriians Alt Gruplari

Calismalarimiz tamamen Modiiler grubun alt gruplarina dayandigi i¢in bu boliimde
bizim i¢in ¢ok dnemli olan alt gruplar1 ve bu gruplarin 6zelliklerini verecegiz.
Tamm 1.6.1

n pozitif tam say1 olmak {izere,

— a b = = = =
T(n) = {(C d) er|la=d=1(modn), b= c=0(modn)] (1.16)
bir gruptur. Bu gruba I' nin bir temel kongriians alt grubu adi verilir.

I grubunun (1.16) ile verilen I'(n) temel kongriians alt gruplarini i¢ceren herhangi bir
alt grubuna I' nin kongriians alt grubu ad1 verilir.

Uzerinde en ¢ok calisilan bazi1 kongriians alt gruplar;

Ii(n) = {(Ccl Z) € F| a=d=1(modn), ¢ =0 (mod n)} (1.17)
Ih(n) = {(? Z) € F| ¢ =0 (mod n)} (1.18)

M) = {(CCL Z) € Fl b =0 (mod n)} (1.19)
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gruplaridir ve n € Z olmak tiizere bu gruplar arasinda I'(n) < T';(n) < Ty(n) <T iliskisi
vardir. [5]

Ayrica I'(n), I grubunun normal bir alt grubudur, dolayisiyla I'(n) grubu [,(n) ve
I';(n) gruplarinin da normal alt grubudur. Diger taraftan I';(n) < Il,(n) dir. Buna gore

indeksler, n > 2 i¢in,

IT: Lo ()] = n Tl (1+5), (1.20)

I T )] =5 T (1 - %) (121)

D) = 5 e (1 - 52) (122)
dir. [5]

n = 2 durumunda [T:T,(2)| =3, |[I:T3(2)] =3, [T:T(2)| = 6 dir.

n > 2 i¢in yukarida verilen indekslerden,

I:ri(n) 1

IR = s = & My (1-3) (1.23)
I:r

[T (n):T(n)| = |'r:rf33)'| = (1.24)

sonuclari elde edilir.
I' grubunun her bir kongriians alt grubu {ist yar1 diizlemde hareket eder ve birimden
farkli her elemanin sabit noktalara gore siiflandirilmasinin miimkiin oldugunu biliyoruz.
A ile birimden farkli bir elemanin matris gosterimini temsil edersek; |tr(4)| =0
veya |tr(A)| = 1 ise, A doniisiimiiniin st yar1 diizlemde bir sabit noktas1 vardir ve A nin
mertebesi sirasiyla 2 veya 3 olur. Bu durumda A doniistimii bir eliptik doniistimdiir.
Eger, |tr(A)| =2 ise, A donilisimii bir parabolik doniisimdir ve boyle bir
doniisiimiin reel eksen lizerinde bir tek sabit noktasi vardir.
Ayn1 zamanda, parabolik bir doniisimiin mertebesi sonsuzdur ve parabolik

doniisiimiin sabit noktalarina cusp adi verilir.
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Boylece, Iy(n), Ty (n) ve I'(n) gruplarmin cusp kiimesi de Q dir. Ciinkii bu gruplar T
grubunun sonlu indeksli alt gruplaridir ve bir A Fuchsian grubunun sonlu indeksli herhangi
bir alt grubu da A ile ayni cusp kiimesine sahiptir [7].

Teorem 1.6.2

n > 1 olmak iizere I,(n) grubunun Q iizerindeki hareketi transitif degildir.

ispat: Aksini varsayalim ve 0,00 € Q secelim. Bu taktirde, (CC; b) (0) = (1)

d/ \1 0
olacak sekilde (a b) € I'y(n) vardr. (a b) (O) = (1) ise 2= 1 elde edilir. Bu
cn d 0 cn d/\1 0 a o0
esitlikten b = 1 ve d = 0 dir. Diger taraftan (CC; Z) € Ih(n) oldugundan ad — ben =1

olmalidir. Bu ise ancak ¢ = —1 ve n = 1 olmasiyla miimkiindiir. Bu durum hipotezdeki

n > 1 ile gelisir ve boylece ispat tamamlanir. m

1.7. impirimitif Hareket

Tamm 1.7.1.

i) X # @ bir kiime olsun. {: X — X bire-bir ve orten ise ¢ ye X in bir permiitasyonu
denir. X in tiim permiitasyonlarmin kiimesi S¥ ile gosterilir.

ii) S fonksiyonlarm bileske islemine gére bir gruptur. S¥* grubuna X iizerinde
simetrik grup denir.

S¥ grubunun alt gruplarina da X kiimesi iizerinde permiitasyon gruplari ad: verilir.

Tanim 1.7.2

G, X lizerinde bir permiitasyon grubu olsun. Bu taktirde; G, X iizerinde hareket eder.
Gergekten g € G ise g : X — X birebir ve orten bir doniisiimdiir. Bu durumda gx := g(x)
olarak alinirsa (g, 92)x = g1(g.x) ve 1x = x oldugu agiktr.

Bu harekete G grubunun X tizerindeki dogal hareketi denir ve “(G, X) permiitasyon
grubu” ifadesi kullanilir.

Ayrica G grubu X kiimesi tizerinde transitif olarak hareket ediyorsa (G, X) ikilisine
transitif permiitasyon grubu adi verilir.

Tanim 1.7.3

(G, X) bir transitif permiitasyon grubu ve "=" X ilizerinde bir denklik bagntist olsun.
Eger @, f € X igin @ =  oldugunda, Vg € G i¢in g(a) = g(B) oluyorsa = denklik

bagintisina X ilizerinde G —invaryant denklik bagintisi ad1 verilir.
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Bu bagintinin denklik siniflarina da bloklar ad1 verilir.
Burada, X fizerinde her durumda tamimli olan iki tane G —invaryant denklik

bagntisini verelim:

i) Ozdeslik Bagmtis1: “Va,F €X, a~f © a=p" (1.25)

i) Evrensel Bagintt : “Va,f € Xicina = 7 (1.26)

Eger X ilizerinde (1.25) ve (1.26) dan farkli bir G —invaryant denklik bagintis1 daha
varsa G nin X iizerindeki hareketine imprimitif hareket aksi halde primitif hareket denir.

Lemma 1.7.4. [6]

(G,X) transitif permiitasyon grubu olsun. Bu taktirde G nin X iizerindeki hareketi
primitiftir & Her bir @ € X noktasinin sabitleyeni olan G, grubu G nin bir maksimal alt
grubudur.m

Teorem 1.7.5. [6]

(G,X) bir transitif permiitasyon grubu olsun. G, < H < G ise,

“g(@) = g'(a) © g’ € gH” (1.27)

ile verilen " = " bagintis1 X iizerinde iyi tanimli bir G —invaryant denklik bagintisi olup
0zdeslik veya evrensel bagint1 degildir. m

Boylece, (1.27) ile verilen " =" bagintisina gére G grubu X kiimesi iizerinde

imprimitif olarak hareket eder.

1.8. Hiperbolik Geometri

Matematik alani icerisinde geometri Euclidean ve Non-Eucledian olmak iizere iki
sinifa ayrilir. Bu iki tip geometri arasindaki temel farklar dogrularinin paralellik
ozelliklerinden kaynaklanir. Eucledian geometrinin dayandig1 bes aksiyom vardir.

1. iki noktadan bir dogru geger.

2.Dogru pargalari iki ucundan sonsuza dogru bir dogru boyunca uzatilabilir.

3.Merkezi ve yarigap1 verilen ¢gember cizilebilir.
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4. Tim dik agilar denktir.

5.Bir dogruya digindaki bir noktadan bir tek paralel dogru ¢izilebilir (Euclid’in
Paralellik Aksiyomu). Bu aksiyom Euclid’in “The Elements” adli kitabindaki ifadesiyle
bire-bir ortlismese de daha anlasilir olmasi sebebiyle boyle de ifade edilebilir.[22]

Hiperbolik geometri alanindaki ilk arastirmacilar Euclid’in paralellik aksiyomu
cevresinde bir tutarsizlik bulmaya calisanlardan olusuyordu. Matematikgiler tarih boyunca
Euclid’in ilk dort aksiyomunu kullanarak yukarida paralellik aksiyomu denilen Euclid’in
besinci aksiyomunu ispatlamaya c¢alismiglardi. Euclid’in paralellik aksiyomuna gore, “bir
dogruya digindaki bir noktadan yalniz bir paralel dogru ¢izilebilirdi” ve bu aksiyom pek
¢ok matematik¢iye gore cok karmasikti ve ilk dort aksiyomdan elde edilebilmeydi. Bu
thtimal iizerine matematikgciler, Euclid’in besinci aksiyomunun dogru olmadig1 varsayimlar
tizerine ¢alistilar. 1700 iin ortalarinda Girolamo Saccheri’nin Onciiliik ettigi gibi,
Hiperbolik Paralel Aksiyomu olarak bildigimiz, bir dogruya disindaki bir noktadan en az
iki paralel cizilebilecegi varsayimindan yola c¢ikanlar Hiperbolik Geometrinin ortaya
cikmasint sagladilar. Diger taraftan, bir dogruya disindaki bir noktadan hi¢ bir paralel
dogru ¢izilemeyecegi varsayimi ile yola ¢ikanlar da Eliptik Geometrinin gelistirilmesine
onciiliik ettiler.[23]

Euclid’in besinci aksiyomunun dogru olmadigi geometrilerin de bulunabilecegi
diisiincesiyle Proclus, Omer Hayyam, Nasir al-Din al-Tusi, ve sonradan Giovanni
Gerolamo Saccheri, John Wallis, Lambert, ve Legendre caligsmislardir. On dokuzuncu
yiizyilda Janos Bolyai ve Nikolai Ivanovich Lobachevsky’nin ¢aligmalar1 bu alanda ¢ok
etkili oldu. Oyle ki Hiperbolik Geometrinin bazi pargalar1 onlarm isimleriyle anilir.
Sonrasinda Eugenio Beltrami Hiperbolik Geometri i¢in modeller sagladi ve bu modelleri
kullanarak, “Eger Euclid Geometrisi tutarliysa, hiperbolik geometri de tutarlidir”
Onermesini kanitladi.

Hiperbolik diizlemin dikkate deger bir 6zelligi de bu geometride verilen her paralel
dogru ¢ifti i¢in, her iki dogruya da dik olan yalmizca bir dogru ¢izilebiliyor olmasidir.
Bunun bir sonucu olarak hiperbolik diizlemde dikdortgenlerin olamayacagi Lambert ve
Saccheri’nin ¢alismalarinda yer almistir.

Girolamo Saccheri ve Lambert, Euclid’in besinci aksiyomunun yanlis oldugu
varsayimi altinda bir c¢eliski aramak amaciyla Hiperbolik Paralel Aksiyomu olarak bilinen

coklu paraleller hipotezini kabul ederek dikdortgeni tanimlamaya caligt1.
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Lambert Saccheri’nin ardindan ¢oklu paraleller hipotezi altinda asagidaki sekildeki
gibi 3 agis1 dik olan bir dikddrtgenin dordiincii agisinin dik olup olamayacagini merak etti.
Lambert dordiincii ac1 igin ii¢ olasilig1 (dar, dik, genis) inceledi. Hiperbolik iiggenin i¢
acilart toplam1 m radyandan kiiciik oldugundan hiperbolik dortgenin tiim agilarinin
toplaminin 27 radyandan kiiciik olacagini dolayisiyla hiperbolik diizlemde dikdortgenlerin
olamayacagini ilk olarak ortaya koydu. Yani, ¢oklu paraleller hipotezi altinda paralel iki

dogruya ayni anda dik olan en fazla bir tane dogru ¢izilebilirdi.

Sekil 1. Ug acis1 dik olan hiperbolik dértgen .

Paralellik aksiyomunun aksi iizerine ¢alisan Karl Friedrich Gauss, Janos Bolyai ve
Nikolai Ivanovich Lobachevsky yaklasik olarak ayni zamanlarda sekil 1 deki doérdiincii
acinin dar oldugunu gosterdiler ve simdilerde Hiperbolik Geometri olarak bilinen konular
tizerinde caligtilar. [21]

Hiperbolik Geometride (hiperboloid geometrisi -saddle geometry- ya da
Lobachevskian geometri olarak da adlandirilir) paralellik terimi yalnizca hiperbolik
diizlemde kesismeyen ancak sonsuzda kesisecek olan bir dogru c¢iftini anlatmak igin
kullanilir. Eger bu dogru ¢ifti ne hiperbolik diizlemde ne de sonsuzda kesisirse (yani her
iki durumda da kesismezse) asir1 paralel (ultra paralel) olarak adlandirilirlar. Iki dogru
sadece sonsuzda kesisirse bu iki dogruya paralel (hyper paralel) dogrular denir. Hiperbolik
geometride; bir £ dogrusu ve dogrunun disinda bir P noktas1 verildiginde P’den gegen ve
£’ye paralel olan yalniz ve yalniz iki tane ultra olmayan paralel dogru gecerken sonsuz
sayida ultra paralel dogru gecer. [22]

Kisa bir siire sonra Fransiz matematik¢i Poincare ve Italyan matematik¢i Beltrami
hiperbolik geometriyi gorsel hale getirmeye yardimer cesitli modeller gelistirdiler. Her

ikisine atfedilen bir model Beltrami-Poincare iist yar1 diizlem modelidir. Bu model


http://tr.wikipedia.org/w/index.php?title=A%C5%9F%C4%B1r%C4%B1paralel&action=edit&redlink=1
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hiperbolik paraleller postiilatin1 destekler ve digerleri tarafindan gelistirilen sonuglari
resimlemek icin degerlidir.

Bu {ist yar1 diizlem modeline gore hiperbolik dogrular reel eksene dik yar1 dogrular
ve yar1 ¢gemberlerdir.

Asagidaki sekilde bu modele ait dogru 6rnekleri verildi.

d
J. 7 N

O0—0 O \ %

Sekil 2. Ust yar1 diizlem modeline gore hiperbolik dogrular.

Yukaridaki sekilde a ve b dogrular1 c’ye paralel, d, e, f dogrular ise c’ye ultra
paraleldir.

Oklid diizlemi ve hiperbolik diizlem; uzaklik, ac1 ve siireklilik gibi pek ¢ok aym
kavrama sahiptirler. Her iki geometride de ayni olan temel &zellikleri asagida ki gibi
siralayabiliriz. [4]

e Iki farkli P ve Q noktas: verildiginde, her ikisinden gecen sadece bir dogru vardur.

e Iki farkli P ve Q noktas1 verildiginde P ve Q nun her ikisinden ayni1 uzaklikta olan
biitiin noktalar kiimesi bir dogrudur.

e Her £ dogrusu diizlemi iki baglantili bilesene boler. P ve Q, £ dogrusu lizerinde
olmayan iki nokta olsun. PQ dogru pargasi ¢ ile kesismesi veya kesismemesine gore, P Ve
Q nun £ nin zit taraflar iizerinde veya ayni taraf iizerinde oldugunu sdyleyebiliriz. € nin
ayni tarafi iizerinde olan iki noktanin bagintisi, iki denklik sinifi ile birlikte bir denklik
bagintisidir.

e Benzer sekilde, £ dogrusu iizerindeki her P noktasi € nin diger noktalarini iki sinifa
ayirir: P nin bir tarafi izerinde olanlar ve P nin diger tarafi lizerinde olanlar.

e Bir £ dogrusu iizerinde bir P noktasi ve d > 0 pozitif gercel sayist verildiginde, £
tizerinde P den d uzakliginda tam iki nokta vardir, bunlardan her biri P noktasinin farkl

taraflarindadir.
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e Iki liggenin ayn1 uzunlukta olan karsilikli kenarlar1 varsa, iki icgen benzerdir ve bir
ticgeni digerine resmeden (ve karsilikli kenarlart koruyan) bir diizlem izometrisi
mevcuttur.

Hiperbolik geometri, 6klit uzayinin bir alt uzay olarak disiiniilebilir. Bu durumda
hiperbolik geometri aslinda ¢ift yanakli bir hiperboloidin bir yanaginin yiizeyindeki
geometri olarak alinabilir. Bu ¢anak ylizeyini bir diizleme izdiisiimleyerek {ist yar1 diizlem
modelinin yaninda daha bagka modeller de olusturulabilir.

Asagida bu modellerden 6nemli {i¢ tanesi kisaca tanitildu.

1.8.1. Klein-Beltrami Modeli

Klein-Beltrami modeli olarak bilinen bu model 1870 yillarinda Eugenio Beltrami ve
Felix Klein tarafindan ortaya konmus olup bu model Hiperbolik geometrinin bilinen ilk
modelidir.

Bu modelde hiperbolik diizlem, bir dairenin igindeki Oklit noktalardan olusur ve
dogrular dairenin smir ¢emberin kirigleridir. Bu modelde hiperbolik agilar bozulmasina
ragmen bilinen en basit modeldir [23].

Cemberin tizerindeki noktalar geometriye dahil olmayacagindan burada kesisen iki
kirig aslinda paralel olacaktir. Bu kirislere yakinsak paralel dogru denir. Eger tamamen

ayrik iki kiris ise sadece paralel ya da bazen paralel 6tesi dogrular denir.

Sekil 3. Klein-Beltrami Modeline gére dogrular.



20

1.8.2. Poincare Disk Modeli

Eger hiperboloide stereografik izdiisim uygulanirsa bu sefer olusturulan modele
Poincare disk modeli denir. Burada geometri yine bir ¢emberin iginde kalan noktalardan
olusacaktir ancak bu modelde dogrular bu sinir ¢emberine dik olan ¢ember yaylar1 ve
gemberin g¢aplari olacaktir. (Sekil 4-5)

Not: Bu modelde iki dogrunun dik olmasi demek, dogrularin kesisim noktasindaki
tegetlerinin dik olmas1 demektir.

Bu izdiisiimiin en 6nemli 6zelligi agilar1 ve ¢emberleri korumasidir.[23]

Sekil 4. Poincare Disk Modelinde dogru.

Sekil 5. Poincare Disk Modelinde paralel ve kesisen dogrular.
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1.8.3. Poincare Yari-Diizlem Modeli

Eger hiperboloit XY diizlemine dik olan bir diizleme izdiisiimlenirse, olusan model
Poincare yari-diizlem modelidir. Bu modelde hiperboloit diizlemin belli bir dogrusunun
yarattig1 bir yarisindaki noktalara eslenmistir ve dogrular bu ayiran dogruya dik olan ya

oklitci 1sinlardir ya da gember yaylaridir (Sekil 6).

Sekil 6. Poincare Yari-Diizlem Modelinde Dogrular

Sekil 7 de verilen [ hiperbolik dogrusuna disindaki L noktasindan sonsuz sayida
paralel dogrular ¢izilebilecegi gosterilmistir. N ve P noktalar1 arasinda O noktasi gibi
sonsuz sayida nokta vardir ve bu noktalarin her birinden ve L den gecen gegen her Oklid
¢emberinin iist yar1 diizlemle arakesiti bir hiperbolik dogrudur ve bu dogrular [’ye

paraleldirler.

Sekil 7. Poincare Yari-Diizlem Modeline Gore Paralel Dogrular
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1.9. Graf Teori

Kombinatorik, genellikle sonlu soyut nesneleri konu alan piir matematik dalidir.
Dalla ilgilenen matematik¢ilere kombinatoryalist veya kombinatorist denir. Matematigin,
cebir, olasilik kurami, ergodik teori ve geometri gibi farkli dallariyla da ilgili olan
kombinatorik ayrica bilgisayar bilimi ve istatiksel fizik gibi dallarda uygulanmustir.
Kombinatorik dahilindeki konulardan bazilari; belirli kriterleri karsilayan nesnelerin
“say1lmas1”, kriterlerin ne zaman karsilanmis olacagina karar vermek, kriterleri karsilayan
nesnelerin insa edilmesi ve analiz edilmesi; “en biiyiikk”, “en kii¢iik” veya “optimal”
nesneleri bulmak ve bu nesnelerin sahip olabilecegi cebirsel yapilar1 bulmaktir.

Kombinatorik ile ilgili ¢esitli kuramlar ve problemler Orta Cag'da ve hatta antik
caglarda Hindistan ve Cin gibi medeniyetlerde mevcuttur. Her ne kadar ozellikle 20.
yiizyilin sonlarma dogru bir¢ok giiclii teori ortaya konmussa da, kombinatorik problem
¢ozmekle ne kadar ilgiliyse teori olusturmakla da o kadar ilgilidir.

Kombinatorigin en eski ve erisilebilir konularindan birisi de graf teorisidir ki bu
teorinin diger bir¢ok alanla da (dogal olarak) iliskisi mevcuttur.

Q sonlu bir kiime, E, Q X Q nm bir alt kiimesi ve E == {(a, )|(8, @) € E} olarak
tanimlansm. Bu durumda E N E = @ olmak iizere (Q,E) ciftine (Q kiimesi iizerinde)
yonlendirilmis bir graf ve ayrica E, Q nm iki elemanli alt kiimeleri yani,
E(Q) = {{a,ﬁ} |la, BEQY, a+ ﬁ} olmak tizere (Q, E) ciftine (Q kiimesi tizerinde)
yonlendirilmemis bir graf denir. Boylece bir graf, ya yonlendirilmis ya da
yonlendirilmemistir.

Eger (Q,E) bir graf ise E nin elemanlarina kenarlar ve Q nin elemanlarina da
koseler (noktalar) adi verilir. Bu takdirde noktalar, bir 6klid uzayinda, yonlendirilmis veya
yonlendirilmemis dogru pargalar1 tarafindan birlestirildiginde kenarlar  olusur.
Yonlendirilmis durumda (a, £) kenarin1 a dan 8 ya gider, yonlendirilmemis durumda ise
{a, B} kenarin1 a dan S ya veya 8 dan « ya gider seklinde ve a dan 8 ya veya 8 dan a ya
bir kenar varsa bu durumda a ve B noktalar1 bir kenar tarafindan birlestirilir seklinde
adlandiracagiz.

a =ay o, -+, &g = [ noktalarin (kdselerin) bir dizisi olsun. Bu takdirde
0 < i < s olmak iizere a; Ve a;,, noktalari bir kenar tarafindan baglaniyor ise a dan S ya

s uzunluklu bir yol vardir denir.


http://tr.wikipedia.org/w/index.php?title=Say%C4%B1labilir_k%C3%BCme&action=edit&redlink=1
http://tr.wikipedia.org/w/index.php?title=P%C3%BCr_matematik&action=edit&redlink=1
http://tr.wikipedia.org/wiki/Cebir
http://tr.wikipedia.org/wiki/Olas%C4%B1l%C4%B1k_kuram%C4%B1
http://tr.wikipedia.org/w/index.php?title=Ergodik_teori&action=edit&redlink=1
http://tr.wikipedia.org/wiki/Geometri
http://tr.wikipedia.org/wiki/Bilgisayar_bilimi
http://tr.wikipedia.org/w/index.php?title=%C4%B0statiksel_fizik&action=edit&redlink=1
http://tr.wikipedia.org/w/index.php?title=Optimal&action=edit&redlink=1
http://tr.wikipedia.org/wiki/20._y%C3%BCzy%C4%B1l
http://tr.wikipedia.org/wiki/20._y%C3%BCzy%C4%B1l
http://tr.wikipedia.org/wiki/Graf_teorisi

23

Eger bir grafta herhangi iki « ve S noktasi i¢in @ dan 8 ya bir yol varsa bu grafa
baglantilidir denir.

Tanim 1.9.1

X # @ bir kime, A € X X X bir bagmnt1 olsun. Bu takdirde, G = (X, A) ikilisine bir
graf denir. X in elemanlarina grafin kdseleri ve A nin elemanlarina grafin kenarlar1 adi
verilir. (a, b) € A ise bu durumda a — b ile gosterilir.

Eger (a,b) € A veya (b,a) € A ise a ile b bir kenar ile baglanmistir. Bu durumda a
ve b ye komsu koseler denir.

Tanim 1.9.2

G = (X,A) bir graf ve A c X olsun. G' = (4, AN (A X A)) grafina, kose kiimesi A
olan G nin bir alt grafi ad1 verilir.

Tanim 1.9.3

a =ay ai, ..., G, = b bir G grafinin koselerinin bir dizisi olsun. Eger her
1 <i<nigin a;_; Ve a; bir kenar ile baglanmislarsa a dan b ye n uzunlugunda bir yol
vardir denir.

Eger; a = b ve ay, ay, ..., a,_q koselerinin timii farkli ise bu yola n kenarli bir devre
(circuit) denir.

Ayrica a;, a;4q ikilileri icin a; — a;41 1se bu devreye yonlenmis bir devre denir.

Ug kenarli bir devreye bir iiggen, dort kenarli bir devreye bir dértgen ve alt1 kenarl

bir devreye bir altigen denir.

%
oy

© O © © O

ikigen Uggen Dértgen

Sekil 8. Devreler
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Tamm 1.9.4

n = 3 olmak iizere n kenarli bir devre icermeyen grafa orman denir.
Sonug¢ 1.9.5

G = (X, A) bir graf olsun. X tizerinde;

"a=Db:< a=Dbveyaa # bise adan b ye bir yol vardir " (1.28)

seklinde tanimlanan " = " bagintis1 bir denklik bagintisidir.

Tanim 1.9.6.

i) X in kendisi (1.28) ile verilen bu " = " bagintis1 altinda bir denklik sinifi ise G
grafina baglantilidir denir.

i) Eger X; (1.28) bagmtis1 altinda bir denklik simifi ise (X;, AN (X; X X;))
baglantili bir graftir ve bu grafa G grafinin bir baglantili bileseni ad1 verilir.

Tanim 1.9.7.

Iki grafin koseleri arasinda birebir ve orten bir doniisiim mevcut ve bu doniisiim

komsu koseleri, komsu koselere resmediyorsa bu iki grafa izomorf graflar adi verilir.

1.10. Alt Yoriingesel Graflar

Tamm 1.10.1. [8]
(G,X) bir transitif permiitasyon grubu olsun. G nin X X X tizerindeki hareketini

g € G olmak iizere,

“g: (@) — (9(@),gB) (P eXXX”

ile tantmlayalim. Bu hareketin yoriingelerine G nin alt yoriingeleri ad1 verilir.

Burada (a, B) ikilisini igeren alt yoriingeyi O(a, B) ile gosterelim. Bu O(a, B) alt
yoriingesinden G (a, ) alt yoriingesel grafini olusturabiliriz.

Bu G(a,B) alt yoriingesel grafin koseleri X kiimesinin elemanlaridir ve eger;
y,0 € X noktalar1 i¢in (y,6) € O(a,B) ise, y dan § ya y —» & ile gosterilen bir

yonlendirilmis kenar vardir denir.
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Boyle bir kenari, U :=={z € C: Im(z) > 0} ist yar1 diizleminde bir hiperbolik
jeodezik olarak gosterecegiz.

Acik olarak O(B,a) yoriingesi de bir alt yoriingedir ve bu durumda; ya 0(a, B) #
O(B,a) yadaO(a,B) = 0(B,a) dur.

Eger; O(a,B) + 0(B,a) ise G(B,a), G(a, B) nin oklarmin ters yonlendirilmisidir
ve G(a,p) ile G(B, @) ya eslesmis alt yoriingesel graflar denir.

Eger O(a,B) = 0(B,a) ve (y,6) € O(a, B) ise bu taktirde y dan § ya kenar1 y — &
(y © & nin yerine) ile gosterilecektir. Bu durumda G(a, ) yonlendirilmemis bir kenar
olarak diistintilebilir ve G (a, B) ya kendisiyle eslesmistir denir.

O(a,a) ={(x,x): x€X }, XXX in bir kosegenidir. G(a,a) alt yoriingesel
grafi, her bir kdsesi @ € X olan bir diigiim noktasindan olusur. Bu grafa asikar alt
yoriingesel graf ad1 verilir.

Simdi, G =T ve X = Q alalim. T, Q iizerinde transitif olarak hareket ettiginden her
bir alt yoriinge v € Q olmak iizere (oo, v) ¢iftini igerir. Eger n > 0 ve (u,n) = 1 olmak
lizere v = % ise bu alt yoriingeyi O, ,, ile gosterecegiz ve buna karsilik gelen G (oo, v) alt
yoriingesel grafini da G, ,, ile gosterecegiz.

Eger; v = oo ise, G; o = G_1 grafina asikar alt yoriingesel graf ad1 verilir. Bundan
dolay1 v € Q oldugunu farz edebiliriz.

Eger v €Q ise bu taktirde, O(o,v) =0(0,v') © vvev T,un aym

yoringesindedir. ', grubu z : v — v + 1 ile iiretildiginden z (%) = = = X elde edilir.

Buradann = n’ ve u = u'(mod n) bulunur. Yani,

Gyun = Gy © n=n'veu = u'(modn) dir. (1.29)
Eger G,i) € Oy, ise, buna karsilik olarak, G, , grafinda E — g yazacagiz.

Teorem 1.10.2. [6]

T X
Gy, n grafinda 575 kenar1 mevcuttur &

i) x =ur (modn), y=us (modn)ve ry—sx =nveya

i) x = —ur (modn), y = —us (mod n) ve ry —sx = —n dir.m
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1.11. Farey Grafi

m > 1vem € N olsun. |y| < m olmak iizere biitiin 5 rasyonel sayilarindan olusan

kesin monoton artan diziye m. mertebeden Farey dizisi denir ve Fy, ile gosterilir. Ornegin

F, dizisi,

1 1 11 1 2 3 5 4
---)_57 _Z) 0) Z) 5) E) 5) Z; 11 Z' 5' (130)
bi¢imindedir.

Acik olarak F; € F, € F3 € - ve U;;51 Fp = Q dir.
G, grafi da Farey dizileri ile olan iligkisinden dolay:1 Farey grafi olarak adlandirilir

ve F ile gosterilir.

al oo
2 5
11, 11 23, 34
3 4 4 3 2 3 4 4 3

Sekil 9. Farey Grafi

Teorem 1.11.1. [6]

E,% € Q olsun. Bu taktirde asagidaki ifadeler birbirine denktir.

) Eve 5, F de koselerdir.

i) ry—sx=+1

i) g ve % , bir m dogal sayisi i¢in Fy, nin ardisik terimleridir. m

F nin komsu iki kosesini iist yar1 diizlemde bulunan bir hiperbolik dogru ile

baglayalim.

Bu durumda F nin kenarlariyla ilgili asagidaki onemli sonucu verebiliriz.
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Teorem 1.11.2.[6]

F grafinin kenarlari, U = {z € C: Im(z) > 0} st yar1 diizleminde kesismezler.

Ispat : E — g € F kenarmi alalim. Burada ry — sx = +1 dir. Kabul edelim ki 0 ile
oo’u birlestiren Re(z) = 0 dogrusu E yi % ye birlestiren dogruyu {ist yar1 diizlemde kessin.

Bu taktirde §< 0 <§ alinabilir. Buna gore ry—sx =1 olur. x <0 ve r,s5,y>0

oldugundan 1 = ry — sx > 2 ¢eliskisi elde edilir. Bu ¢eliskiden F nin kenarlarinin U {ist

yar1 diizleminde kesismedikleri bulunur. m

U

il

R
| =

Sekil 10. Ust yar1 diizlemde kesisen dogrulara bir drnek.

1.12. Fibonacci Sayilari

Pisali Leonardo Fibonacci Ro&nesans oOncesi Avrupa’nin en Onde gelen
Matematikgisidir. Fibonacci i¢in, “Matematigi Araplardan alip, Avrupa’ya aktaran kisi”
denilebilir. Fibonacci’nin yasami hakkinda matematik yazilar1 diginda pek az sey biliniyor.
[Ik ve en iyi bilinen kitabi Liber Abaci’nin yazildigi 1202 tarihine bakilirsa, 1170
dolaymda dogmus olabilecegi samliyor. Bu ydénde pek kanit olmamakla birlikte Italya nin
Pisa kentinde dogmus olmasi olasilig1 var. Fibonacci’nin adi daha ¢ok, Liber Abaci’de yer
alan bir problemde ortaya ¢ikan bir say1 dizisi nedeniyle bilinir.

Liber Abaci’de yer alan problemin metni sdyledir:

“Adamin biri, dort bir yan1 duvarla ¢evrili yere bir ¢ift tavsan koymus. Her c¢ift

tavsanin bir ay i¢inde yeni bir ¢ift yavru tavsan verdigi, her yeni ¢iftin de erginlesmesi i¢in
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bir ay gerektigi ve tavsanlarin 6lmedigi var sayilirsa, 100 ay sonunda dort duvarin arasinda
kag ¢ift tavsan olur?”

Her ayda kag ¢ift erigskin tavsan oldugunu hesaplarsak asagidaki diziyi buluruz.

1,1,2, 3,5,8, 13, 21, 34, 55, 89, ,... (1.31)

Burada ti¢ilinciiden itibaren her say1 kendinden once iki toplamina esittir. Yani her ay
sonundaki tavsan ¢ifti sayisi, o aydan hemen onceki iki aydaki sayilarin toplamina esittir.
Buradan hareketle Fibonacci sayilarinin dizisi agagidaki gibi tanimlanabilir.

Tanim 1.12.2.

L=1.4=1 farro=farntfn=x1 (1.32)

kurali ile yinelenen sayilara Fibonacci sayilar1 denir.
Yani; ilk iki terimi 1 ve sonra gelen her terimi kendisinden 6nceki iki terimin toplami
seklinde ilerleyen say1 dizisine Fibonacci sayilari denir.
Ik birka¢ Fibonacci sayist (1.31) de oldugu gibi; 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, ...
seklindedir.
Sonu¢ 1.12.3. [20]

n-inci Fibonacci sayisi

e 5 0z

dir.m



2. YAPILAN CALISMALAR

Bu bolimde, elemanlar1 ' modiiler grubunun elemanlarmin kiipleri olan

3= {(Ccl Z) €l: ab+cd =0 (mod 3)} alt grubunun Q@ = QU {eo} genisletilmis

rasyonel sayilar kiimesi tizerindeki alt yoriingesel graflarindan Ffl grafinin baglantisizlif
ele alind1. Kolaylik agisindan bu grafi kisaca F3 ile gdsterecegiz.

Ayrica, calismanin bu béliimiinde; F3 alt grafinin baglantisizliginin yani sira her m
tam sayisi igin (9m? — 4)a® + 4 ve 5b? F 4 sayilarin1 tam kare yapan tim a ve b tam
sayilart bulundu. Ayrica yukarida s6zii edilen b tam sayilarmin Fibonacci sayilar ile
iliskisi ortaya kondu.

Jones, Singerman ve Wicks [6] calismalarinda baz1 alt yoriingesel graflari elde etmek
ve bu graflarin baglantisizlik ve orman ozelliklerini ortaya koymak amaciyla; [(n)
kongriians alt grubunun Q iizerinde dogurdugu T invaryant denklik bagmtis1 i¢in primitif
hareket notasyonunu kullandilar [8, 13, 14].

2011 yilinda Y. Kesicioglu doktora ¢alismasinda F2, alt yoriingesel grafini elde
etmek icin [6] da ki gruplarin yerine '3 ve I3 (n) alt gruplarin1 kullandi. Bu degisiklik ile
I§(n) alt grubunun iirettigi I'3 invaryant denklik bagintis1 tanitilmis oldu. Béylece bu
calisma ile F2, tipindeki tim alt graflarin baglantililik 6zellikleri incelendi. Ancak F3
grafinin baglantisizlig1 ispatlanamadi. Kesicioglu [11] de bunu bir konjektiir olarak birakti.

Bu konjektiiriin dogrulugunu bu bdliimde ispatlayacagiz. Ayrica bu ¢alisma ile
sayilar teorisi agisindan bazi 6nemli sonuglar1 verecegiz.

Simdi, calismamiz i¢in gerekli on bilgileri kisaca verelim. Ilk olarak calismada

lizerinde calistigimiz '3 grubunu ve bu grubun temel dzelliklerini verelim.

2.1. I'3 Modiiler Alt Grubu

I'? ile T modiiler grubunun elemanlarmin kiipleri almarak elde edilen grubu

a b

gosterecegiz. [10] dan goriilebilecegi gibi, '3 = {(c d) €l:ab+cd =0 (mod 3)}

dir.
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['® grubunun elemanlari; a, b, ¢, d birer tam say1 olmak iizere, (3Ca 3bd)'

(3ac 3db

Teorem 2.1.1.[10]

x = ((1) _01), y = ((1) zl)olmakﬁzere,

I =T3+yI3 + y2T3, I3 =(x, yxy? y?xy)veayrnca|[': I'3| =3 tiir. m

) ve (CCL Z) matris gosterimlerinden birine sahiptir (Kesicioglu, 2011).

Lemma 2.1.2.

i) '3 grubunun Q tizerindeki hareketi transitiftir.

i) Q@ nin elemanlarnin sabitleyeni sonsuz mertebeli devirli bir gruptur.

ispat :

i) % € Q, (a,3b) = 1 alam. Bu takdirde, 3x,, y, € Z Syle ki ay, — 3bx, = 1 dir.

a x
Boylece, T = (3b yz) €I dir. ay, —3bx, = 1 lineer diophantine denkleminin genel

¢cozimiin € Z igin x = xq + an, y =y, + 3bn dir.

Burada, eger; x, = 0 (mod 3) ise T nin I'3 te olusu aciktir. x, # 0 (mod 3)
durumunda ise, x, ve a tam sayilarinin durumuna bagli olarak x = x4 + an, esitliginden
ne€Z yi x=0(mod3) olacak bigimde segebiliriz. Bu durumda x, yerine x =

0 (mod 3) denkligini saglayan x tam sayisi alinarak T € '3 olur. Bu sekilde belirlenen

T € I'3 eleman ile, % € Q seklindeki noktalarin o un yériingesinde kalacag anlagilir.
Ciinkii; T () = % dir.

Benzer yaklasimla; 37(1 € Q noktalarinin da o un yoriingesinde oldugu kolayca
goriiliir.

Simdi de son olarak % €Q, (a,b) =1veab % 0 (mod 3) durumunu inceleyelim.

a x
(a,b) = 1 oldugundan Ix;,y; € Z 6yle ki ay; — bx; = 1 dir. Béylece, T = (b YD er

dir ve dolayisiyla x;,y; = 0 (mod 3) olamaz. x;,y; # 0 (mod 3) ise T €T olup
problem yoktur.

Varsayalim ki, x; = 3l ve y; # 0 (mod 3) olsun. ay, — bx; = 1 denkleminin genel
¢oziimiini n € Z\3Z olmak iizere x = 3l + an, ve y = y; + (—b)n seklinde yazabiliriz.
Dolayisiyla, n = 3k — 1 yadan = 3k + 1 seklindedir.

n=3k+1ise, x=3l+3ak+a, (a#0(mod3))vey=y, —3bk—b dir.
Burada y; — b # 0 (mod 3) olmasini istiyoruz. Varsayalim ki y; — b = 0 (mod 3) olsun.
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Bu takdirde, n =3k —1 alinirsa x =3l+3ak—a, (aZ0(mod3) ) ve y=y; —
3bk + b elde edilir. Ayrica bu durumda y; +b Z 0 (mod 3) olacagindan y %
0 (mod 3) elde edilir. Yani, n = 3k + 1 igin eger y = 0 (mod 3) oluyorsa, n = 3k — 1
icin kesinlikle y # 0 (mod 3) elde edilecektir ki n=3k+ 1 i¢in a # 0 (mod 3)
oldugundan x # 0 (mod 3) tiir. Boylece, x; Z 0 (mod 3) olarak segilebilir.

Dolayisiyla T(e0) = % olacak sekilde en az bir T € I'3 vardir. Béylece I'® grubunun

Q tizerindeki hareketinin transitifligi gosterilmistir.
ii) T3 grubu Q iizerinde transitif olarak hareket ettiginden Q daki herhangi iki
noktanin sabitleyeni I'® grubunda esleniktirler. Bu yiizden oo noktasinin sabitleyeni olan

'3 grubunu goz oniine almak yeterlidir.

I3 = (((1) i)) oldugu agiktir.

Gergekten, (CCL Z) (é) = (é) esitliginden a = 1, ¢ = 0, d = 1 elde edilir.

Ayrica ab + c¢d = 0 (mod 3) oldugundan, b = 0 (mod 3) tiir. Buise, I3 = ((é :i)>

oldugunu dogrular. m

a b

n € Z olmak iizere, I3 (n) := {(C d) Er3:c=0 (mod n)} olsun. Bu takdirde

I3 (n), I'® grubunun bir alt grubudur.
Burada, n € N i¢in T3 <T$(n) <T? oldugu aciktir. Ayrica n>1 ise, I3 <
I3 (n) < I'? dir. Gergekten:

n = 0 (mod 3) ise (nil n}-Z)EF?) fakat, <n}—1 niz)éf‘g(n),
_ : 1 -1 3 1 -1 3

n =1 (mod 3) ise (n 1 _n) € I'° fakat, (n 1 _n) ¢ Iy (n),
_ : 1 0 3 1 0 3 ,

n = 2 (mod 3) ise (n 1 1) € I'° fakat, (n 11 1) ¢ Iy (n) dir.

Lemma 2.1.3. [11]
|F0(n) : Fg(n)| = 3 tiir.m
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Lemma 1.7.5°ten biliyoruz ki I'® grubunun Q iizerindeki hareketi imprimitiftir. Yani;
0zdeslik ve evrensel bagintilarin disinda da bagmtilar vardir.

Simdi, Teorem 1.7.5’te (1.27) ile verilen bagintidan yola ¢ikarak " = " ile gosterilen
ve I§(n) grubuyla @ iizerine indirgenmis olan I'*_ invaryant denklik bagintisin1 asagida

olusturalim.

T X P~
v=-Ve w=;erIsun.

I'3 grubunun @ tizerindeki hareketinin transitifliginden,
v = g() ve w = g'() olacak sekilde g, g’ € I'® elemanlar1 vardir. Bu takdirde

bu g ve g’ elemanlari asagidaki (2.1) de gosterildigi gibidir.

0= ). 5= ) e

Boylece Teorem 1.7.5 geregi;

vrew o glg € Ign) (2.2)
(2.2) ile verilen bagmti dogru oldugundan asagida (2.3) ile verilen bagint1 da dogrudur.

vew & ry—sx =0 (modn) (2.3)

(2.2) ve (2.3) ile verilen bagmtilardan oo € Q elemanini igeren [o] denklik smifinin

asagidaki gibi olacagi kolayca goriiliir.
[w]z{ie@:yEO(modn)} (2.4)

Literatiir geregi (2.4) ile verilen denklik sinifina grafin co blogu diyecegiz.

Bu durumda, bloklarin sayist; Y(n) = |I'3:T$ (n)| dir [11].

Burada verdigimiz denklik bagintilar1 [6] da ki ile ayn1 olmasina ragmen, [6] da Ki
F; 1 alt grafimn baglantili oldugu kolayca gosterilir ancak burada aksine F7, alt grafinin

baglantisiz oldugunu gorecegiz.
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Boylece, farkli alt gruplar kullanmakla alt grafin karakterinin degisebilecegini

gordik.

2.2. F3, Alt Grafi

(a, ) € Q x Q ve g € I'® olmak iizere, I'* grubunun, Q@ x Q kiimesi iizerindeki
g: (a,B) - (g(a), g(B)) seklinde tanimli hareketini ele alalim.

Bu hareketin yoriingeleri alt yoriingeler olarak adlandirilir.

(a, B) ikilisini igeren 03(a,B) alt yoriingesinden G3(a, ) alt yoriingesel grafim
olusturabiliriz.

Bu alt yoriingesel grafin koseleri Q kiimesinin elemanlaridir ve kenarlar,
(a,b) € 0%(a, B) = {(g(@),g(B)) : g €T3} ciftleri olup bu kenarlart a—b ile
gosterecegiz.

Bu kenarlar iist yar1 diizlemde birer hiperbolik jeodezik olarak gosterilirler.

I3, Q izerinde transitif olarak hareket ettigi igin her alt yoriinge,
% (n = u, (u,n) = 1) noktalari igin (00, %) ciftini icerir.

Bu durumda alt yoriingesel grafi kisaca G , ile gosterecegiz.

I'3, bloklar gecisli olarak permiite ettigi igin, [6] da oldugu gibi bloklara karsilik
gelen tiim alt graflar izomorfiktirler.

Boylece, G3, nin koseleri, [oo] = {g €Q:y=0(mod n)} blogunu olusturan F2,
alt grafin1 gbz Oniine alacagiz.

Teorem 2.2.1. [11]

Finst',n' < n =n'veu = u'(mod 3n) dir.

ispat: F,,=F,, <0 (oo%) =0 (oo%) S AT eT3:T(0) = 0 ve TG) - %
1 3

tir. T(0) = o0 oldugundan T € (( 0 1

)) = T3 tiir.

3K iy 7(2) =2 ocugunion (5 3)(4) = () =

= % olup (u,n") = 1 oldugundan n = n've u’' = u + 3kn = u' = u (mod 3n) dir.

Buradan, T = (

u+3kn

n

Boylece F,,, = F,' v & n=n'veu = u' (mod 3n) dir.m
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Sonug 2.2.2. [11]

n € N keyfi sabit olmak iizere 3¢ (n) tane farkli G, ,, alt yoriingesel grafi vardir. m

Teorem 2.2.3. [11]

g — § ER, &

a) r = 0 (mod 3) ise x = +ur (mod n),y = tus (mod 3n) very — sx = tn

b) s = 0 (mod 3) ise x = +ur (mod 3n),y = tus (modn) very —sx = +n

c) r,s # 0 (mod 3) ise x = tur (mod n),x  +ur (mod 3n),

y = tus (mod n), y # tus (mod 3n) ve ry —sx = tndir. m

Bu Teorem [11] de F,,, icin ispatlanmis olup burada u = n = 1 alinarak 6zel bir
durum ele alinmustir. Bu 6zel durumdan elde edilen F7; alt grafim kisaca F3 ile
gostermistik.

Boylece, Teorem 2.2.3’iin bir sonucu olarak asagida F3 alt grafi icin kenar sartlarini
verebiliriz.

Sonug 2.2.4.

T x

P F3(= F},) grafinda bir kenardir

a) r = 0 (mod 3) ise, y = +s (mod 3), ry —sx = *1,

b) s = 0 (mod 3) ise, x = +r (mod 3), ry —sx = +1,

c)r,s # 0 (mod 3)ise, x £ +r (mod 3), y # s (mod 3), ry —sx = +1.
Ispat: Teorem 2.2.3 te u = n = 1 alinarak ispat tamamlanir.m

Buradan F3 igin asagidaki iki lemma kolayca elde edilir.

Lemma 2.2.5
F3te- - Zdir = F3te = - Zdir.
s y y s

ispat: F3 te £—>§ olsun. Sonug¢ 2.2.4 de ki {i¢ durum benzerlik gosterdigi i¢in
r=0(mod3),ry—sx =1 (budurumday = s (mod 3) tiir ) oldugunu varsayip % - E
oldugunu gosterecegiz. Diger tiim durumlar tamamen benzer sekilde gosterilir.

r=0(mod3) ve ry—sx=1 oldugundan Sonu¢ 2.2.4(a) geregi
x,y,8 # 0 (mod 3) tiir. Bu durumda % - g oldugunu gosterirken Sonug 2.2.4(c) yi goz

Oniine almaliy1z.

ry —sx =1 oldugundan, xs—ry=-1 dir. O zaman gostermeliyiz ki;
y#-—-s(mod3) ve x#%-r(mod3) tir. y,s#0(mod3) ve y=s(mod3)
oldugundan y # —s (mod 3) kolaylikla elde edilir.
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Benzer sekilde; r = 0 (mod 3) ve x # 0 (mod 3) oldugundan x £ —r (mod 3)
elde edilir. Boylece Sonug 2.2.4(C) geregi, 3 - g F3 te kenardir. m

Lemma 2.2.6. [6] Ust yar1 diizlemde F?3 grafinin kenarlar1 kesismez. m

Bu Lemmaya gore F3 grafinda asagidaki sekilde goriildiigii gibi kesisen iki kenar

bulunmaz.

Sekil 11. Kesisen ki Kenar

Teorem 2.2.7.[11]
F,  grafi kendisiyle eslesmistir ancak ve ancak,
n £ 0 (mod3)ve u?> = —1 (modn) dir. m
Teorem 2.2.8. [11]
I'3(n) alt grubu F,, grafinin koselerini ve kenarlarmi transitif olarak permiite

eder. m

2.3. F3 Grafimin Baglantisizh@

Bu kesimde ¢alismamizin ana problemi olan F3 grafinin baglantililik durumu ele
alimacaktir.

Tanim 2.3.1.

m € Nvem > 2 i¢in, vy, vy, ..., vy, F> grafinin kdselerinin sonlu bir dizisi olsunlar.
Bu takdirde, v; » v, - -+ > v, gosterimi F3’te bir sonlu yol olarak adlandirilir. Bu
durumda,

“F3 {in A alt grafina baglantilidir denir : < A min her x ve y kosesi F3 te sonlu bir
yol ile bagldir.”

Aksi takdirde, A alt grafina baglantisizdir denir.
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a
a, 4

Sekil 12. Baglantili graf.

Yukaridaki Sekil 11°de {aq,a,, a3, a,} elemanlarim1 kose kabul eden K grafi

baglantilidir.

a a0 93

Sekil 13. Baglantisiz graf.

Yukaridaki Sekil 12°de {a,, a,, as, a4, as} kiimesinin elemanlarini kose kabul eden K
grafi baglantili degildir.

Teorem 2.3.2 [11]

Foq

Fip, F32, Fs,

Fig, Fp3,Fa3,Fs3,F73Ve Fgs

Fia,F34,F54,F74,Fgs Ve Fiy4
alt graflar1 baglantisizdir. m

Teorem 2.3.3. [11]

n = 5i¢in F,, alt graflar baglantisizdir. m

Teorem 2.3.2 ve Teorem 2.3.3 ile [11] de F, ,, graflarinin baglantisizlig: ile ilgili elde
edilmis sonuglar verildi. Buradan hareketle [11] de bir konjektiir olarak verilien Fj

grafinin baglantisizlii bu béliimde ele alindi.



37

Onerme 2.3.4
b b i
T = (Z d) €T3, TG) =22>1, (c+d) - (a+b) = —1 olsun. Bu takdirde;

% - % F3 tebirkenardir & a=b =c =2 (mod3), d = 1(mod 3) dir.

Ispat: Gerek Sart: % - g F3 te bir kenar olsun. Bu durumda, Sonug 2.2.4 (c)

den, a+b #2 (mod3) ve c+d #2 (mod3) oldugu gorilir. Diger taraftan,
(c+d)—(a+b)=—-1 oldugu da gb6z Oniine alimrsa a+b =1 (mod3) ve
c+d =0 (mod3) oldugu elde edilir. a+b =1 (mod3) ve c+d =0 (mod 3)
denkliklerinin yani swa T €I°  geregi ab +cd =0 (mod 3) oldugundan
a’+b%*+c?*+d?*> =1(mod3) oldugu kolaylikla goriilir. c¢+d =0 (mod 3)
gerceginden yola ¢ikarak asagidaki ii¢ farkli durum igin a? + b? + ¢? + d? = 1 (mod 3)
denkligini saglayan a, b, c ve d ¢oziimlerini elde edecegiz.

1.Durum: ¢ =d = 0 (mod 3) olsun. Buradan, a? + b? = 1 (mod 3) elde edilir.
a+b =1 (mod 3) oldugunuda goz Oniine alirsak ab = 0 (mod 3) oldugu goriiliir.
ab =0 (mod 3) ise, a=0 (mod3) veya b =0 (mod 3) dir. a =0 (mod 3) igin,
¢ =0 (mod 3) oldugundan ad — bc = 0 (mod 3) elde edilir ki bu ad —bc =1 ile
gelisir. b =0 (mod 3) i¢in de d = 0 (mod 3) oldugundan ad — bc = 0 (mod 3) elde
edilir ki bu ad — bc = 1 ile gelisir. Boylece, ¢ = d = 0 (mod 3) igin ¢dziim yoktur.

2Durum: c=1(mod3) ve d=2(mod3) olsun. Buradan, kolaylikla
a’ + b? = 2 (mod 3) elde edilir. a+b =1 (mod 3) oldugunuda gdz Oniine alirsak
ab =1 (mod 3) ve dolayisiyla a =b = 2 (mod 3) elde edilir. Ancak bu durumda
ad — bc = 2 (mod 3) celiskisi elde edilir. Boylece, c =1 (mod 3) ve d = 2 (mod 3)
icin de ¢6ziim yoktur.

3.Durum: c=2(mod3) ve d=1(mod3) kongrianslarin1 kabiil edelim.
Buradan, a? + b? = 2 (mod 3) elde edilir. a + b =1 (mod 3) oldugunu da goz dniine
alirsak ab = 1 (mod 3) ve dolayisiyla a = b = 2 (mod 3) elde edilir ki ad —bc =1
esitligi ile birlikte a = b = ¢ = 2 (mod 3), d = 1(mod 3) istenilen ¢6ziimdiir.

Yeter sart: Tersine, T = (S Z) ers, TG) = % >1, (c+d)—(a+b)=-1
a+b

b=c=2(mod3), d=1(mod 3) olsun. Bu durumda, TG) =— olup

c+d

ve a

% - % nin F3 te bir kenar oldugunu gorelim. Sonug 2.2.4 (c) yi g6z 6niine aldigimizda,
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r=s=1very—sx=—1 durumlan s6z konusudur. Burada, x = a+ b = 1 (mod 3)

vey = c+d = 0 olup Sonug 2.2.4 (c) ye gbre + — ——— F3’te bir kenardir. m

Yukarida verdigimiz Onerme 2.3.4 ile % - T G)l F*te kenar yapan T
dontigsiimlerinin bir sinifin1 belirlemis olduk.

. . . . . e . 1 . . .-
Bu 6nermenin bir sonucu olarak simdi verecegimiz 6nerme ile F3 te T in gidecegi

o .4 9 " -
en uzak kdsenin 3 olacagini gorecegiz.

Onerme 2.3.5
— (¢ by p(t)=atb irde:
T = (C d) eI, T(l) =— > 1 olsun. Bu takdirde;
i o (1) F3 te bir kenar ise T (1) =D 2
1 1 1 c+d 3

1 4

ii. 173 F3 te bir kenardir ancak ve ancak, n € Z* U {0} olmak iizere T € I'®

—14+12n 5-—12n

1497 4—on ) bi¢imindedir.

déniisiimii T = (

—1+4+12n 5-12n
—14+9n 4 —-9n

dontistimler hiperbolik doniisiimlerdir ve bu doniisiimlerin sabit noktalarinin biri; ¢ekici

iii. n€Z*u{0} olmak lizere T = ( ) €I® bicimindeki

sabit nokta (attracting fixed point), digeri; itici sabit noktadir (repelling fixed point) [15].

Ispat:
i. T G) = g > 1ve % -T G) i F3 te bir kenar ise Sonug 2.2.4 den,

_ : ; 1) _atb _ 1 1 1 p3
a+b=c+d+1 dir. Boylece, T(l)_c+d_1+c+d olup > 1+— F

grafinda bir kenardir.

Onerme 2.3.4 ten ¢ + d = 0 (mod 3) oldugundan ¢ + d nin en kiigiik pozitif degeri
3olur. Dolayist ile T G) =1+ ﬁ < gelde edilir.

.. 1 4 a+b = —
ii. T(I)—g—m olsun. a+b=c+d+1 oldugundan T—(

a 4—a
c 3-— c)
bicimindedir. T € I' oldugundan, 3a—4c =1 ve dolayisiyla a=-1+4k ve

—-1+4k 5-—4k
-1+3k 4-3k

yandan T € I oldugundan (=1 + 4k)(5 — 4k) + (=1 + 3k)(4 — 3k) = 0 (mod 3) dir.
Bu son denklikten k = 0 (mod 3) elde edilir. Boylece, k = 3n, n € Z bi¢imindedir.

—14+12n 5-12n
—1+4+9n 4 —9n

c=—-1+3k , k€Z dir. Dolayisiyla, T = ( ) bigiminde olur. Ote

Sonug olarak; T doniisimii T = ( )bigimindedir.
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Onermenin tersi agiktir.

—1+4+12n 5-12n
—1+4+9n 4 —9n

|3n + 3| >3 >2 oldugundan bu tip doniisimler hiperboliktirler. Bu sekildeki T

i, 7= ) donisimiinin izi 3n+3 olup Vn >0 igin

doniisiimlerinin sabit noktalar;

(21n—5)+vV9n2 +18n+5

Z/2 = 18n — 2 @3)
dir.
s . ! _ 1 ..
Ote yandan; T'(2) = on—Dzra—on olup, Vn>=0 tam sayist igin
! 2 2 I 2 2 . .
IT"(z0)] = (3n+3+\/9n2+18n+5) <1lve |T'(zp) = (3n+3—\/9n2+18n+5) > 1 dir. Boylece,

(2.5) deki z; ve z, sabit noktalar1 igin; |T'(z;)| < 1 oldugundan z;’in bir ¢ekici sabit
nokta, |T'(z,)| > 1 oldugundan z,’nin de bir itici sabit nokta oldugu elde edilir ~ ([15] s.
405) . m

—1+4+12n 5-—12n
—14+9n 4 —9n

dir. Boylece, T(1) » T?(1) kenar1 goz

Onerme 235 (ii) ile belirlenen T = ( ) doniisimii  igin

12n+11
— 0
In+8

T2(1) = lup, T?(1) — T(1) =

27n+24

oniine alinirsa T(1) ve T?(1) koseleri arasindaki en uzak mesafe; n = 0 igin elde edilen

1
— olacaktir.
24

Ornek 1: Onerme 2.3.5te n = 0 igin, T = (:1 i) € I'® doniisiimii ile % - % - %

seklinde en uzak koseler olusur.

Ayrica, T = (:i i) ile elde edilen T(z) =S doniisiimiiniin  sabit noktalari
zZ, = %g ve z, = 5+fdir. Bu sabit noktalardan z; ¢ekici, z, itici sabit noktadir.

Simdi, bizim ¢alismamizin ana problemi olan F3 grafinin baglantililik 6zelliklerini
irdeledigimiz teoremi ifade ve ispat edecegiz.
Teoremi burada ifade ettikten sonra ispat1 sekillendirmek i¢in yeni bir dizi lemma,

Onerme ve teorem ispatla paralel bir sekilde verilecektir.



40

Teorem 2.3.6

F3 grafi baglantisiz bir graftir.

Ispat: Sonug 2.2.4’ten kolayca goriiliir ki F3 periyodu 3 olan periyodik bir graftir.
Yani, F3 te a - b ise yine F3 te Vm € Z i¢in a + 3m — b + 3m dir. Bdylece, bir m € Z
bulunabilir 6yle ki a +m ve b + m den sadece biri co dur veya a + m ve b + m nin her
ikiside [ 1,4 ] kapal1 araliginin igindedir.

Bu yiizden asagida Sekil 14’te de goriildiigi gibi hesaplamamizi yalnizca [ 1,4 ]

aralig1 i¢in yapabiliriz.

Y Ve Y Y VY O

3 2 2
Sekil 14. F3 Grafi
( ) € I'® hiperbolik déniisiimiinii géz 6niine alalim. Bu elemana karsilik
gelen T(z) = —z doniisimii agik olarak [1,4] N Q iizerinde kesin artandir ve sekilde
gosterilen 5—7\/3 ve % noktalar1 donilislimiin sabit noktalaridir ( T doniisiimii

hiperboliktir). Ustelik, T™ () —» T™ G) kenarinin negatif olmayan tiim m tam sayilari

icin F3 te bir kenar oldugu kolayca gosterilir.

Gergekten; tiimevarim yontemiyle,

m=1igin, T(x) =T (%) = % - g =T G) olup 6nerme dogru.

m = k igin, T*(0) - Tk( ) olsun. Bu durumda gostermeliyiz ki, m = k + 1 i¢in
de T**1(o0) — T"“( ) dir. Gergekten;
Tk*1(e0) = T(TK(00)) = T(T*(3)) = T¥*1(3) elde edilir ki boylece, her m € N

igin T™(o0) — T™ (3) oldugu goriildi.
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Buradan, Vm i¢in, T™(1) =T™(T(x))->T™(T(1))=T""(1) ve

T™(00) — T™ (%) = T™(T(0)) = T™*(c0) yani,
T™(o0) = T™*1(c0) (2.6)

elde edilir. Boylece eger;
a._m(l m+1 (1) . € jgp &= 1 4820
-=T (O)—>T (O)—.dlseb—1+ ve

Tm+1 (%) =T (Tm (%)) =T (%) ==+ 3b_fa_b) oldugundan,

a—b
1+—— -1

b TR, 2.7)

F3 te bir kenardir.

S
=
[

a " 1 n H
Ornek olarak; F3 grafinda "o — riind-Sadiy sonlu yolunu elde ederiz.

w

Bu teoremin ispatin1 tamamlayabilmek i¢in asagida bir dizi teorem, Onerme ve
lemmay1 verelim.

Lemma 2.3.7

T = G :i) € '3 olsun. Bu takdirde, {T™(1)} dizisi kesin monoton artandir ve

()

dizisi F3 te artan sirada sonsuz bir yoldur.

2T Q) - &

Ispat: Sonuc 2.2.4 ve T(z) = S doniigiimiiniin [1, 4) N Q iizerinde kesin artan
olmas1 goz Oniine alinirsa sonug agikardir.m
Lemma 2.3.8
a,beNvel<?<5olsun. Bu takdirde, ¢ < T (3) < 5255 ir,
b 2 b b 2

Ispat: %< %ﬁ oldugundan 2a — 5b < —V/5b elde edilir. Bu esitsizligin her iki

tarafinin karesini alirsak, —a? + 4ab < —ab + 5b? esitsizligi elde edilir ve dolayisiyla

—a+5b
—a+4b

buradan > < T (%) elde edilir. Diger taraftan, a® — 5ab + 5b% > 0 oldugundan,
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5(a — 4b)? < (3a — 10b)? (2.9)

dir. % < 2 oldugundan (2.9) esitsizliginin her iki tarafin karekokiinii alirsak,

V5(a — 4b) > 3a — 10b (2.10)

10b—-2a
a—4b

elde edili. (210) dan VS<XSE=5+ elde edilir ve buradan,

V5 —-5< (-2) _a+iz olur.

-a+
Sonug olarak, T (%) < %ﬁ dir. m
Lemma 2.3.9
T yukaridaki gibi olmak iizere a ve b dogal sayilart i¢in 1 < % < %g olsun. Bu

SbVob?+4 olacak sekilde

takdirde %—) T (%) F3 te bir kenardir © u? =5b*>+4vea=
u dogal sayis1 vardir.
ispat: %—) T (%) F3 te bir kenar olsun. Sonu¢ 2.2.4 ve Lemma 2.3.8 den

a? —5ab + 5b% — 1 = 0 elde edilir.

Bu ikinci dereceden denklemi a ya gore ¢ozdiigiimiizde % < S_T‘/g oldugunu da g6z
Oniine alirsak a = 51)%‘%2*’4 elde edilir.

Buradan, a ve b tam say1 oldugundan V5b? + 4 sayisinin bir u tam sayisi oldugu

goriiliir. Boylece gerek sart gosterilmis olur. Simdi yeter sart1 gosterelim.

—5b+V5b2+4 5h

_ 2
M= h 5b+V5hTTa (2.11)

2

elemanimin '3 te ve M (%) = % , M G) =T (%) oldugu kolaylikla goriiliir.

Gergekten; (2.11) ile verilen matrisin determinantindan

—5b+V5b2+4 5b+V 5b2+4
2 2

— (5b) - (=b) = 1o0lup M €T dir. Ayrica,
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—5b +/5b2 + 4 5b + V5b2 + 4
> . 5h — b-f = —15b%2 +2b+/5bh2 + 4 (2.12)

esitliginden ve her b igin bv'5b2 + 4 = 0 ( mod 3) denkliginin dogru olusundan M € I'3
elde edilir. Ote yandan,

5b—/5b2+4
M (1) _ —-5b+V5b%2+4  —5 —— _a ve T (a) __ 5b—a _ 5b+V5b%+4 M (1) dir
o/ — —2b - b T b b)  4b—a  3b+V5bZ+a :

1 a 1\ _ a .

Buradan, M (6) = Ve M (I)_ T (Z) dir.
Boylece, F3 te kenar olma tanimindan % -T (%) F3 te bir kenardir.m
Teorem 2.3.10
X - m 1 . . . 2 2
S pozitif rasyonel sayist A = {T (5) :m € N} kiimesindedir & 5y“+4=u
__ 5y—/5y%+4

2

ve x olacak sekilde bir u dogal sayist vardir.

Ispat: (=:) Lemma 2.3.9 dan gerek sart aciktir. Ciinkii; % € A ise, I3m, € N oyle ki

5 = T™o (%) 29 pmot1 (0) = T( ) olup, Lemma 2.3.9°dan 5y?+4=u? ve

5y—/5y2+4

X=——_— olacak sekilde bir u dogal sayis1 vardir.

Syx/—

(&:) Tersine hipotez altinda biz; 5y% + 4 = u? ve x = olacak sekilde bir

u dogal sayis1 bulunablldlglnde = sayismin A = { (—) :me N} kiimesinde olacagini

gosterecegiz. lim,, o, T™ (%) = 5_2—\@ { ( )} izisi monoton artan ) oldugundan,
5

y=>21liginl< f < —\/— oldugu aciktir. 1 <= < —\/— icin eger, ; elemant A da degilse,

Tk ( ) <= < Tkt ( ) olacak sekilde k € N mevcuttur. Buradan, Vk € N icin

5a —V5a? + 4
Tk (1) T 7 (2.13)

seklinde yazilabileceginden ve (2.7) yi da gz 6niine alirsak;

5a —V5a? + 4 S5y —+5y?+4
Tk (—) - 2 < 2 <1+ (2.14)

a y 3a_3a— 5a%2 + 4
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elde edilir. Kolaylik agisindan, v := V5a? + 4 ve u :=,/5y? + 4 yazilirsa,

S5a—v 5S5y—u S5a+v
2 2 a 2
a < y <ty T3t (2.15)
2 2

elde edilir. Biliyoruz ki,

5y —u 5y —u
2 o2\ Y
y y 3y_3y_u

2

F3 te bir kenardir. Lemma 2.2.6 dan,

5y —u 5y+u 5a+v
2 __ 2 2
T( y >_3y+u<3a+v (2.16)
2 2
5a-v 5y—u

dir ve Z < ; oldugundan, 5ay — vy < 5ay — au esitsizligi dogrudur. Dolayisiyla

buradan vy > au elde edilir.

5y+u < 5a+v
3y+u 3a+v

Diger taraftan (2.16) esitsizliginden elde edilir. Bu son esitsizlikten

vy < au elde edilir ki bu, daha 6nce dogruladigimiz vy > au ile gelisir. Boylece ispat

biter.m
Sonug¢ 2.3.11.
I 0+251+201+435 51+ 51 400 (2.17)
0 1 3 8 bn 3bp—an

F3 te sonsuz bir yoldur ve bu yolun tiim kdseleri S_Tﬁ den kiigtiktir.
Ayrica, 1 +§ kosesindeki x ve y dogal sayilan igin 5x%+4 ve 5y% +4 tam

karedir.

N y 2 _ )
Ustelik, a, = W ve lim, e (1 + Z—”) =—= dir.
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ispat:

T T Rt »
T(00) T2 (o0) T3(00) T 00)  ees lim T"(o0) =

n—oo 2

(13

Sekil 15. Grafin Birinci Boliimii

Lemma 2.3.7 den (2.17) F3 te sonsuz bir yoldur. Lemma 2.3.8 ve Teorem 2.3.10 dan
bu yolun tiim kdseleri %g sayisindan kiigiiktiir ve 1 +§ kosesindeki x ve y dogal

sayilari i¢in 5x2 + 4 ve 5y2 + 4 tam Karedir.
_ 3bp—/5(by)%+4

Yine Teorem 2.3.10’a gore, a,, = ————— olup,

2
3bp—_|5(bn)2+4

m (1 4a2) = tim (1+‘;—:)=blim(1+f)=5‘ﬁ

n - oo by) by - o0 =300 bn 2
elde edilir.m
Teorem 2.3.12

_ (-1 5 5-V5 _a s
T = (_1 4) ve —— < > < 2 olsun. Bu takdirde;

LB (2) <2 i
2 b b
—/ 2_

i % T (%) F3 te bir kenardir & 5b% — 4 tam karedir ve a = 51’2& dir.

ispat:

I. T doniisimii géz Oniine alinirsa 548 <2< 2 icin 548 <T (2) < 2 oldugu

2 b 2 b b

agikardir.

. " n a a\ —a+5b 3 . 2 2

. "=" -- T(—) = —— F~ te bir kenar olsun. Buradan, a® — 5ab + 5b° +

b b —a+4b
—A/ 2

1 = 0 elde edilir ve %S 2 oldugunu da g6z oniine alirsak, a = w elde edilir.

Boylece, V5b2% — 4 ifadesi tam say1 olacagindan, 5b% — 4 ifadesi bir tam karedir.
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a 5b—/5b2—4 a 5b+v5b%2—4 X
n n -3 g 2 — ) — 2 —_ 3 i
& " Sonu¢ 2.2.4 geregi, s =t T(b) = il Ty F° te bir

2

kenardir. Agikga burada, b # 0 (mod 3) olmak durumundadir. Ciinkii; b = 3t, t € Z

oldugunda V5h2 — 4 = 45t2 — 4 olur ki bu durumda, 45t2 —4 = 2 (mod 3) vyani,
u? =2 (mod 3) elde edilir. u? =2 (mod3) kongriiansinin ¢dziimii olmadigindan
b = 0 (mod 3) olamaz. Bu yiizden, Sonug 2.2.4 de ki (a) veya (c) durumlarindan biri s6z
konusu olabilir.

a) Sonug¢ 2.2.4(a) da ki gibi a =0 (mod 3) durumunu ele alalim. Yukaridan,
b=1(mod3) veya b =2 (mod3) elde edilir. b =1 (mod3) durumunda a =
2 (mod 3) olacagindan b = 1 (mmod 3) olamaz. b = 1 (mod 3) igin ise, u = 1 (mod 3)
ve a = 0 (mod 3) olur ve dolayisiyla b =y = 2 (mod 3) elde edilir. Diger taraftan T

dontigiimiiniin tanim1 geregi ay — bx = 1 oldugunu da goz Oniine aldigimizda Sonug 2.2.4
(a) geregi, % >T (%) F3 te bir kenardir.

b) Sonu¢ 2.2.4(c) de ki gibi a,b # 0 (mod 3) durumunu ele alalim. Yukarida
oldugu gibi b =1(mod3) ise, a=2(mod3), u=1(mod3), y=2(mod3),
x = 0 (mod 3) elde edilir ve buradan b £ y (mod 3) ve x # a (mod 3) oldugu goriiliir.
Bu durumda da Sonug¢ 2.2.4(c) geregi, %—> T(%) F3 te bir kenardir. Bdylece ispat

tamamlanmis olur.m

Sonug¢ 2.3.13.

(2.18)

yolu F3 te azalan sirada sonsuz bir yoldur. Ayrica bu yolun tiim koselert, %g sayisindan

biiyiiktiir ve 1 + gkésesindeki x ve y dogal sayilar igin 5x% — 4 ve 5y? — 4 tam karedir.

Pu VSOt e limy, g (1422) = 222 i

Ustelik, a,, = .
n

Burada, T yukaridaki gibidir.
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ispat:
HZ) = Z
5—+5
2

5 2 1 1

X R — 1 — - 1 -

AT *s 1+3 +1

lim T”(Q) = 5 _2\/3 ess T3(2) T2(2) 1(2)

Sekil 16. Grafin Ikinci Boliimii

Teorem 2.3.15 den (2.18) F3 te azalan sirada sonsuz bir yoldur ve bu yolun tiim

koseleri 5—7\/3 ten biiytiktiir.

Ayrica ayni teoreme gore, 1 +§ kosesindeki x ve y dogal sayilari i¢in 5x% — 4 ve

5y? — 4 tam karedir ve lim,,_,, (1 + a—”) =58 dir.m
bn, 2
Teorem 2.3.14
k bir dogal say1 ve vy, v,, -+, v, koseleri F 3 grafinin [1,3] araligindaki en

azindan biri %g sayisindan kii¢iik ve en azindan biri S_T\/g sayisindan biiyiik olan koseleri

olarak verilsin. Bu takdirde, F3 te © - v; - v, - -+ > v, biciminde bir yol yoktur.

Ispat:
00
\'
! vV_—V Vk
/\ m_m m
1 4 s_ﬁ 2 3
3 2

Sekil 17. o0 - vy = vy, = -+ = v yolu.
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Eger yukaridaki sekilde de gosterildigi gibi F3 te o0 - v; » v, > -+ - v, yolu

mevcut ise; 5_2—\/3, F3 te kose olmadig icin v, < S_T\/g < Vjp4q olacak sekilde 1 <m <k

vardir ve v,,, = V41 F2 iin bir kenaridir.

Sonug 2.3.11 ve Sonug 2.3.13 te ki kenarlarin (2.17) ve (2.18) dizileri biri artarak biri

de azalarak %ﬁ sayisina yakinsadigi i¢in Lemma 2.2.6 geregi,

T™ (1) =VUp 2 VUpp =T" (—) (2.19)

olacak sekilde m ve n dogal sayilart mevcuttur.
Varsayalim ki, n > m olsun. O halde; (2.19) ifadesi T~™ ile ¢arpilirsa ve Teorem

2.3.10 g6z 6niine alinirsa en azindan bir b € N ig¢in,

1 3 5b —+/5b2 — 4 (2.20)
Z,mn-m(2) = 2 .
=5 = —

elde edilir. Bdylece Sonug 2.2.4 den b = 1 elde edilir. Yani; % —>§ F3 iin bir kenaridir.

Bu durum yine Sonug 2.2.4 iin (b) sikki ile ¢elisir.
Varsayalim ki, n <m olsun. Bu durumda yukaridakine benzer sekilde (2.19)

ifadesini T~™ ile carparsak,

() -

=W

(2.21)

elde edilir. Bu durumda, T™ ™ > 2 olur. Fakat Sonu¢ 2.3.11°e¢ gore her durumda

5—+/5
Tm-n (%) < 2\/_ olup bu bir celigkidir.

O halde, geriye sadece m = n durumu kaliyor. Bu durumda agikca %—> F3

R lw

grafinin  bir kenar1 olmak zorundadir. Bu ise bir ¢eliskidir ve dolayis1 ile ispat
tamamlanir.m
Not: Buradan itibaren [3,4] araliginda grafin seyrini gormek i¢in T doniisiimii yerine

4

5=T—1=(1

:i) déniisiimiinii goz 6niine alacagiz.
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S S
m m
1 2 3 7 1 4
- 5+y5 -—
7 55 3

Sekil 18. [3,4] araligindaki F3 grafi.

Lemma 2.3.15

S=T"1= (41} _i) ve3< < 5“/_ olsun. Bu takdirde,

i. % < S(%) SJ”/_ dir.

ii. % ) (%) F3 iin bir kenaridir & V5b2 — 4 ifadesi bir dogal sayidir ve

5b+V5b2—4 .
= — dir.

ispat:

I. z € R olmak {izere, (%3,52\5) araliginda ki her z i¢in z < S(z) esitsizligi
saglanir.

Ote yandan [3, 5+2\/§) c (5 2\/—,5”—) oldugundan 3 <2 s < 5+\/— icin — < S( ) dir.
S donisimii [3, 5+\/_) N Q kesin kiimesinde monoton artan ve S (52\/3) = 5+2\/§
oldugundan S (%) 5+\/— dir.

Boylece, 3 <2 5 < 5+\/_ 191n 2<S ( ) 5+\/— oldugu gosterildi.

i % > S (%) = 4Z:zb F3 iin bir kenar1 olsun. Bu durumda %< S (%) ve Sonug
2.2.4 ten,
a? —5ab+5b% +1=0 (2.22)

elde edilir. 3 < % oldugunu da g6z 6niine alarak (2.22) denklemini a igin ¢ozersek,
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_ 5b+5b? — 4
-

a (2.23)

dir. a, b € N oldugundan (2.23) esitligindeki 5h? — 4 ifadesinin tam kare olmas1 gerekir.

S5b+V5b2—4
2

Tersine, 5b% — 4 bir tam kare ve a = olsun. 5b% — 4 bir tam kare ve

u? = 2 (mod 3) kongriiansinin ¢dziimii olmadigindan b = 0 (mod 3) olamaz. Bdylece,
Sonug 2.2.4 (b) durumunu ele almaya gerek yoktur. Diger iki durumu ele alalim:

a = 0 (mod 3) olsun. Bu durumda, b # 0 (mod 3) tiir. Buda a — b # 0 (mod 3)
anlamina gelir ve buradan b = +(a — b) (mod 3) elde edilir. Boylece, Sonug 2.2.4 (b)
durumu saglanir.

Simdi, a, b # 0 (mod 3) durumunu ele alalim.

b =1 (mod 3) ise, (2.20) den a = 2 (mod 3) elde edilir ve Sonu¢ 2.2.4( ¢ ) den

a 4a-5b .. .
259 (3) =——~ F 3 {in bir kenardr.

b =1 (mod 3) ise, (2.20) den a = 1 (mod 3) elde edilir ve Sonug¢ 2.2.4( ¢ ) den

- >S5 (g) — *a-sb F3 {in bir kenaridir. m

b b a-b
Sonug¢ 2.3.16.
s LS , S S 3b—/5b2+4
3=4—-— "5 44— 4—-—= 5 . 54 ——2— 5 ... (2.24)
1 2 5 b

4

seklinde S =T"1 = (1

:5) doniisiimii ile elde edilen (2.24) yolu F3 grafinin artan

sirada sonsuz bir yoludur ve bu yolun kése noktalariin dizisinin limiti # dir.

ispat:
R _4z-5
S(z):=T""(2) = P
545
2
1 1 2
— 4 I 4 — —
3=4—7 4- 5
em 5+V5
S(3) 5*(3) A §7(3) ==

Sekil 19. Grafin Ugiincii Boliimii
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5+/5

> ) N Q kiimesinde kesin monoton artan oldugundan (2.24) ile

S donisiimii, [3,
verilen yol artandir. Bu yolun kose noktalarinin  dizisinin  limitinin

3b—/5b2+4

. 5+v5
glm 4 — Z = +2\/_ oldugu kolaylikla goriiliir.m
)
Lemma 2.3.17

545
2

< % < 4 olsun. Bu durumda,

i8> 5(8) > 2 gir

i & -5 (%), F tn bir kenarudir < 5b? + 4 tam karedir ve a = 2222 gir
Ispat:

. R-— [5_2—\/3, 52\/3] kiimesi tlizerinde 2z > S(z) esitsizligi saglanir. Dolayisiyla

5+1/5

ald < % <4 igin %> S (%) dir. Ote yandan, S doniisiimii [ >

2

monoton artan ve S (52‘@) = 5+2‘/§ oldugundan S (%) > 5+f dir.

,4) N Q kiimesinde

ii. Once 6nermenin gerek sartini gosterelim. Bunun igin, % - S (%) = 42:15)1) F3 iin
bir kenari1 olsun. % >S5 (%) oldugundan ve Sonug 2.2.4 den,
a’—-5ab+5b*—-1=0 (2.25)
elde edilir. 4 > % oldugunu da g6z oniine alarak (2.25) denklemini a i¢in ¢ozersek,
_Sh+VshbZ+4 (2.26)

a 2

elde edilir. Diger taraftan a,b € N oldugundan (2.26) esitliginden 5b% + 4 sayismin tam

kare oldugu sonucuna varilir. Boylece gerek sartin ispati biter. Simdi, yeter sartin ispatini

verelim.
Tersine, 5b% + 4 bir tam kare ve a = SbJFTSbZH esitlikleri géz Oniine alinarak daha
once yaptigimiz gibi Sonug 2.2.4 te verilen kenar kosullari ile % -5 (%) = 4Z:Zb nin F3

tin bir kenar1 oldugu kolaylikla elde edilir.m
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Sonug¢ 2.3.18.
- LS 5 S S 3b—/5b2+4

a5 415 435 5, T L (2.27)
1 3 8 b

. . o 54E
F3 {in azalan sirada sonsuz bir yoludur ve bu dizinin limiti T\/— dir.

-
- 4z — 5 F
S(z):=T 1(2:): ——1
5+\/g 4-= 4_1 i_()
2 3 1
i 57 (00) =4V see S%e0) S0 S(0)

Sekil 20. Grafin Dordiincti Boltimii

Ispat: S doniisiimii [%ﬁ ,4) N Q kiimesinde kesin monoton artan oldugundan

(2.27) ile verilen yol azalan siradadir. Bu yolun kdse noktalarinin dizisinin limiti,

3b —+5b%2 +4
lim| 4 — 2 —5+\/§
b—co b 2

dir.m

Teorem 2.3.19

k bir dogal say1 ve vq,V,, -, vy koseleri F3 iin [3,4] deki en azindan biri 5+T\/§

sayisindan kii¢iik ve en azindan biri %ﬁ sayisindan biiyiik olan koseler olsunlar. Bu

durumda, F3 grafinda v; » v, - -+ > v, - o yolu yoktur.
Ispat: Teorem 2.3.17 de [1,3] araliginda yapilan ispatin bir benzerini [3,4] arali1

i¢in yapacagiz.
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545
2

545
2

vy, Vg, o, Vg kOselerdi, F3 grafinm [3,4] araligindaki en azindan biri

sayisindan kiiciik ve en azindan biri %ﬁ sayisindan biiyiik olan koseleri olsun.

noktasi F3 te kose olmadigindan v, < S_T‘/g < V41 olacak sekilde 1 < m < k vardir

Ve Uy = Upmyr, F2 iin bir kenanidir. (2.27) ile verilen koseler dizisi, %ﬁ irrasyonel

sayisina yakinsadigi i¢cin Lemma 2.2.6 geregi,

3

sm (I) =Vpy 2 Uper = S™(4) (2.28)

olacak sekilde m ve n dogal sayilart mevcuttur.

Varsayalim ki, n > m olsun. O halde; (2.28) ifadesi S™™ ile ¢arpilirsa Lemma

3 4 5b+V5b2+4
2.3.20 geregi mevcuttur en az bir b € N oyle ki i sn-m (I) = Z F3 {in bir
kenaridir. Buradan Sonug 2.2.4°e gore, 3b — ShHVEDTH 1 ve dolayistyla b = 1 olmak

2
zorundadir. Yani; %—>% F3 iin bir kenaridir. Bu ise yine Sonug¢ 2.2.4’iin (a) sikki ile
celisir.

Varsayalim ki, n <m olsun. Bu durumda yukaridakine benzer sekilde (2.28)

ifadesini S~ ile carparsak Lemma 2.3.15 geregi, S™™" (%) - %elde edilir ve dolayisiyla

5b 4+ V5b% —4
-2

z F3 iin bir kenaridir. Buradan Sonug 2.2.4’e gére,

-

SIS

2
5b+v5b® — 4 V25b4_4b I (2.29)

elde edilir. (2.29) denkleminin ¢oziimiinden b =1 veya b = 2 bulunur. Sonu¢ 2.2.4°e
gore; b = 1 icin, §—> % celiskisi, b = 2 icin, %—» % celiskisi elde edilir.
Son olarak m = n oldugunu varsayalim. Bu durumda da %—) % F3 iin bir kenar

olmak zorundadir. Bu ise bir ¢eligkidir ve ispat tamamlanir.m
Daha oOnce ifade etmis oldugumuz gibi Teorem 2.3.6 un ispatin1 asagida

tamamlayalim.
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Teorem 2.3.6 min ispatimin Devamm : Teorem 2.3.14 ve Teorem 2.3.19 geregi,

(%E)szx/ﬁ) arahginda F3 grafinin koseleri oo’a baglanmaz ve dolayisiyla F3 grafi
baglantisizdir. Boylece Teorem 2.3.6’nin ispati tamamlanmigtir. m

Buraya kadar yaptiklarimizla calismanm ana problemi olan F3 grafinin
baglantisizligin1 géstermis olduk.

Simdi, sayilar teorisi acisindan énem arz eden sonuglarimizi verelim. Ik olarak
asagidaki teoremle, her m € Z igin (9m? — 4)b? + 4 sayisin1 tam kare yapan b dogal
sayilarini elde edecegiz.

Teorem 2.3.20

Tiim m dogal sayilar1 igin (9m? — 4)b? + 4 sayisin1 tam kare yapan b dogal sayilari
0, 1, 3m, 9m? -1, 3m(9m? —-1)—-3m, -, x, y, 3my — x, -

seklindedir.
Ispat: Ispat icin yukarida yapildigi gibi yalmizca [1,4] araligini kullanmamiz
yeterlidir.

-1 3m+2
-1 3m+1

taraftan Sonug 2.2.4 ile,

M = ( ) matrisine karsilik gelen doniisiimiin I' te oldugu agiktir. Diger

% N M(l) _ 3m+1 (2.30)

F3 te bir kenardir.

M(x) = xrsmE2 doniisiimii  i¢cin M'(x) =

—-x+3m+1 (—x+3m+1)2 oldugundan M

dontistimii [1, 4] araliginda artan bir dontistimdiir.

Ayrica (2.30) dan Vk € N icin M¥ (1) < MkH1 G) oldugunu kolayca gorebiliriz.

1

Yani, {M*¥(1)} dizisi [1,4] araliginda artan  bir  dizidir.  Ustelik,

M*(1) =|1; 3m,3m, -, Sml veya bagka bir gosterimle;

k tane
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ME(D) =1+

3m— 1
3m — I — (2.31)

1
3m

3m+2-vVom2—4
2

dir.

siirekli  kesir gosterimine sahiptir. Ayrica, limy_, M*(1) =

3m+2-vom2—-4

> esitsizligi gegcerlidir.

Boylece, Vk€eN icin M*(1) <

Eger, %< 3m+2—2;9m2—4 ise, T(%) < w oldugu kolayca goriiliir. Ustelik,
E—>T(5)=M F3 te bir kenar ise Sonu¢c 224 den VkeN igin
b b —a+(3m+1)b

Mk G) — Mk+1 G) F3 te bir kenardir. Buradan,
5 um 2 5. (2.32)

F3 te sonsuz uzunluklu bir y yoludur. (2.32) ile verilen bu y yolunun % koselerinin

paydalarindaki b tam sayilar1 (9m? — 4)b? + 4 sayisim tam kare yapar. O halde, (2.32) ile

verilen y yolunu yeniden;

2_ ’
142 5 1+4— > 1+ 5 1+ e - 1+=
1 3m Im2-1 3m(9m2-1)-3m b’
142
+ P - e (2.33)
seklinde yazabiliriz. Ayrica,
0, 1, 3m, 9m? — 1, 3m(9m? — 1) —3m, -,x, y, 3my —x, - (2.34)

tam sayilar1, (9m? — 4)b? + 4 sayisin1 tam kare yapar.
Simdi rahatlikla soyleyebiliriz ki sadece yukarida (2.34) ile verilen negatif olmayan

b tam sayilar1 icin (9m? — 4)b? + 4 tam say1s1 bir tam Kare olur.
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Tersine, (9m? — 4)b? + 4 sayisi1 tam kare yapan t dogal sayilar1 var olsun. O

(3m+2)t- [(9m2-4)t2+4
3m+2-vom?-4

a
halde; == £ rasyonel sayisi
by t 2

sayisindan daha

kiiciiktiir ve Sonug 2.2.4 geregi, % -T (%
1

1

) F3 {in bir kenaridir. Varsayalim Ki baz1 k

dogal sayilar1 igin Mk(%) < % < Mk+? G) olsun. Lemma 2.2.6 dan,
1

™ G) < Z—i < Tm+l (‘;—i) < Mk+1 G) (2.35)

elde ederiz. Buradan baz1 y ler i¢in asagidaki esitsizlik dogrudur.

Bm+2)y— / (9m2-4)y2+4

Mk (1) = 1+ 2 < ‘;—i (2.36)

Diger taraftan asagidaki esitliklerde dogrudur.

Bm+2)t—_|(9m2-4)t2+4
2

a a1
D=1+ : > T <b1) (2.37)
T(2)=1+ : 2.38
(b1) st 3mt— /(91;12—4)t2+4 ( )
Mk+1 l =1+ y 2.39
(1) sy 3my-— 9,,,212_4)3,2+4 ( )
(2.37) ve (2.38) den T (“—) < M**1(3) esitsizligi dogrudur. Yani,
by 1
1+ : <1+ Y (2.40)

3my—_[(9m2-4)y2+4

2

3mt—_[(9mZ-4)t2+4
t

2

3m 3my
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esitsizligi dogrudur. (2.36) esitsizliginden t/(9m? —4)y2 + 4 > y,/(9Im2 — 4)y? + 4

elde edilir. (2.40) esitsizliginden de t/(9m2? — 4)y2 + 4 < y,/(9m2 — 4)y2 + 4 elde
edilir. Bu ise agik bir ¢eliskidir. Boylece, % sayisl {M k G) t k€ N} kiimesinde olmak
1

zorundadir. Bu da teoremin ispatini tamamlar. m

Sonug 2.3.11 ve Sonug¢ 2.3.13 ii goz Oniine alirsak asagidaki iki sonucu ispatsiz
olarak verebiliriz. Bu iki sonug ile 5b? ¥ 4 formundaki tam sayilar1 tam kare yapan b
pozitif tam sayilar1 elde edildi.

Sonug¢ 2.3.21

5b% + 4 sayisim tam kare yapan negatif olmayan b tam sayilari,
0, 1, 3, 8, 21, 55, 144, - , x, y, 3y — x, - (2.41)

seklindedir.m
Sonug¢ 2.3.22

5b% — 4 sayisim tam kare yapan negatif olmayan b tam sayilari,
1, 2, 5, 13, 34, 89, -, x, y, 3y —x, - (2.42)

seklindedir.m

Yukaridaki iki sonuctan, Fibonacci dizisiyle iligkili olarak asagidaki 6nemli sonucu
elde ederiz.

Sonug 2.3.23

{a,} ve {b,} dizileri swrasiyla; (0,1,3,8,21,55,144,:-,a, b, 3b —a,-+ ) Ve
(1,2,5,13,34,89, ---,a, b, 3b — a,-:-) olsun. Bu iki dizinin elemanlarindan elde edilen
(aq,bq,a5, by, -+, ay, by, ,-+) dizisi Fibonacci dizisidir.

Ispat: Tiimevarim yontemiyle her n € N* icin a,, + b, = ap4q1 V€ by + apyq =
b,,1 oldugunu  gostermeliyizz. n=1 i¢in a;+b;=0+1=1=aqa, ve
b, +a, =1+ 1 =2 = b, olup iddia dogrudur.

Varsayalim ki k € N7 igin iddia dogru olsun. Yani;

A + b = Qg1 Ve by + Qg1 = Dpyq (2.43)
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olsun. Bu durumda géstermeliyiz ki; agiq + bry1 = Qgyz V€ briq + Qriz = byyo dir.
Oncelikle ay,1 + bgy1 = ax4p oldugunu gosterelim.

{a,} ve {b,} dizilerinin tanimindan a,,, = 3a;, — ay_,; V& byy; = 3by — by_4
oldugunu elde ederiz. Buradan (2.43) esitsizligini goz oniine alirsak,

Q1+ by = 3(ar + by) — (ag—1 + br—1) = 3ap41 — Ak = Apy2 (2.44)

elde edilir. Benzer sekilde,

by + ayy1 = 3bg_1 — by +3ay —ax_; = 3(bg—1 + ay) — (ag—1 + br_3)
:Sbk — bk—l = bk+2 dir.

Boylece byyq + A4z = by, oldugu da gosterilmis olur. Bu ispati bitirir.m



3. IRDELEME

Charles C. Sims 1967 de yayinlanan “Graphs and Finite Permutation Groups” adli
makalesinde, bir Q kiimesi tlizerinde hareket eden bir G grubunun alt yoriingesel graflarini
ve bu graflardaki devre uzunluklarini inceledi. Daha sonra bu sonuglardan yola g¢ikarak
1988 yillarinda, Gareth A. Jones, David Singerman ve Keith Wicks Q = Q U {0}
genisletilmis rasyonel sayilar kiimesi {izerinde hareket eden I' Modiler grubunun alt
yoriingesel graflarin1 arastirdilar [6]. Bu ¢alismada Gy, graflarinin bazi 6zellikleri ile
birlikte, bir G,, , grafinin bir orman olabilmesi i¢in gerek ve yeter sartin liggen igermemesi
oldugu yani, u? + u + 1 # 0 (mod n) oldugu konjektiirii verildi. Bu konjektiir ise 2001 de
M. Akbas tarafindan “On Suborbital Graphs for the Modular Group” adli ¢alismasinda
ispatlandi.[12]

2011 yilinda; Yavuz Kesicioglu’nun doktora ¢alismasinda [11] F3  alt yoriingesel
grafim elde etmek igin [6] daki ' ve Ty(n) gruplarinin yerine sirasi ile '3 ve I$(n) alt
gruplart kullanmilmak suretiyle, T$(n) alt grubunun dogurdugu I'? invaryant denklik
bagitis1 tanitildi. Boylece bu calisma ile ilk defa F2, tipindeki alt graflarin baglantililik
ozellikleri incelendi. Ancak F3 grafinin baglantisizhigi ispat edilemedi. F3 grafinin
baglantisiz olacagi Yavuz Kesicioglu’'nun bu c¢aligmasinda sadece bir konjektiir olarak
verildi.

Biz bu tez ¢alismasinda, Yavuz Kesicioglu’nun doktora tezinde konjektiir olarak
biraktign F3 grafinin baglantililik 6zelliklerini inceledik ve s6z konusu konjektiirde oldugu
gibi F? grafinin baglantisiz oldugunu gosterdik.

Ayrica bu ¢alismalar sirasinda sayilar teorisi agisindan onemli bazi sonuglar elde
ettik. Bu tez calismasi ile tiim m dogal sayilari i¢in (9m? — 4)b? + 4 sayisim tam kare
yapan b dogal sayilarmi bulduk. Bunun yaninda 5a? + 4 ve 5b? — 4 sayilarm tam kare

yapan tim a ve b sayilarin1 ve bu sayilarinin Fibonacci sayilari ile olan iligkisini ortaya

koyduk.



4. SONUCLAR

Bu tezde elde edilen baslica 6nemli sonuglar su sekilde verilebilir.

1. F3 grafinin baglantisiz oldugu gosterildi.
2. Onerme 2.3.4 ile % ->T G) i F3 te kenar yapan I'3 teki T doniisiimlerinin sinifi
bulundu.

3. Onerme 2.3.5 ile T € I'® olmak iizere, % - T G) F3 te bir kenar iken 1 ile T(1)

koseleri aras1 mesafenin en fazla % oldugu gosterildi.

4, Teorem 2.3.20 ile tiim m dogal sayilari i¢in (9m? — 4)b? + 4 sayisi1 tam kare
yapan b dogal sayilar1 bulundu.

5.5a? + 4 ve 5b% — 4 sayilarin1 tam kare yapan tim a ve b pozitif tam sayilar
bulundu. (Sonug 2.3.21-22)

6. 5a® + 4 ve 5b% — 4 sayilarin1 tam kare yapan aveb pozitif tam sayilarmin

Fibonacci sayilarini olusturdugu ortaya kondu. (Sonug 2.3.23)



5.ONERILER

1 -5
1 -4

gotiirdiigli arastirilabilir. Yani, “Hangi 6zellige sahip Mobiiis doniisiimlerinin bu

1. T3 grubunun T =( ) elemaninin  kuvvetlerinin o’u neden en uzaga

ozelligi saglar?” problemi géz Oniine alinabilir.

2. 5a® + 4 ve 5b% — 4 sayilarimi tam kare yapan aveb pozitif tam sayilaridan
Fibonacci sayilarinimn elde edilmesi yaninda; (9m? — 4)b? + 4 sayisim tam kare
yapan b tam sayilarinin 6zellikleri aragtirilabilir. Yani, bir anlamda genisletilmis
Fibonacci sayilar1 diyebilecegimiz yukaridaki b tam sayilarinin 6zellikleri
arastirilabilir.

3. Keyfi m € Z i¢in, (9m? — 4)b? — 4 sayisim1 tam kare yapan her zaman bir b € Z
mevcut olmayabilir. Mesela, m = 2 alindiginda, 32b% — 4 yi tam kare yapan b tam
sayis1 bulunamaz. Bu durumda, “Hangi m tam sayilar1 i¢in(9m? — 4)b? — 4

sayisini tam kare yapan b € Z ler bulunabilir?” problemi arastirilabilir.
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