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3.1 Giris

n bilinmeyenli n denklemden olusan bir lineer denklem takiminin genel sekli
asagida verilmektedir.

Ay Xy + 8 X, + 8 X, =Dy
&, X +a,X, +--+a, X =hb,

2n’'n

8y X, + 35X, +-+ A, X =D, — [Al{x}={b}

a. X +a,X, +-+a X =b
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n bilinmeyenli n denklemden olusan bir lineer denklem takiminin matris halinde
gosterilimi ise asagidaki gibidir.

A, &, Ay, X bl
Ay Ayttt Ay || X bz
[AI{x} ={b} ——>
Ay Ayt Ay, (4% p =Dy ¢
: X; bi
_anl anZ'” ann_ \Xn, \bn,
Katsayilar Matris Bilinmeyenler YUK

Vektoru Vektori



Lineer denklem sistemlerinin sayisal ¢oziim yontemleri:

v' Direkt yontemler
v’ Ardisik yaklasim yontemleri

olarak iki grupta incelenebilir.

Direkt ¢oziim yontemlerinde ¢oziim sonlu sayida adimla elde edilir. Ardisik
yaklasim yontemlerinde ise bilinmeyenler icin baslangi¢c degerleri secilir
ve bu degerlere bagl olarak bilinmeyenler yeniden hesaplanir. Isleme bu
sekilde devam edilerek bilinmeyenler icin sonsuz terimli bir ¢oziim dizisi
elde edilir. Eger bu dizi, sonsuzda bir degere yakinsiyorsa ¢oziim budur, aksi
halde dizi bir yerde kesilerek yaklasik ¢oziim elde edilir. Dizinin bir degere
yakinsamamasi ¢ozim olmadigini gostermez; yeni baslangic degerleri ile
¢ozim tekrarlanir.
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3.1.1. Gauss-Eliminasyon Yontemi I




ApXp + A%, T3,
AyX; T 05X, Ta;X;

ﬂilxl + aszxz + aﬂxj

A X +a,X, T4,

@, X, +a,x,+a;;x;

Aoy X+ 5, X, 0y ,X,

veya matris formda
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Bir lineer denklem takimini genel olarak

Sl € e

A

Xy




//

Gauss eliminasyon yontemiyle bir denklem sisteminin ¢oziimii asagidaki gibi g

adimda yapilir:
i. Birinci satir a,'e boliinerek a, =1 elde edilir,

ii. Diger satirlarin ilk elemanlari sifirlanir. Bu adimda, bilinmeyenler elimine edilerek

denklem seti bir tist tiggen matris haline getirilir.

iii. Ust ticgen matrisin son denkleminden baslayarak bilinmeyenler bulunur.



> Ust-iicgensellestirme asamasi
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> Ust-iicgensellestirme asamasi

Lineer denklem sistemindeki denklemlerden herhangi birinin iki tarafinin sifirdan
farkli bir sayryla béliinmesi veya c¢arpilmasi denklemi degistirmez. Yine bu
denklemlerden ikisinin birbiriyle toplanmasi veya c¢ikartilmasi lineer denklem
takiminin ¢ozimiinu degistirmez.

Buna gore denklem sistemindeki birinci denklemin her iki tarafi a. ile boltindiikten
sonra sirastyla

- a= ile ¢arpilip ikinci denklemden ¢ikartilarak

- as ile carpilip ti¢tincti denklemden cikartilarak

. o . M (1) (1) (1 (1 (1 . M1 1y (1)
- an ile carpilip N ’inci denklemden c¢ikartilarak @ @ @ A I R B
0 a o - P & o al) X, 3
katsayilar matrisi bu hale getirilir. 0 o o - a? & - d| x| B
0 a7 ay al? al? aly x, ¢ =456
0 (IEJ agf,) a f’" ai"} a i,f X, b!¥
0 a) all) al (I{\J) alll Xy b7




Benzeri islemler ikinci denklem ile sonraki denklemler arasinda tekrarlanarak denklem
sistemi;

) (1) (1) () (1) (1) VN 2 (D)
d;p dpy dpy - dy - dpy - dgy X; f’p
2 2 2 2 2 2

0 o @ P P o aR| [n| [a®
(3) (3) (3) (3) 3

0 0 az - az - az; - azy X3 b§ )

3 3 3 3 Y€

0 0 ay al’ ay’ aly) |*4x; =16 ¢
€) 3) 3) (3) @3)
0 0 aj; as a; ay X; b;
(3) (3) (3) (3 3

i 0 0 ay; - ay - ay - Ayy | Xw. _b.-Ef)J
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Geri Stipiirme asamasi ile bilinmeyenler en alt satirdan baglanarak
sirayla bulunur.
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Denklem sisteminde kosegen elemanlar1 pivot elemanlar olarak
adlandirilir ve katsayilar matrisi [A] nin determinanti:

_ a1 4a(2) (n)
Det[A] =a;;ay - ay,

seklinde bu pivot elemanlarin ¢carpimiyla hesaplanuir.
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Uygulama-1

Asagida verilen denklem takimini Gauss-Eliminasyon yontemi ile c¢oziiniz ve
katsayilar matrisinin determinantini hesaplayiniz.

X, +2X, +3X, +4X, =6
X, +4X, +9X, +16x, =22
X, +8X, + 27X, + 64X, =84
X, +16X, + 81X, + 256X, = 322
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Bazi matrislerde iist-ticgensellestirme asamasinin herhangi bir adiminda, daha once

yapimis olan islemlerin sonucunda aw diyagonal elemani nin degeri sifir olabilir. Bu gibi
durumlarda sifirla bolme sorunu nedeniyle yukarida izah edilen Gauss yok etme yontemi devam
ettirilemez. Bu sorunu gidermenin bir yolu kismi pivot uygulamasidir.

ay dp a ayy Ay

0 a, ay asn AN+

0 0 ay

0 0 A gp-1 ey Qe 7 Ty Qpogvser |
o o0 0 0 0 Ay. - Ay @y o1
0 0 0 0 Opage Apamsr  Gpany Qpawa
0 0 0 0 Qpeme Qpemsy  Apooy Qpoonya _
0 0 0

0 0 0 0 a gy - Ayy A syer |

Lineer bir denklem takimindaki iki denklemin sirasinin degistirilmesi ¢oziimiu hi¢bir
sekilde degistirmez. Buna gore Gauss yonteminin ust-licgensellestirme asamasinda herhangi
bir k inct adimda aw diyagonal elemani sifir olmussa, bundan sonraki denklemlerden, bu
diyagonal elemaninin altindaki elemant sifir olmayan herhangi birisinin yeri K'inc1 denklemle
degistirilebilir. Bu uygulamaya “kismi pivot uygulamasi” denir.






/

__— -
Uygulama 2

Asagida verilen denklem takimimi Gauss-Eliminasyon yontemi ile
¢ozuinliz ve katsayilar matrisinin determinantini hesaplayiniz.

2% — X, —X; +3X, =9
—4X, +2X, +3X; —3X, =3
6X, —2X, +3%X, =11
2X, +4X, — X, =-14
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3.1.2. MAKSIMUM PIVOT STRATEJISI (Tam Pivotlama)

Katsayilar matrisinde baslangictan itibaren veya Gauss eliminasyon
yonteminin st-iiggensellestirme asamasinin herhangi bir adiminda diyagonal
elemanlarindan birinin veya bir ¢ogunun sifir olmasi ya da digerlerinden kiiciik
olmasi halinde maksimum pivot stratejisi uygulanmasi yararli olur. Maksimum
pivot stratejisi genel olarak katsayilar matrisinin, en biiyiik elemanlar1 diyagonal
tizerine gelecek sekilde satirlarinin ve siitunlarinin yerlerinin degistirilmesi
seklindedir. Katsayilar matrisinin iki satirinin (sag taraf elemani da dahil olmak
lizere) yer degistirmesinin ¢6zimi degistirmeyecegi daha 6nce de belirtilmisti.
Katsayilar matrisinde iki stitunun yer degistirmesi ise bilinmeyenlerin sirasinin
degistirilmesi anlamina gelir ki bilinmeyenlerin sirasinin bu islemler boyunca nasil
degistiginin tespit edilmesi ve ¢oziim elde edildikten sonra bilinmeyenlerin

sirasinin eski haline getirilebilmesi i¢in bir siralama islemi yapilmasi gerekir.



Ornek

Yandaki 4 bilinmeyenli denklem sisteminde katsayilar
matrisinin en blylk elemani (maksimum pivot) 6 degerine
sahip olup dérdlincid satinn Gg¢lncl sdtununda vyer
almaktadir.

Bu maksimum pivotun ilk diyagonal elemani olmasi igin:

- 6nce birinci satirla dérdincd satirin yerlerinin dedismesi

- sonra da birinci sdtunla Gg¢lUncli sUtunun vyerlerinin
degismesi gerekmektedir. Ancak bu situn degisiklidi
durumunda bilinmeyenler vektdrinde birinci bilinmeyen ile
Uglincd bilinmeyeni yerinin de degistirilmesi gerekir.
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ikinci asamada katsayilar matrisinin birinci satir ve situnu disinda kalan diger elemanlari
arasindan yeni bir pivot secilecektir. En blyilk iki elemanin da dedgeri 5 olup bunlardan birisi
ikinci kdsegen Uzerinde yer almaktadir. Buna goére zaten pivot késegen Uzerinde oldugundan
bir degisiklige gerek olmayacaktir.

Uglinci asamada katsayilar 6 3 2 1 X, (12 6 3 1 27 [x;] [12]
matrisinin bltmu ve ikinci 305 2 7 et g 3 05 7 ool 1
satirlari ve sltunlarn disinda D N . .
kalan diger elemanlari T | X; 9 I 15 Yy |9
arasindan yeni bir pivot 2 2|4 2] Ix,) |5 2 212L4 | 1] 5
aranacaktir. Bu pivot ) - ) ) '

dérdincu satir ve dérdincu
stitunda yer alan 5 dederi olup, buna gére énce doérdinci satirla Gglinct satirin, ardindan da

dérdincl sdtunla Uglinch sUtunun yerlerinin dedismesi gerekmektedir.Ayrica bilinmeyenler
vektérinde Uclncl ve dordincl sirada yer alan bilinmeyenlerin yerleri de degisecektir.

Goruldagu gibi satirlarin yerleri degismekle birlikte bilinmeyenlerin sirasi degismemistir. Ancak
sttunlarin yeri dedisirken bilinmeyenlerin de yerleri degismistir.
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Uygulama 3

Asagida verilen denklem takimini Gauss-Eliminasyon yontemi ile tam pivotlama
yaparak ¢oziiniiz.

X 42X, —3X; =—32
2X, + 9%, —3X, =31
X, — X, —6X; =—23
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Odev 5

Asagida verilen denklem takimini Gauss-Eliminasyon yontemi ile ¢6zuniiz ve katsayilar matrisinin
determinantini hesaplayiniz.

3.6 X1+2.4 X:-1.8 X5 =06.3
4.2 X1-5.8 Xo +2.1 X5 =7.3
0.8 Xi+3.5 Xs +6.5 X5 =3.7



