BoAlum 1

Kismi Diferensiyel denklemler(temel
kavramlar)

Bu boliimde

e kismi diferensiyel denklemler icin temel kavramlari, bayag: diferensiyel
denklemler teorisi ile iligkili alarak tanitiyor,

e bayag diferensiyel denklemlerle modellenen tipik olaylari dikkate alarak,
daha kapsamli analizin kismi diferensiyel denklem modelleri ile gercek-
lestirilebilecegine dikkat cekiyor ve bu suretle kismi diferensiyel denk-
lem caligsmalarini motive ediyoruz. Ayrica

e kismi diferensiyel denklemler i¢in basamak, boyut,lineerlik, homojenlik
kavramlarini inceliyoruz. Ayrica

e bayag: diferensiyel denklemlerde oldugu iizere, integral yardimiyla
¢oziilebilen kismi diferensiyel denklemleri gozoniine aliyor ve genel ¢oziim-
lerini elde ederek, bayagi diferensiyel ve kismi diferensiyel denklem
genel coziimleri arasindaki iligkilere dikkat gekiyoruz.

1.1 Bayagi ve kismi diferensiyel denklem-
ler(temel kavramlar ve iligkileri)

Bayag: diferensiyel denklem bilindigi tizere tek bir bagimsiz degiskene sahip
bagimh degiskenin, soz konusu bagimsiz degiskene gore tiirevini iceren den-
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2 Kismi Diferensiyel denklemler(temel kavramlar)

klemdir. En genel halde birinci basamaktan bayag: diferensiyel denklem

St y,y1) =0 (1.1)

bigimde ifade edilebilir. Burara ¢ bagimsiz degigsken ve y = y(¢) bagimh
degiskendir.

Bagimh degiskenin fiziksel bir anlama sahip olmasi durumunda, (1.1)
denklemi bagiml degiskenin zamanla degisimini diizenleyen fiziksel yasanin
matematiksel bir ifadesidir:

1. Kiitle korunumu: Su dolu bir kab igerisine bir damla miirekkep
damlatalim, ¢ = ¢(t), kab igerisinde ¢ anindaki toplam miirekkep mik-
tart olsun. Miirekkep miktar1 zamanla degismeyecek, yani kiitle ko-
runacaktir. Bu durumda kiitle korunumunun matematiksel ifadesi ola-

rak
de B

yri
diferensiyel denklemini elde ederiz. Bu denklem birinci basamaktan bir
bayagi diferensiyel denklemdir. Eger ¢ = 0 anindaki miktar ¢y ise bu

0

taktirde
de
— =0 1.2
7 (1.2)
c(0) = ¢

baslangi¢ deger problemi olarak adlandirilan (1.2) probleminin ¢oziimii
olarak c(t) = cp, t > 0 elde ederiz.

Sekil 1.1: Su dolu kabda miirekkep yayilim gematigi
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1.1 Bayagi ve kismi diferensiyel denklemler(temel kavramlar ve iliskileri) 3

2. Korunan kiitle difiizyonu: Fick yasasi olarak bilinen yasa geregi yu-
karida gz oniine alinan kab icerisindeki miirekkep, yiiksek yogunluklu
bolgelerden diisiik yogunluklu boélgelere dogru molekiiler etkilesimler
sonucu yayilacaktir. Molekiiler etkilesimler sonucu olusan bu yayilma
islemine difiizyon adi verilmektedir. Kabimizin Sekil 1.1 de goriidiigii
tizere {istii acik ve su dolu oldugunu diigiinelim. Uzun ekseni x ekseni
olarak diisiinelim, x noktasi ve ¢t anindaki miirekkep konsantrasyonunu
c(x,t) ile gosterelim. Bu durumda bardak igerisindeki miirekkep kon-
santrasyonu, ilerleyen derslerimizde acik¢a nasil elde edildigini inceleye-

cegimiz
dc 0
c(z,0) = ¢

ile verilen difiizyon kuralina gére yayilir. Ornegimizde ¢ degeri konum(z)
ve zamana(t) bagh olarak degigmektedir, yani ¢ = ¢(x,t) dir, bu du-
rumda x ve t ye bagimsiz degisken ve ¢ ye ise bagimh degisken adi veril-
mektedir. Birden fazla bagimsiz degiskene sahip bir bagimlh degiskenin
sz konusu degigken veya degiskenlere gore kismi tiirevlerini iceren den-
kleme Kismi Tiirevli Diferensiyel Denklem veya Kismi Diferen-
siyel Denklem(KDD) ad: verilmektedir. Bayag diferensiyel den-
klemlerde oldugu gibi KDD lerde de denklemin basamagi en yiik-
sek basamaktan tiirevin basamagina esittir, o halde (1.3) denkleminin
basamag ikiye egittir.

(1.3) modeli,

e herhangi bir xy noktasindaki degerin komsu noktalara gore kiiciik
olmasi, 6rnegin zy noktasinda yerel minimuma sahip olmasi duru-
munda ¢,,(z9) > 0 olacagindan stz konusu nokta komsulugunda
noktada ¢; > 0 olacagini, dolayisiyla ¢ nin artacagini ifade eder.
Ote yandan

e herhangi bir zy noktasindaki degerin komsu noktalara gore biiyiik
olmasi, 6rnegin xy noktasinda yerel maximuma sahip olmasi duru-
munda ¢,,(z9) < 0 olacagindan stz konusu nokta komsulugunda
¢; < 0 olacagini, dolay siyla ¢ nin azalacagini ifade eder.

3. Korunan kiitle adveksiyonu(tagimimi): Ote yandan x = x(¢), tek
yonde(drnegin saga dogru) dz/dt = v > 0 hiziyla hareket eden akigkan
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icerisinde yayilmayan(difiize olmayan) kimyasalin konumunu gostersin.
¢(x,t), x noktast ve t aninda birim hacimdeki kimyasal miktar1, yani
kimyasal konsantrasyonu olmak {iizere, v hiziyla hareket eden ortamda
toplam konsantrasyonun zamanla degismedigini kabul edelim. Bu du-
rumda zincir kurali yardimiyla modelimiz

de Oc  Ocdx

a  oi ordt
= ¢ +ve, =0 (1.4)

olarak ifade edilir. Bu denklem adveksiyon(taginim) denklemi olarak
bilinen denklem tiiriine aittir ve denklem birinci basamaktandir.

. Enerji korunumu: Newton soguma yasasi, bir cismin yiizey sicak-
liginin zamana gore degisiminin, yiizey sicakligi ve dig ortam sicaklig
arasindaki fark ile orantili oldugunu ifade eder. Cismin ¢ anindaki yiizey
sicaklig1 T'(t) olmak iizere, bu yasa

T = —a(T — A)

olarak ifade edilebilir, burada A sabit veya zamanla degisebilen dig or-
tam sicakligl, a > 0 ise 151 transfer katsayisidir. Ornegin baslangicta 75
derecedeki bir fincan kahveyi 25 derecede oda sicaklhigina getirdigimizi
diisiinelim. Ilerleyen zamanlarda kahve iist yiizeyinin sicaklig,

dT
— = —olT - 25) (1.5)
T(0) = 75

baglangic deger problemi ¢oziilerek elde edilebilir. Denklemi ¢ozerek
T(t) =25+ 50e ™

elde ederiz. t— > oo i¢in 1" degerleri azalarak 25 degerine yaklagtigina

dikkat edelim

e Ancak kahve iist yiizeyinin sicakligi, fincan igerisindeki sicak-
liktan genelde farklhidir. z—yoniinii kupa uzun ekseni oldugunu,
sadece bu ekse boyunca 1s1 degisiminin oldugunu ve fincanin 1s1
yalitimli oldugunu, ayrica bir birim yiiksekliginde oldugunu kabul
edelim, Sekil 1.2.
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I

1
a
Sekil 1.2: Fincan sematigi

Sicaklik degisim modeli olarak diisey eksen ve zamana bagli olarak

T, = KI.. (1.6)
.o = 0
T..=1 = —aT —25)
T(z,0) = 175

e Burada 7, terimi Termodinamik yasalar cercevesinde 1sinin si-
cak bolgeden soguk bolgeye dogru hareket edecegini ifade eder.
Herhangi bir zg noktasinda 7., > 0 ise, komsu noktalardaki 1sinin
daha yiiksek oldugu ve dolayisiyla difiizyon katsayisi £ > 0 oldugu
igin T, > 0 olacagindan 7' nin z; noktasinda artmasi gerektigi,
yani komsu sicak bolgelerden z, noktasina dogru molekiiler etk-
ilesimler sonucu 1s1 difiizyonunun gerceklesmesi gerektigi gortiliir.
Fakat eger zy noktasinda 7,, < 0 ise komsu noktalardaki 1sinin
daha diisiik oldugu ve dolaywsiyla 7; < 0 olacagindan 7' nin 2
noktasinda azalmasi gerektigi, yani 1sinin komsu bolgelere dogru
yayllmas: gerektigi anlagilmaktadir. 7, nin herhangi bir nok-
tadaki isareti 1s1 akim yoniinii belirler. Soguma problemi igin
soguma siiresince 7, > 0 dir.

e Jimdi (1.5) ve (1.6) arasindaki iligkileri inceleyelim:(1.5) proble-
minde 7" = T'(¢) olup, denklem bir bayag: diferensiyel denklemdir
ve basamag bire esittir, ¢iinkii en yiiksek basamaktan tiirevin
basamag) bire egittir.(1.6) probleminde 7' = T'(z,t) olup, denklem
ikinci basamaktan bir kismi diferensiyel denklemdir.

e Bu modelde fincan sicakliginin sadece zaman ve fincan uzun ekseni
yani z ekseni boyunca degistigini kabul ettik, ancak fincan igerisin-
deki her (z,y, z) noktasindaki sicakligr belirlemek isteyseydik, bu
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taktirde modelimizin
Ty = k(T + Ty + 1) (1.7)

olarak revize ederek, diger eksenler yoniindeki 1s1 akimlarim da
dikkate almamiz gerekirdi. Bu durumda denklemimiz tek bir
T bagimlh degigkeni ile (z,y,z) konum degigkenleri ve t zaman
degiskeni olmak iizere dort adet bagimsiz degigken igerir. (1.5) de
tek bir konum degiskeni mevcut oldugu i¢in problem tek boyutlu,
(1.7) deise (z,y, z) ile gosterdigimiz ii¢ adet konum degiskeni mev-
cut oldugu i¢in problem ti¢ boyutlu problem olarak adlandirilir.

5. Niifus korunumu: Oteyandan besinci érnek olarak lojistik model ola-
rak bilinen niifus modelini gozoniine alalim.

dN
Birinci basamaktan degigkenlerine ayrilabilir bir bayag: diferensiyel denk-
lem olarak bu denklemi ¢ozerek ¢ anindaki ilgili canli niifusunu, yani
N(t) degerini belirleyebiliriz. Ancak bu bilgi bize sz konusu béolgenin
her bir alt bolgesindeki niifus degeri hakkinda bilgi vermez.

Bu taktirde modelimizi geligtirmemiz gerekmektedir: Bir sahil seridi
boyunca x = A ve x = B noktalar1 arasinda yerlesim alanlarina sahip
sehir diigiinelim. Bu sehrin A < x < B noktasindaki niifusu, lojistik
modele gore

Ny = Ng+E(N)N,kK(N)=1—-N/M (1.8)
N(z,0) = Ny, ilk niifus degeri
N(A,t) = Na,N(B,t) = Np. (1.9)

olarak verilir. Burada N,, terimi difiizyon terimi olarak adlandirilik,
N, < 0 oldugu yerlerde dN/dt nin azalmasi ve N, > 0 oldugu yerde
ise dN/dt nin artmasim gerektirir. Diger deyimle insanlarin niifusun
¢ok yogun oldugu bolgelerden daha az yogun oldugu bolgelere géc etme
eyilimini ifade eder. Burada N, ve Np degerleri sirasiyla A ve B
noktalarinda birim uzunluklu bolgelerdeki niifus degerlerini temsil eder.
Alternatif olarak A ve B noktalarindan birim zamanda gehire giren net
niifus degerlerinin veya sinirdaki niifus degeri veya birim zamandaki
niifus hareketliliginin bilinmesi de sehirdeki niifusun belirlenmesi icin
yeterli olur.

Karadeniz Teknik Matematik, erhan@ktu.edu.tr



1.2 Lineer ve nonlineer denklemler 7

1.2 Lineer ve nonlineer denklemler

L , bayag: veya kismi tiirev operatorii, f bagimsiz degisken veya degiskenlerin
bir fonksiyonu, u ise operatoriin tanim kiimesinde taniml bir fonksiyon olmak
iizere operator notasyonuyla ifade edilen

Lu=f (1.10)

denklemini gozoniine alalim. L operatoriiniin tanim kiimesindeki herhangi
keyfi iki u, v fonksiyonlar1 ve ¢ sabiti i¢in

1. L(aU) = aL(u)
2. L(u+v) = L(u)+ L(v)

kriterleri saglaniyorsa, L ye lineer operator ve (1.10) denklemine de lineer
diferensiyel denklem adi verilir. Eger L lineer degilse, L ye nonlineer operator
ve ilgili diferensiyel denkleme de nonlineer diferensiyel denklem adi verilir.

L lineer operator olmak iizere (1.10) denkleminde f = 0 ise veya diger
deyimle u = 0 denklemin ¢oziimii ise denkleme homojen denklem adi verilir,
diger durumda denklem nonhomojen olarak simflandirilir.

Asagida tanmimlanan operator lineer olup, ilgili diferensiyel
denklemler lineerdir..
o u = u(z), Lu = u/, olmak iizere
L(au) = (au)! = au = aL(u),
Lu+v)=(u+v)=u +v=Lu+ Lv.
O halde Lu = u/ = f denklemi lineer bir denklemdir.

Asagida tanwmlanan operatéorler lineer degildir, dolayisiyla
ilgili diferensiyel denklemler nonlineerdir..

o u=u(x), Lu = au + bu?, olmak iizere herhangi « skaleri igin
L(au) = a(au)! + b(au)? = aaul + ba*u® # aL(u) = alau + bu?),

o halde
aul + bu® = f

nonlineer bir denklemdir.
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8 Kismi Diferensiyel denklemler(temel kavramlar)

o u = u(z),Lu = u + p(x)u — q(x)u™,n # 1 olmak iizere herhangi «
skaleri i¢in
L(au) # aL(u)
dir. O halde 6zel olarak
u +p(x)u—qg(z)u” =0

veya Bernoulli denklemi olarak bilinen

n

ul + p(r)u=q(z)u
denklemi nonlineerdir.

a, b sabitleri,u = u(x,y), f = f(x,y) fonksiyonlar: i¢in au, +
bu, = f denkleminin lineer oldugunu gosteriniz.

u = u(x,y),a, bsabitleri i¢cin Lu = au,+bu, olarak tamimlansin. Herhangi
a € R skaleri igin

L(ou) = alau), + blau), = a(au, + bu,) = aLu
Lu+v) = a(u+v),+b(u+v), = au, + buy, + av, + bv, = Lu+ Lo

O halde
auy + bu, = f

denklemi lineer bir KDD dir.
Birinci basamaktan iki bagimsiz degiskenli en genel lineer denklem

a(@,y)us + bz, y)uy + c(z,y)u = f(z,y)
biciminde ifade edilebilir.
uy + uu, = f denklemi nonlineerdir.

u = u(z,y) i¢cin Lu = wu, + uu, olarak tammlansin. Herhangi o € R
skaleri igin

L(au) = (au), + (au)(au), = au, + o, # au, + wu,) = aL(u).
olup, L operatorii nonlineer ve dolayisiyla da
Lu =u; +uuy = f

denklemi nonlineer bir denklemdir.
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Uy — kg, = 0 denkleminin lineer oldugunu gésteriniz.

u = u(z,t), k sabiti i¢cin Lu = u; — ku,, olarak tanimlansin.Herhangi
a € R skaleri igin

Liau) = alau); — k(ou), = alauy — kuy,) = aLu
Lu+v) = (u+v);—k(u+v)ee = up — ktigy + vy — kvgy = Lu+ Lo

O halde denklemi lineer bir kismi diferensiyel denklemdir. Ayrica u = 0
denklemin ¢oziimii oldugu icin denklem homojendir.

Poisson denklemi olarak bilinen
Upy + Uyy = f
denklemi lineer bir denklemdir, ciinki
Liu] = gy + uy,

operatori lineer bir operatordiir(Alistirma), ancak homojen degildir. f = 0
i¢in elde edilen
Uy + Uyy = 0

denklemi Laplace denklemi olarak adlandirilir ve homojendir..

¢ bir skaler olmak tizere Dalga denklemi olarak bilinen
Uy = Py + f
denklemi lineer bir denklemdir, ¢tlinki L{u] = uy — cuy, operatorii lineer bir
operatordiir.
Yukarida verielen niifus modeli (1.8) nonlineerdir.
N = N(z,t),LN = N, — Ny, — N(1 — N/M) olmak iizere
keyfi o sabiti icin
L(aN) = (aN); — (aN)g — (aN)(1 —aN/M)
# a(Ny— Ny — N(1 — N/M))
O halde
Ny — Nz —N(1—N/M) =0

denklemi nonlineerdir. Denklemi nonlineer yapan terim bilinmeyenin ¢carpim
halinde bulundugu
E(N)N =(1—- N/M)N

ifadesindeki N2/M terimidir.
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1.3 Ikinci basamaktan lineer kismi diferensi-
yel denklemlerin siniflandirilmasi

Ikinci basamaktan iki bagimsiz degigkenli en genel lineer sistem,u,, = wu,,
kabulii ile
Uy + Dligy + cuyy + du, +euy + fu=g (1.11)

bi¢iminde ifade edilebilir. ¢ = 0 olmasi durumunda denklem homojen olur.
Bu denklemin siniflandirma iglemine 1g1k tutmasi agisindan éncelikle ikinci
basamaktan sabit katsayil

ay" +by +cy=f (1.12)

denklemini g6z 6niine alalim. Homojen kismin genel ¢oziimii icin y = e
bicimde ¢oziim ararken, r lerin

ar’ +br+c=0

denklemini sagladigini biliyoruz. Denklemin koklerinin reel ve birbirinden
farkli, reel ve gakigik veya karmasik olmasi durumuna goére ¢oziimiin artan
zaman degerleri icin farkli davramg sergiledigini hatirlayalim. Daha acik
olarak denklem kokleri i¢in tanimli

A =b* — dac
diskriminant1 énemli rol oynar:

e A > 0 ise kokler reel,
e A =0 ise kokler cakigik,

e A < 0 ise kokler karmagiktir.

Tipk: 1.12 denklemindeki simiflandirma gibi, (1.11) denklemin ¢oziimleri
de diskriminant adi verilen ve herhangi bir (x,y) noktasinda

A(ZL’, y) = b2<$’y) - 4a<$7y)c<x’y)

ifadesinin isaretine bagh olarak farkli tzellikler gosterir. A(x,y) nin igarete
gore de denklem farkli simflara ayrilir. Herhangi bir (z,y) noktasinda
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o A(z,y) > 0ise (1.11) denklemi (z,y) noktasinda hiperbolik,
e A(x,y) =0ise (1.11) denklemi (x,y) noktasinda parabolik ve

o A(z,y) <0ise (1.11) denklemi (z,y) noktasinda eliptiktir denir.

Uc farkll simifa ait coziimlerin ozellikleri kendi siifi icerinde benzerlik
gosterdigi icin bu simiflandirma faydalidir.

e Laplace denklemi olarak bilinen u,, + u,, = 0 denkleminde a = 1,0 =
0,c = lolup, A = —3 < 0 dir. O halde Laplace denklemi olarak bilinen
bu denklem eliptik tiirden bir denklemdir ve eliptik denklemlerin en
basit bicimi olarak bilinir.

e Difiizyon denklemi veya daha cok 1s1 denklemi olarak bilinen u; — k., =
0 denkleminde a = —k,b = ¢ = 0 olup, A = 0 dir. O halde difiizyon
denklemi parabolik bir denklemdir ve parabolik denklemlerin en basit
bigimi(kanonik form) olarak bilinir.

e Dalga denklemi olarak bilinen dalga yer degistirmesini belirleyen uy —
Ay, = 0 denkleminde A = 4¢? > 0 olup, dalga denklemi hiperbolik
denklemdir ve hiperbolik denklemlerin basit bigimlerinden birisi olarak
bilinir.

® u,, + zuy, = 0 denkleminde @ = 1,0 = 0,¢ = z olup, A = —4x
dir. O halde x > 0 yar diizleminde denklem eliptik, x = 0 dogrusu
iizerinde u,, = 0 denklemine doniisiir ki bu denklem parabolik, z < 0
yar1 diizleminde ise denklem hiperboliktir. O halde degisken katsayili
denklemler, farkl bolgelerde farkli denklem tiirlerine ait olabilmektedir.

e u,, + (1 —2*u,, = 0 denkleminde a« = 1,b = 1 — 2%,¢ = 0 olup,
A = 4(z* — 1) dir. O halde

— diizlemde x = +1 dogrusu iizerinde denklem parabolik,

— D ={(z,y) € R?| — 1 < x < 1} bolgesi iizerinde denklem eliptik
ve

— D = {(x,y) € R*|z < —1 veya z > 1} bolgesi iizerinde denklem
hiperboliktir.
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1.3.1 Bayagi diferensiyel denklem yardimiyla genel ¢6ziim

Asagidaki tabloyu inceleyerek, bazi lineer bayag: diferensiyel denklemlerin

¢oziimlerini hatirlayalim.

Bayag1 Dif. Denklem Integral ile ¢oziim

y=1y(t),y =0
yl =1

yl =y

¥y +3y=0
y//:O
y'+y=0

y=c,
y=t+c

y = cet
y=ce3 ceR
y=c+dx

y = csin(z) 4 dcos(x)

Simdi ise tipki bayag diferensiyel denklemlerde oldugu iizere integral yar-
dimiyla bazi kismi diferensiyel denklemlerin genel ¢oziimlerini belirleyebiliriz.

Asgagidaki tabloyu inceleyiniz.

Kismi Diferensiyel Denklem
U= u(xay)vua: =0

U, = 1

uy, =1
u=u(z,t),uy =u
u+3u=20
Uyy = 0=
Uge = 0 =
Uypy = 0 =

Uge +u =10

Integral ile ¢oziim
u=c(y), key fi

u=2z+c(y)
u=y+c(z)
u = cly)e

u = c(x)e

Uy =

1. y = y(t) olmak iizere agagidaki tabloyu doldurunuz.

BDD

Genel ¢oziim

y/l/ — 0

y' —y=0

y//+4y:0

Yy +2y=1

y+y=t

y// — eft

y'+y +y=0
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2. u = u(z,t) olmak iizere agagidaki tabloyu doldurunuz.

KDD Genel ¢oziim
Upge = 0

Ugy — U =0
Uge + 33U =0
Uy +2u =1

Us +Uu=1
T

Uyt = €
Uge + Uy +u =0

3. Deneme yanilma yontemiyle asagidaki tabloda bosg birakilan yerleri
doldurunuz.

Genel ¢oziim,u = u(z,t) | Kismi Diferensiyel Denklem
u=f(z)

u= f(zx—1)

u= f(x+1)

u= f(2x + 3t)

= f(t) + g(x)

=at + f(t)

= e 'sin(x)

= e’ sin(7)
=fle—t)+ flz+?)
= sin(z) cos(t)

= sinh(x) cosh(t)

IS RS N~ B~ S R~

4. Asagida verilen denklemlerin lineer olup olmadiklarini aragtiriiz, basamak
ve boyutlarini belirtiniz.

(a) Ugy + Uy, =0
(b)
()
(d)
)
)

Uy +x2uyy =0
U +3u, —u=0
U + TUg = Ugy
(e) us + uu, =0

(f Ut + QU = QUggpy
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14 Kismi Diferensiyel denklemler(temel kavramlar)

(g) Ut = k(u:m + uyy)

5. Asagidaki denklemlerin tiiriinii belirleyiniz, homojen olup olmadiklarini
belirleyiniz.
() Ugy —duy, =0
(b) gy + 4y +uy —uy =2
(€) Uy + gy + YUyy + uy =0
(d) Upy +uy +uy =0
6. Asagida verilen degisken katsayili denklemlerin diizlemin hangi alt bol-
gelerinde hangi tiirden olduklarimi belirleyiniz. Ilgili bolgelerin sekil-
lerini ¢iziniz.
uxm + (1 - SL’)uyy == 0
Uy + (1 + 2)uyy =0
Uy + (1 + 2) Uy + Uy = 0
(1 — $)um + Uy = 0

a
b
c
d

P Y

)
)
)
)

~—~
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