Bolim

Birincl basamaktan denklemler ve
karakteristikler yontemi

Bu boliimde birinci basamaktan

e sabit ve degisken katsayili lineer ve quazilineer denklemlerin 6zel bazi
dogru veya egriler iizerinde bayag1 diferensiyel denkleme nasil doniistiigiinii,

e sozkonusu bayag diferensiyel denklemin ¢oziimii yardimiyla genel ¢oziimiin
nasil elde edilecegini ve

e bu tiir denklemlerle olusturulan Baglangic Deger Problemlerin ¢oziim-
lerinin varligr ve tekligi problemlerini inceleyecegiz. Ayrica

e parcal fonksiyonlar yardimiyla tanimlanan Baglangic Deger Problem-
lerinin "genellestirilmis" ¢oziimlerini incelleyerek

e yari-sonsuz bolge iizerinde uygun baglangic deger problemlerinin ¢ozii-
miinii 6rneklerle inceliyoruz.
2.1 Karakterisitikler yontemi ile ¢6ziim
Karakteristikler yontemini miimkiin olabilecek basit ornekler iizerinde in-

celemeye baglayacagiz. Ancak oncelikle agagida verilen zincir kurali ile tiirev
ozelligini hatirlayalim.
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2 Birinci basamaktan denklemler ve karakteristikler yontemi

x=x(t),y = y(t) olmak tizere I = {(x(t), y(t))|teR} egrisi
tizerinde uw = u(x,y) fonksiyonunun tirevi, zincir kuraly yardimiyla

du dx dy

— = Uy— - 2.1
dt udt+Uydt (2.1)

olarak hesaplanar. T egrisi kartezyen formda y = y(z) bagintis ile verilmisse,
bu durumda z degiskenini parametre olarak disiinerek, y = y(x) egrisi tz-
erinde u = u(x,y(z)) fonksiyonunun tirevi

du dy

olarak ifade edilir.
x,y bagimsiz degiskenler ve u bagiml degigsken olmak iizere

Uy, =0,—00 < x,y < 00 (2.3)

denkleminin genel ¢oziimiinii belirleyiniz.

e y = y(z) boyunca u bagimh degiskeninin tiirevini

du(z,y(z)) dy
| A 2.4
I Uy + Uy o 0 (2.4)
olarak elde ederiz.
* d
Yy ’
_— = — O
5 =Y (@)

segimi ile verilen (2.3) denklemini elde ederiz. Bu denklemin ¢oziimii
olarak x’ ten bagimsiz olan
y=c (2.5)

yatay dogrularini elde ederiz.
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2.1 Karakterisitikler yontemi ile ¢6ziim 3

e O halde (2.3) kismi diferensiyel denklemi (2.5) dogrulari iizerinde (2.4)
ile verilen
du(z, c)
dx
bayag diferensiyel denklemine doniigiir. Ancak (2.6) denklemi ise u
nun s6z konusu dogrular iizerinde z degiskeninden bagimsiz oldugunu
ifade etmektedir. O halde (2.6) denkleminin y = ¢ dogrusu tizerinden
integralini alarak

=0 (2.6)

u(z, c) = sabit (2.7)

elde ederiz. Simdi (2.7) deki sabit degerini yorumlayalim: Stz konusu
sabit, y = c dogrusu tizerinde v nun herhangi bir noktada, 6rnegin
(z,¢) = (0, ¢) noktasinda, aldig1 degere esit olmalidir, ¢iinkii bu dogru
iizerinde u fonksiyonu z ten bagimsizdir. « nun (0, ¢) deki degerinin

u(0,¢) = f(c)
oldugunu kabul edelim.
e O halde
sabit = f(c)
olmal1, yani
u(z,c) = f(c)

elde ederiz.

e y = c dogrusu tizerinde gerceklestirdigimiz bu iglemi genellestirerek,
veya kismi diferensiyel denklemler kitaplarindaki ifadesiyle c¢ sabitini
yok ederek,

u(z,y) = f(y) (2.8)

genel ¢oziimiinii elde ederiz .

Bir kismi diferensiyel denklemin daha basit kismi diferensiyel
denkleme veya bayagn diferensiyel denkleme doniistigi dogru veya egrilere
denklemin karakteristikleri ads verilmektedir.

O halde Ornek (2.1) de (2.5) dogrular1 (2.3) denkleminin karakteristik-
leridir, ¢iinkii bu dogrular {izerinde

u, =0

Karadeniz Teknik Matematik, erhan@ktu.edu.tr



4 Birinci basamaktan denklemler ve karakteristikler yontemi

Kismi Diferensiyel Denklemi(KDD)
du
g
dx
Bayag1 Diferensiyel Denklemine(BDD) déniigmiigtiir. Yukaridaki ornekte

karakteristikler yonteminin bir uygulamasini gergeklestirmis olduk. Yon-
temin adimlarini agsagida 6zetliyoruz.

Karakteristikler yontemi asagidak: adimlardan olusmaktadur:

1. Verilen kismi diferensiyel denklemin daha basit kismi diferensiyel denk-
lem veya bayag diferensiyel denkleme doniistiigii ve karakteristikler adi
verilen egri(sabit katsayili denklemler i¢in dogru) ailesine ait diferensi-
yel denklem(ler) yardimiyla karakteristikler elde edilir.

2. Karaktersitikler iizerinde s6z konusu denklem coziiliir. Bu ¢oziimde
keyfi sabit olarak Ornek 2.1 de oldugu iizere karakteristikler ailesindeki
sabitin keyfi fonksiyonu alinir.

3. Elde edilen ¢oziimde keyfi sabit(ler) miimkiinse yok edilerek, karak-
teristikler tizerinde elde edilen ¢oziim genellestirilir, diger bir deyimle
genel ¢oziim problemin bagimsiz degigkenleri cinsinden ifade edilir.

4. Eger denklemle birlikte yan sart verilmisse, genel coziimde ilgili yan
sartlar1 saglayan fonksiyonlar belirlenerek istenilen 6zel ¢oziim elde
edilir.

a,b sifirdan  farkl sabitleri igin
au, +buy, =0, —00 < z,y < 00 (2.9)

denkleminin genel ¢oziimiinii belirleyiniz.

Denklemin her iki yanini a # 0 ile bolerek,
b
Uy + —uy =0 (2.10)
a
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2.1 Karakterisitikler yontemi ile ¢6ziim 5

elde ederiz. Ote yandan

dy

—=b 2.11

W b/ (211)
egimli dogrusu iizerinde (2.2) zincir kurali (2.10) ve (2.11) ile

du dy
— =, i a— 2.12
dx Y +uyda§ ( )

elde ederiz. Ote yandan 2.11 karakteristik denklemini x e gore cozerek
a
dr = —d
v = dy

veya
T — %y =Ty (2.13)

karakteristik dogru denklemini elde ederiz. Burada x, karakteristik dogru-
nun x eksenini kesim noktasidir.Bu dogru iizerindeki her yerde 2.12 | u fonk-
siyonu zg noktasindaki degerine egit olmalidir, eger bu deger f(zy) ise o halde

u(@) = f(xo) (2.14)

¢oziimiinii elde ederiz. Bu karakteristik icin yapilan iglemi genellegtirerek,
veya diger deyimle 1z sabitini yok ederek keyfi f fonksiyonu igin

M%w:f@—%w

genel ¢oziimiinii elde ederiz.

a, b, c sifirdan  farkly sabitleri i¢in

auy + bu, = ¢, —00 < z,y < 00 (2.15)

denkleminin genel ¢oziimiinii belirleyiniz.
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6 Birinci basamaktan denklemler ve karakteristikler yontemi

Verilen denklemin her iki yanini a ile bolerek,

uy +b/au, = c/a (2.16)
elde ederiz. 4
Y
—=b 2.1
Y —b/a (2.17)

egimli z—a/by = xy karakteristigi tizerinde u(x, y(x)) fonksiyonunun tiirevini
aldiktan sonra, (2.16) ve (2.17) bagintisim kullanarak,

elde ederiz. Bu bayagi diferensiyel denklemin = — a/by = xy karakteristigi
tizerindeki integrali ile

u(w) = ~a + f(xo)

¢oziimiinii elde ederiz. xq sabit degerini yok ederek,

u(w,y) = gx + f(z — %y)

genel ¢oziimiinii elde ederiz.

2uy, +ouy, = 1,—oco<x<oo,y>0

u(z,0) = €°

Baslangi¢ Deger Probleminin ¢éziimiini belirleyiniz.

Uy +5/2u, =1/2

den
dy/dx =5/2

denklemini saglayan x — 2/5y = x, karakteristigi tizerinde

du
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2.1 Karakterisitikler yontemi ile ¢6ziim

denklemini integre ederek
u(z) = 1/2x + f(xg)
veya x( sabitini yok ederek
u(z,y) =1/2z + f(z — 2/5y)
elde ederiz. Verilen basglangi¢ sartim1 kullanarak,
u(z,0) =1/2z + f(x) = €”
flz)=¢€"—1/2x

elde ederiz. O halde yan sart1 saglayan ¢oziimii

u(r,y) = 1/2x4e" "% —1/2(x — 2/5y)
1/5y—|—e$_2/5y

olarak elde ederiz.

a, b, c ssfirdan  farkl sabitleri i¢in
aug + bu, = cu, —o0o < x,y < 00

denkleminin genel ¢éziimiind belirleyiniz.

Verilen denklemin her iki yanim a ile bolerek,
uy + b/au, = c/au
elde ederiz.

dy
A A
dx /a

(2.18)

(2.19)

egimli x —a/by = x( karakteristigi iizerinde u(z, y(z)) fonksiyonunun tiirevini

alip, 2.19 denklemini kullanarak,

du = Uy t+u dy = Cu
de " Ydr  a
u(0) = f(zo)
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8 Birinci basamaktan denklemler ve karakteristikler yontemi

elde ederiz. Bu denklemi ¢ozerek

c

u(x) = e+* f(xo)
ve xg degerini yok ederek
oy a
u(e,y) = ¢ f(a — 5y)

¢oziimiinii elde ederiz.

a, b, c ssfirdan  farkl sabitleri i¢in
aug + bu, = cu+d, —o0o < x,y < 00

denkleminin genel ¢oziimiinii belirleyiniz.

Verilen denklemin her iki yanim a ile bolerek,
Uy +b/au, = c/au+d/a
elde ederiz.

dy
2 =
dx /a

(2.20)

(2.21)

(2.22)

egimli z—a/by = xy karakteristigi tizerinde u(z, y(z)) fonksiyonunun tiirevini

aldiktan sonra , (2.21) ve (2.22) yi kullanarak,

du y
%—ux—l—uyd —gu~|—d/a
elde ederiz. Birinci basamaktan sabit katsayili bir lineer denklem olarak
du ¢
L Zu=d
dz a,u /@

denklemi icin A\ = e~ (¢/?* integral carpan ile

u(x) = el {/d/ae(c/“)xdx + f(xo)

= —d/c+ el f(x)
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2.1 Karakterisitikler yontemi ile ¢6ziim 9

Bu degerini yerine yazarak

u(z) = ea®f(x) — d/c

veya o sabitini yok ederek,

u(z,y) = e f(x —a/by) — d/c

elde ederiz.

2.1.1 Cauchy probleminin ¢6ziimiiniin varlik ve tekligi

Bayag1 diferensiyel denklemlerde baslangic deger problemi, ilgili diferensiyel
denklem ve baslangi¢c noktasi ad1 verilen bir noktadaki fonksiyon ve gerekirse
tiirev degerini icermektedir. Kismi diferensiyel denklemlerde baglangic deger
problemleri Cauchy problemleri olarak adlandirilir ve ¢oziimiin varlik ve
tekligi icin karakteristik ad1 verilen dogru veya egrilerle tek ve yanliz bir tek
noktada kesisen ve basglangi¢ egrisi ady verilen egri tzerindeki degerin (veya
ytiksek basamaktan problemler i¢in tirev degeri veya degerlerinin ) verilmesi
yeterlidir, ancak gerekli degildir!

[2]a, b, c sabitler

ve f = f(z,y) olmak dzere f, f,, kismi tirevleri siirekli fonksiyonlar ve g',h'
fonksiyonlar: da stirekli olmak izere

aug +buy, +cu = f,—oo<x,y<oo (2.23)
u(z,g(x)) = h(x)

baslangi¢ deger problemi verilmis olsun. Egery = g(x) egrisi (2.23) problem-
inin her bir karateristigi ile tek bir noktada kesisiyorsa, (2.23) problemi tek
bir ¢éziime sahiptir.

Teorem (2.1) nin hipotezlerinin saglanmamasi durumunda teorem siip-
hesiz uygulanamaz, bu durumda ¢oziimiin varhigi veya tekligi hakkinda bu
teorem yardimiyla herhangi bir bilgi elde edemeyiz. Ancak ¢oziimiin mev-
cut olmamasi veya birden fazla olmamasi durumunda ise Teorem (2.1) in
hipotezlerinden en az birisi saglanmamis olmadigini sonucuna varabiliriz.
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10 Birinci basamaktan denklemler ve karakteristikler yontemi

u, = 0, (2.24)
u(0,y) = sin(y)

Baslangi¢c Deger Probleminin coziimiini belirleyiniz.

Oncelikle denklemin genel ¢oziimiinii Ornek 2.1 e benzer olarak
u(z,y) = f(y)
olarak elde edilir. Genel ¢oziimden, z = 0 igin
u(0,y) = f(y) = sin(y)
elde ederiz. O halde problemin tek ¢oziimiinii
u(z,y) = sin(y)
olarak elde ederiz. Bu durumda

I'={(0,9)], yeRR} (2.25)

baglangi¢ dogrusu,her bir y = gy, karakteristik dogru ile tek bir noktada, yani
(0,y0) noktasinda kesigir. Dolayisiyla baglangic dogrusu iizerinde tanimlanan
fonksiyon degeri ile birlikte problem tek bir ¢oéziime sahiptir.

Uy = 0, (2.26)
u(zx,0)

sin(z)

Bagslangi¢ Deger Probleminin(BDP) ¢oziminin mevcut olmadigine gos-
teriniz.
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2.1 Karakterisitikler yontemi ile ¢6ziim 11

Bu ornekte I' egrisi
I'={(z,0)], zeR}

olarak verilmistir. Bu durumda I" egrisi(yani y = 0 dogrusu), y = 3o = 0
karakteristik dogrusu ile sonsuz sayida noktada kesigir. I' egrisi iizerinde
verilen sin(z) baglangig degeri ile

u, = 0,—o0o<zxz<o00,y>0
u(z,0) = sin(z)
problemi ¢oziime sahip degildir. Ciinkii u(z,y) = f(y) genel ¢oziimiinden
u(z,0) = f(0) # sin(z), zeR

elde ederiz. Bu durum bir celigkidir, ¢iinkii tek degiskenli bir fonksiyonunun
tek bir noktadaki degeri, sabit olmayan bir fonksiyona esit olamaz. O halde
verilen baglangic degerini saglayan f fonksiyonu belirlenemez, yani verilen
BDP coziime sahip degildir.

u, = 0, (2.27)
u(z,0) = 1

Baslangi¢ Deger Probleminin birden fazla ¢oziime sahip oldugunu gésteriniz.

Problemin genel ¢oziimii

u(z,y) = f(y)
olup,
u(z,0) = f(0) =1
elde ederiz. Bu durumda bir celigki stz konusu degildir, ancak f(0) = 1

ozelligini saglayan her f icin bir ¢oziim elde edilir. Ornegin

u(z,y) = cos(y),cosh(y),y + 1, (y + 1)*, ...

fonksiyonlar1 verilen BDP nin ¢oziimleridirler. O halde verilen BDP sonsuz
sayida ¢oziime sahiptir. Bu ornekte baslangic dogru olarak verilen y = 0
dogrusunun yo # 0 icin hi¢ bir y = yo karakteristigi ile kesigmedigine ve
Yo = 0 i¢in ise sonsuz sayida noktada kesistigine dikkat edelim.
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12 Birinci basamaktan denklemler ve karakteristikler yontemi

u, = 0,—oco<z<o0,y>1

u(z,1) = cos(z)

baslangi¢ deger probleminin ¢oziimiini belirleyiniz.

Bu ornekte I' egrisi
I'={(z,1)], zeR}

egrisi veya kartezyen koordinat ifadesi ile y = 1 dogrusu olarak verilmistir.
Bu dogru her bir zgeR icin x = x0 karakteristik dogrusu ile tek bir noktada
kesismektedir. O halde ¢oziim mevcut ve tektir. 7?7 genel ¢oziimiinden

u(z,1) = f(x) = cos(x)
veya u(z,y) = cos(zr) ¢oziimiinii elde ederiz.

2.2 x,y bagimsiz degiskenler ve u bagiml, degisken olmak
uzere

u, = 0,—o00<uz,y<oo, (2.28)
u(0,y) = 2y+1 (2.29)

denkleminin ¢ozimiind belirleyiniz.

Ornek 2.1 e benzer olarak keyfi f fonksiyonu icin
u(z,y) = f(x)

genel ¢oziimiinii elde ederiz.

Bu 6rnekte 2 = 0 baglangi¢ dogrusunun, zy # 0 olan hi¢ bir x = z( karak-
teristigi ile kesismedigine, xy = 0 i¢in ise sonsuz sayida noktada kesistigine
dikkat edelim. O halde verilen Cauchy Problemi i¢cin VI'T uygulanamaz.

Genel ¢oziimden

u(0,y) = f(0) =2y +1
geligkili durumunu elde ederiz, dolaysiyla verilen baglangic sartin1 saglayan f
fonksiyonunu belirleyemeyiz. O halde verilen BDP ¢6ziime sahip degildir.
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2.1 Karakterisitikler yontemi ile ¢6ziim 13

Yukarida Ornek 2.2 ile verilen problemin asafjida verilen
baslangic degerleri ile ¢oziimlering arastiriniz.

e u(z,0) = 22

e u(z,lz+c)=2%ceR.

e Birinci problemde I' = {(z,0)|zeR} baslangi¢ egrisi 2.11 ile verilen ve
b/a egimili 2.13 karakteristik dogrularimi her bir z igin tek bir noktada
kesmektedir. Bu durumda tek bir ¢oziim belirleyebilmeliyiz. Gergekten
de 2.14 yardimiyla

u(z,0) = f(x) = 22
elde ederiz. Belirledigimiz f fonksiyonunu 2.14 da yerine yazarak

a

u@,y) = (@ = 7y)°

elde ederiz.
e Ikinci problemde I' = {(z, 2z 4 ¢)|zeR} baslangig egrisi 2.13 karak-
teristik dogrularina paraleldir. O halde verilen BDP Teorem 2.1 nin

hipotezlerini saglamamaktadir. Dolayisiyla teorem uygulanamaz. Ote
yandan 2.14 yardimiyla

u(z, SZB +c)= f(z — %(Sx +¢)) = f(—ac/b) = 2*

bagintist ile geligkili bir durum olugmaktadir ve f fonksiyonu belirlen-
ememektedir. O halde verilen BDP ¢oziime sahip degildir.

2u, +3u, = —4du,—00 <1z <00 (2.30)
u(z,0) = z° (2.31)

denkleminin ¢oziimiinii belirleyiniz.
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14 Birinci basamaktan denklemler ve karakteristikler yontemi

Verilen denklemin her iki yanini 2 ile bolerek,

Uy +3/2u, = —2u (2.32)
elde ederiz. J
Y
—= =3/2
dx /

egimli ©—2/3y = xo karakteristigi tizerinde u(x, y(z)) fonksiyonunun tiirevini
alip, 2.32 denklemini kullanarak,

du
I = Uy +3/2uy = —2u

u(0) = f(zo)
elde ederiz. Bu denklemi ¢ozerek
u=e 2 f(x)

ve sabit degerini yok ederek

2

u=e " flz— gy)

¢Oziimiinii elde ederiz.
Verilen baglangic sartini kullanarak
u(z,0) = e > f(x) = 2* = f(x) = %™
elde ederiz. O halde baglangic degerini saglayan ¢oziimii

u(w.y) = e (= 23y
= (z—2/3y)%e M

olarak elde ederiz.

Uy +uy, = 0
u(z,z+1) = sin(z)

BDP nin ¢oziimiindin varhk ve tekligini arastirinaz.
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2.1 Karakterisitikler yontemi ile ¢6ziim 15

Verilen denklemin karakteristikleri
dy/dr =1
denkleminin ¢oziimii olarak
Yy =z + sabit
dogrularidir. Ote yandan baslangic dogrusu
y=x+1

olarak verilmektedir. sabit # 1 degeri icin hig¢ bir karakteristigin baslangig
dogrusunu kesmedigi ve sabit = 1 icin ise sonsuz sayida noktada kestigi
goriilmektedir. O halde verilen BDP Teorem 2.1 nin hipotezlerini saglama-
maktadir. Dolayisiyla teorem uygulanamaz.

Ote yandan

u(z,y) = fly — )
genel ¢oziimiinden
u(z,z+1) = f(1) = sin(z)

gibi celigkili bir durum elde ederiz. Dolayisiyla verilen BDP ¢6ziime sahip
degildir.

Uy +uy = 0
u(z,2x +1) = sin(x)

BDP nin ¢oziimiiniin varhk ve tekligini aragtiriniz.

Verilen denklemin karakteristikleri
Yy =T + sabit
dogrularidir. Ote yandan baglangic dogrusu

y=2xr+1
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16 Birinci basamaktan denklemler ve karakteristikler yontemi

olarak verilmektedir. baglangic dogrusu her bir karakteristigi tek bir noktada
keser. O halde Teorem 2.1 geregince verilen BDP tek bir ¢oziime sahiptir.
Gergekten de

u=f(y—x)

genel coziimiinden
u(z,2x 4+ 1) = f(x + 1) =sin(z) = f(z) = sin(z — 1)

ve dolayisiyla
u(a,y) = sin(y —x — 1)
¢oziimiinii elde ederiz.
Fiziksel Uygulamalar.

1. Tasmim(Adveksiyon) modeli
u +cu, = 0
u(z,0) = f(z)
BDP Teorem 2.1 nin hipotezlerini saglar.Gercekten de denklemin
T —ct = xg

ile verilen karakteristikleri y = 0 baslangi¢ dogrusunu tek bir noktada
keser. O halde
u(z,t) = fz —ct)

verilen problemin tek ¢oziimiidiir.
2. Tagimim-reaksiyon modeli
U +cu, = —au
u(z,0) = f(z)
BDP Teorem 2.1 nin hipotezlerini saglar. Gergekten de denklemin
T —ct = xg

ile verilen karakteristikleri y = 0 baglangic dogrusunu tek bir noktada
keser. O halde
u(z,t) = e f(x — ct)

verilen problemin tek ¢oziimiidiir.
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2.1.2 Degisken katsayili lineer denklemler

Asagida verilen

u +xu, = 0,

u(z,0) = f(x)

denkleminin genel ¢oziimiini belirleyiniz.

dr
dt
denklemini saglayan
— = dt

= Injz|=t+¢
= |z|=ce',c=e" >0
=

r=xpe’,v9 € R

karakteristikleri boyunca

olup, u karakteristik boyunca degismemektedir, o halde

u(@,t) = u(zo,0) = f(z0) = f(we™)

elde ederiz.

ur + (xu), =0

denkleminin genel ¢oziimiind belirleyiniz.
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Verilen denklemi acgikca
U +u+xu, =0
veya
U + TU, = —U
olarak ifade edebiliriz. Buradan

dx
— =27
dt
karakteristikler denklemini ¢ozerek

d
—m:dtiln(|x|):t—f—c:x:xoet,xoGR
x

elde ederiz.
Karaktersitikleri tizerinde

d dz
Eu(t,z(t)) = U + Uz = U

elde ederiz.Bu denklemi ¢ozerek

du

—= —dt = In(u) = —t + f(xo)

veya

u=e"f(xg)

elde ederiz. xy parametreisini yok ederek
u=ce "f(re™)

genel ¢oziimiinii elde ederiz.

ug + (%u), =0

denkleminin genel ¢éziimiind belirleyiniz.
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Verilen denklemi agikca
w4+ 2xu + 22U, =0

veya
up + 22, = —2zu

olarak ifade edebiliriz. Buradan

dz 9
% =X
karakteristikler denklemini ¢ozerek
d 1 2
_f:dti__:t+c:>—2$:—,C€R
T T t+c

elde ederiz.
Karaktersitikleri iizerinde

d dz
%u(t, z(t) = ur+ Us
= uy + 2°u, = —27U

elde ederiz.Bu denklemden karakteristikler iizerinde

d_u = —2xdt
U

elde ederiz. Ancak bu denklemi bu sekliyle ¢ozemeyiz. Karakteristikler tiz-
erinde —2z i¢in ¢ cinsinden elde edilen degeri yerine yazarak

veya integral almak suretiyle
In(u) =2In(t+¢) + f(c)
veya sadelestirerek

u=(t+c)*f(c)

elde ederiz. ¢ parametresini yok ederek

1 1
u=—Sft+-)

genel ¢oziimiinii elde ederiz.
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Uy +tuy, =0

denkleminin genel ¢ozimiind belirleyiniz.

dv ;
dt
karakteristikler denklemini ¢ozerek
t2
T — ) =29, T0 € R

elde ederiz.
Bu karaktersitikleri iizerinde

d dx

= uy+tu, =0
elde ederiz.Bu denklemden karakteristikler iizerinde

u = f(wo)

elde ederiz. xy parametresini yok ederek

genel ¢oziimiinii elde ederiz.
2.1.3 Parcali Baslangic Degerli Cauchy Problemleri

Bu boliimde baglangi¢ degerleri parcali fonksiyon olarak verilen Cauchy prob-
lemlerinin, her noktada siirekli olmayabilen ve zayif ¢oziim olarak adlandirilan
¢oziimlerinin nasil elde edildigini inceleyecegiz.
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u+u, = 0
u(z,0) = {

probleminin ¢éziimiini belirleyiniz.

L, |z[ <1
0, diger x ler

Oncelikle problemin genel ¢oziimiinii

u(z,t) = f(x —t)
olarak elde ederiz. O halde
_ 1zl
(@, 0) = f(z) = { 0, diger z ler

ve dolayisiyla
1, Jz—t <1

u(z,t) = f(z —1) :{ 0, diger z ler

elde ederiz. Sekil (2.1) de t = 0,1 ve 2 degerleri igin elde edilen ¢oziimler
grafiksel olarak sunulmaktadir.

Denklemin sag yone dogru bir birim hizla tagimim(kimyasal yogunlugu
vb) gergeklestirdigine dikkat edelim.

2.1.4 Yari-sonsuz bolge lizerinde adveksiyon-reaksiyon
denklemi

Onceki boliimde sonsuz bélge (-oo < x < oo,t > 0) iizerinde tamml ad-
veksiyon veya adveksiyon-reaksiyon denklmlerinin ¢oziimlerini inceledik. Bu
boliimde ise yari-sonsuz bolge olarak adlandiracagimiz (0 < = < oo,t >
0) bolgesi iizerinde stz konusu denklemlerin ¢oziimlerini, fiziksel uygula-
malariyla birlikte inceleyecegiz.

Oncelikle yar1 sonsuz bolge iizerinde tanimlanan problemlerde baslangic
degerin (x,0),z > 0 ve ve (0,t),t > 0 ile verilen dogrular iizerinde verilmesi
gerektigine dikkat ¢ekmek istiyoruz.

w+1/2u, = 0,0<z<o00,t>0
u(z,0) = f(z)=x,2>0
u(0,t) = g(t) =sin(t),t >0
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Sekil 2.1: Farkl ¢ degerleri i¢in ¢oziim.
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(%1

J

': ':l_, EI:.:

4

X

Sekil 2.2: x ve t eksenini kesen karakteristikler.

probleminin ¢éziimiini belirleyiniz.

dx
— =1/2
dt /

denklemini saglayan
x—1t/2=19>0

karakteristikleri iizerinde
u(x,t) = f(zo) = f(x —t/2),0 —t/2 >0

¢oziimiinii elde ederiz. Dolayisiyla verilen baglangic sart1 yardimiyla

u(z,0) = f(z) ==z

olup,
u(z,t)=x—t/2,x >t/2>0

¢Ozlimiinii elde ederiz.
Sekil 2.2 de g > 0, zp = 0 ve 29 < 0 igin = — t/2 = xy karakteristik-
leri goriilmektedir. x9 < 0 igin belirtilen karakteristik dogrular, baslangig
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dogrusu olarak tammlanan (0,00) dogrusunu kesmemektedir. Bu durumda
xr < t/2 ozelligini saglayan herhangi (x,t) noktasi i¢in u(x,t) ¢dziimii belir-
lenememektedir. Ancak x — t/2 = zg, 1y < 0 karakteristiklerinin baglangig
dogrusu olan r = 0 dogrusunun da sisteme dahil edilmesi durumunda her
(x,t) noktas: i¢in ¢oziimii belirleyebiliriz. Buarada dikkat edilmesi gereken
iki nokta stz konusudur:z — ¢ diizlemindeki herhangi bir (z,¢) noktasi i¢in ya
x> 1/2 veya x < t/2 dir.

e r > t/2 olmasi durumunda (x,t) noktasiin iizerinde oldugu = —¢/2 =
xo karakteristigi x eksenini xy > 0 noktasinda kesmektedir. Bu du-
rumda u(z,t) = f(xg) = f(x — t/2) elde ederiz.

e = < t/2 olmasi durumunda (z,t) noktasimin iizerinde oldugu = —¢/2 =
xo karakteristigi, x = 0 dogrusunu (0, ¢ — z/2) noktasinda kesmektedir.
Gergektende karaktersitigin = 0 dogrusunu kesim noktasi (0, o) ve
egimi 2 ise

t—ty=2(x—0)

den tg =t — 2z elde ederiz. Bu durumda
u(z,t) = u(0,tg) = u(0,t — 2x) = g(t — 2x)
elde ederiz. O halde problemin ¢oziimiinii

fle—=t/2) z>1t/2

w,t) = { gt —2z) x<t/2
r—t/2 x>t/2

N {sin(t—Qx) x <t/2

elde ederiz.

U +cu, = 0,0<z<o00,t>0
u(z,0) = f(z),x>0
u(0,t) = g(t),t>0

probleminin ¢ézimiini belirleyiniz.
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Yukaridak: drnekteki yontemimizi takip ederek

| fla—ct) x>ct
u(m,t)—{ gt —x/c) x<ct

elde ederiz.

1. Asagida verilen sabit katsayili denklemlerin genel ¢oziimlerini belir-
leyiniz ve karaktersitikler ailesinin grafigini ¢iziniz

u + 2u, = sin(z)
U+ 22Uy = —u+t

up + 2uy = —u + e~ @2

2. Asagida verilen degisken katsayili denklemlerin genel ¢oziimlerini belir-
leyiniz ve karaktersitikler ailesinin grafigini ¢iziniz
(a) w+ tu, =0
(b) ut+ (zu), =u
() ug+tu, =—u+1
(d) ug+axtu, = —u+t
() uy+tu, = —2u+ 3z
3. Soru 1(a) da verilen denklemin asagida verilen her bir yan sart ile tek
bir ¢oziimiiniin mevcut olup olmadigim arastiriniz. Mevcutsa ¢oziimii

belirleyiniz. Coziimiin mevcut olmadigi veya birden fazla oldugu du-
rumlar1 inceleyiniz.

(a) u(x,0) = e
(b) u(z,2z) =1
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(¢) u(z,2z) =x

4. Soru 2(a) de verilen denklemin agagida verilen her bir yan sart ile tek
bir ¢oziimiiniin mevcut olup olmadigini aragtiriniz. Mevcutsa ¢oziimii
belirleyiniz. Coziimiin mevcut olmadigl veya birden fazla oldugu du-
rumlar inceleyiniz.

(a) u(z,0) = 22
(b) u(x,2?/2) =1
(c) u(z,z%/2) =z

5. Parcali fonksiyonlarla verilen agagidaki baglangi¢c-deger problemlerinin
tiirevlerde sonlu sayida noktada siireksizlige izin veren genellestirilmis
¢oziimlerini belirleyiniz ve t = 0,1,2 degerleri igin grafiklerini aym
eksende ¢izdiriniz.

(a)

1 —-1<z<1

g + uy = —u,u(z,0) = { 0 diger = degerleri

(b) )
1—=x -1<z<1
ug + 2u, = 0, u(z,0) = { 0 diger x degerleri
B [ 1= x| -1<z<1
Uy + tu, = 0,u(z,0) = { 0 diger x degerleri
- | cos(x) —m/2<x<7)2
ut + 2uy = —u, u(z,0) = { 0 diger = degerleri
up + ru, = —u,u(x,0) = L lsesd
t oV 0 diger o degerleri
6. Trafik yogunluk modeli olarak bilinen[1]
U + uu, =0
quazi-lineer denkleminin genel ¢oziimiini belirleyerek, asagida verilen
baglangic degerlerini saglayan ¢oziimlerini aragtiriniz
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(a) u(z,0) ==z
0, <0
o) w0 ={ 3 250
1, <0
(c) u(z,0)=¢ 1—2, 0<x<1
0, z>1

(d) (c) de hangi ¢t anina kadar ¢oziim igin tek degerli bir fonksiyon
elde edebilirsiniz?

7. Yari-sonsuz() bolgede tammlanan agagidaki baglangic-sinir deger prob-
lemlerinin ¢oziimlerini belirleyiniz.

(a) w4 2u, = 0,0 < z < oo,
u(z,0) = z,z > 0,u(0,t) = |sin(t)[,t > 0
(b) u +tu, =0,0 < z < o0,
u(z,0) = 2%, 2 > 0,u(0,t) =t,t >0
(c) ut +au, = 0,0 < x < oo,
u(z,0) = 1,2 > 0,u(0,t) = | cos(t)],t > 0
(d) u +2u, = —u,0 <z < oo,

w(z,0) =+ 1,2 > 0,u(0,t) = 1+ |sin(t)],t > 0

Karadeniz Teknik Matematik, erhan@ktu.edu.tr






Kaynaklar

[1] Duchateau, P., Zachmann D, Applied Partial Differential Equations,
Dover Pub., New York, 1989.

[2] Coleman, P. Matthew, An introduction to Partial Differential Equations
with MATLAB, Chapman& Hall/CRC, 2004.

Karadeniz Teknik Matematik, erhan@ktu.edu.tr



