5.1 TEK DEGISKENLi FONKSiYONLARI SIFIR YAPAN (KOK)
DEGERLERININ HESABI

Eger y = f(x) gibi bir fonksiyon; x gibi bir bagimsiz degiskenin farkli dereceden
terim ve fonksiyonlarini birlikte igerecek sekilde bir yapiya sahip ise; boyle
fonksiyonlara tek degiskenli fonksiyonlar denmektedir. Tek degiskenli bir
fonksiyonun biitiin terimleri; sadece X  bagimsiz degiskenin farkli tam sayi
dereceden kuvvetlerini igerecek Ozellikte bir yapiya sahip ise, boyle fonksiyonlara
polinom denmektedir. Bu durumuyla polinomlar; tek bagimsiz degiskenli
fonksiyonlarin 6zel bir hali olmaktadir.

Bu yapidaki fonksiyonlarda; y= f(x) bagimli degiskenin degerini sifir yapan,
“f(x) =0 bu sekline denklem denmektedir ”, x bagimsiz degiskenin x;, degerlerini

hesaplamaya, tek degiskenli fonksiyonlar1 sifir yapan degerlerin hesab1 veya kisaca;
koklerinin hesaplanmasi denir. Tek degiskenli fonksiyonlarin koklerini hesaplamada
birgok ¢oziim yontemleri bulunmaktadir. Bu iteratif ¢oziim yontemleri genel
yapidaki fonksiyonlarin koklerini hesaplamada kullanilabilecegi gibi, ayn1 zamanda
polinomlarin da koklerini hesaplamada kullanilabilen genel yontemler olmaktadir.
Polinomlar, 6zel yapidaki fonksiyonlar olduklarindan, sadece bunlarin koklerini
hesaplama kullanilan gesitli yontemler mevcuttur. Buna gore; her iki durumla ilgili
yontemler 6zellikleri geregi iki ayr1 baglik altinda ele alinmislardir.

Birinci grupta ele alinanlar; istenen sonuglara iteratif ¢dziim yoluyla yaklasan,
“iteratif ¢cOziim yontemleri” yada diger adiyla “Dogrusal olmayan denklemlerin
koklerinin hesaplanmasi” yontemleri, bir digerlerinde ise; iteratif olmayan direkt
¢ozlim veren yontemler yada “Polinomlarin kéklerinin hesaplanmast” seklindedir.

5.1.1 DOGRUSAL OLMAYAN TEK DEGISKENLIi( NON-L/NEER)
FONKSIiYONLARIN KOKLERINIiN HESAPLANMASI

Matematikte bir degiskenin farkli derecen terimlerinden olusan; birinci, ikinci,
ticlincli ve dordiincii dereceden, polinomlarint sifir yapan degerleri, yada diger bir
ifade ile koklerini, dogrudan 6zel hesaplama yontemleri kullanilarak kolayca
hesaplanabilmesine ragmen, her bir terimi bir degisken, tstel, logaritmik ya da
trigonometrik  fonksiyonlar gibi farkli ifadelerden olusan genel yapidaki
fonksiyonlarin kokleri bu gibi yollarla hesaplamak olanaksizdir. Bu gibi
fonksiyonlar i¢in ¢ogu zaman 6zel ¢6ziim yontemleri kullanilarak aranan gergek kok
degerlerine iteratif bir sekilde kademeli olarak ulasilir.

Fonksiyonlar1 sifir yapan, veya denklemlerin herhangi bir alanda koklerini
hesaplamaya yarayan bu 6zel ¢6ziim yontemleri genel o6zellikleri itibariyle bazi
farkliliklar gosterirler. Bu farkliliklarin basinda, aranan ger¢ek kok degerine
yaklagim yollar1 ve hizlar1 gelmektedir. Bu amagla kullanilan ¢6ziim yontemlerinden
bir veya birkaci; ger¢ek kok degerine, kokiin tanimli oldugu alanda, apsis ekseni
izerinde bulundugu araligin her seferinde ikiye boliinmesi seklinde iteratif olarak
yaklagirken, bir ¢cogu bu alanda tanimlanan herhangi bir konumdaki yardimci bir
dogru yada ikinci derece gibi diisiik dereceden bir polinomu kullanarak aranan kok
degerine bunlar yardimiyla kademeli olarak yaklasilmasi prensibine dayanmaktadir.
Aralig1 ikiye bolme yada yardimci dogrulari kullanarak yapilan ¢oziimlerden bir
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fonksiyonun daima reel kok degerleri hesaplanmasina karsilik, ikinci veya diisiik
dereceden polinomlar1 kullanarak yapilacak ¢6ziimlerden; reel kok degerleri
yaninda, sanal kok degerleri de hesaplanabilmektedir.

Coziim yontemlerinin bu gibi farkli esaslara gore gelistirilmis olmasi, ayn1 zamanda
her birinin farkli 6zelliklere sahip olmasina neden olmaktadir. Bu durum, herhangi
birini kullanarak bir fonksiyonu sifir yapan gercek kok degerlerini hesaplamadaki
iterasyon sayisini da farkli sekillerde etkilemektedir.

Benzer sekilde; iterasyon sayisini etkileyen bir bagska neden de fonksiyonun ¢6ziim
bolgesindeki egriligi ve genel karakteri olmaktadir. Bu etkenlerin, denklemlerin
gercek kok degerlerini hesaplama islemleri {iizerindeki olumsuz yansimalari,
iterasyon sayilarinmi artirdig gibi bazi durumlarda yakinsamayip, iraksak olmalarina
da neden olmaktadir. Baz1 yontemler i¢in yakinsamanin daha hizli olmasi, degisik
ek Onlerler alinarak saglanabilmesine ragmen, bir yontemin iraksakligi degisik
secenekler kullanilarak giderilebilir. Iraksaklik sorununu gidermedeki se¢eneklerden
biri; baslangigta ¢c6ziim araligini kiigiik secmek olabilecegi gibi, sorunun bu yolla
ortadan kaldirilamamasi halinde; bir baska ¢6ziim yOnteminin denenmesi yoluna

gidilir.

Bu sekilde; herhangi bir  f(x) =0 fonksiyonunu sifir yapan x;, kok degerlerinin

iteratif yolla ¢oziimii i¢in, her zaman aranan kdk degerinin bulundugu bolgede bir
[x,.x,] araligna; yada x, < x, < x, ozelligine sahip, x, gibi bir ilk yaklasik kok
veya baslangic degerine ihtiya¢ vardir. Bu degerler; ¢cogu zaman problemle birlikte
verilmelerine ragmen, verilmemis olduklar1 zaman; dogrudan fonksiyonlarin yada
¢oziim algoritmasinda kullanilan iterasyon fonksiyonlarinin grafik gosterimlerinden
cizimsel olarak geometrik bir sekilde belirlenebilirler.

Kesin kok degerleri, ilk iterasyon adiminda bu yaklasik kok degerleri kullanilarak
yapilan islemlerden elde edilen yeni sonuglarin, bir sonraki iterasyon adiminda
yaklagik degerler kabul edilerek, yapilan ardi sira ¢6ziim islemlerinden iteratif
olarak hesaplanir. Iterasyonun sonuglarmin yakisadigi adimda “bir énceki adim
sonucunda elde edilen degerlerin bir sonraki adimdan elde edilen degerlerden farki
sifir yada daha onceden belirlenmiy; kabul edilebilir bir simir degerinden kiictik
oldugunda” hesaplama islemleri durdurularak en son adimdan elde edilen deger
aranan kok degerleri olarak alinir.

5.1.1.1 Grafik Co6ziim Yontemi

Bu yontemde; y = f(X) gibi bir fonksiyonun kdklerini bulmak ig¢in, isminden de
anlagildig1 gibi grafik ¢oziimden faydalanilmaktadir. Bu amacla; akla ilk gelen
¢oziim yolu; fonksiyonun, X  bagimsiz degiskene belli degerler vererek,
fonksiyonun alacagi degerleri hesapladiktan sonra, bu degerlere gore bir kartezyen
sistemde grafigini ¢izmektir. Sonra; f(X) egrisin, x-ekseninin kestigi noktanin
apsis degerleri aranan ¢oziim olarak, bu grafikten elde edilmektedir. Bu ¢oziimde,
f(X) egrisinin apsis eksenini kestigi noktayr bulmak olduk¢a zor bir islemdir.
Bunun yerine bir diger yol, f(x) fonksiyonu f,(x)— f,(x) =0 seklinde f,(x) ve
f,(x) gibi iki bilesen fonksiyon seklinde diisiiniilerek, alt bilesen fonksiyonlarina
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ayrilir. Sonra, bunlarin her birinin seg¢ilen bir kartezyen koordinat sisteminde
grafikleri ¢izilir. Grafik 1.

v

O x X

Grafik 1: Fonksiyonun Kék Degeri

Buradan, f,(x) ve f,(x) egrilerinin kesisin noktasmnin x; apsisi aranan ¢oziim

olmaktadir.Yapilan islemlerden de anlasilacagi gibi, bu ¢o6ziim yolu grafik
oldugundan, yaklasik deger vermektedir. Bu haliyle, grafik yontem ancak, daha ¢ok
diger iteratif yontemleri i¢in gerekli olan baslangi¢ veya yaklasik kok degerlerinin
hesaplanmasinda kullanilir bir yontem olmaktadir.

5.1.1.2 Céziim Arahgim Ikiye Bélme Yontemi

Coziim araligin1 ikiye bolme (Bisection method) yonteminde; f(x) gibi bir
fonksiyonu [xa,xb] araliginda her zaman f(x)=0 yapan bir deger
bulunabilmektedir. Bunu i¢in gerekli kosul; f(x,)f(x,)<0 yada f(x,) ve
f(x,) degerlerinin zit isaretli olma 6zelliginin daima gergeklesmesidir. Ancak, bu

yontemde ne var ki; her seferinde yaklagik kok degerlerinin tanimlandigi araligi
ikiye bolmenin esit aralikta olmasi halinde yontem fonksiyonun egriligine bagh
olarak yakinsamaktadir. Egrinin egriligi fazla ise geg, aksi halde erken
yakinsamaktadir.

y= (x)
A f(X)
1) —
X, ‘
(@) ' ! X; X, T X
£(x,) /

Grafik 2: Kék Degerine Yaklasma

111



Burada goriildiigii gibi; ¢6ziim araligimi ikiye bdlme yontemi dogrusal olmayan
denklemlerin koklerini hesaplamada kullanilan diger yontemler gibi iteratif bir
¢Ooziim yontemi olup adim, adim uygulanir. Bu amagla, ilk islem adiminda;
X, < x; < x, ¢0ziim araligmin smur degerleri icin f(x,) ve f(x,) fonksiyon
degerleri hesaplanarak f(x,)f(x,)<0 kosulunun saglanip saglanmadigina bakilir.
Eger bu kosul saglanmis ise, o zaman x,< x; < x, aralifinda f(x,)=0 sifir
yapacak x; gibi bir kok bulunacaktir. Birinci iterasyon adiminda kok icin yaklasik
bir deger; kokiin bulundugu aralig1 ikiye bolmek suretiyle;

X +X
X, = a b
2

olarak hesaplanir.

Buradan hesaplanan x, degeri f(x) fonksiyonunda x ‘in yerine yazilarak f(x,)
fonksiyon degeri hesaplanir. Daha sonra gercek kokiin hangi smirlar arasinda
bulundugunu belirlemek i¢in, f(x,) , f(x,) Ve f(x,) degerlerinden isaret¢e zit
olan birbirine yakin ikisi segilir. Eger; f(x,)f(x,)<0 1ise; gercek kok
X, < x; < x; smurlarmin belirledigi aralikta, f(x;)f(x,) <0 1ise; gercek kokiin
x; { x; { x, smurlarinin belirledigi aralikta olduguna karar verilir. Yukaridaki
fonksiyon grafiginin ¢iziminden de goriildiigi gibi; f(x,)f(x,) =<0 oldugundan,
bundan sonraki iterasyon adiminda gergek kokiin x; ( x; ( x, aralifinda aranmasi
gerekmektedir. Birinci adimdaki islemlere benzer sekilde; ikinci iterasyon adiminda
da x, ( x; ( x, araligi, dnce

X tx,
Xy = ——
2

seklinde ikiye bollinerek gergek koke bir adim daha yaklasilir. Yine, ger¢ek kokiin
hangi smirlarin belirledigi aralikta olduguna karar verebilmek ig¢in,  f(x,)

fonksiyon degeri hesaplanarak, f(x,), f(x;) Ve f(x,) zit isaretli ve birbirine

yakin degerde olan ikisi segilerek, ger¢ek kok bu aralikta aranir. Benzer sekilde
eger; f(x)f(x,)<0 ise; ger¢ek kok x, ( x; { x, smirlarinin belirledigi aralikta,

f(x)f(x,)<0 1ise; gercek kokiin x, ( x; ( x, smirlarinin belirledigi aralikta

olduguna karar verilir. Bunlardan istenen kosulu saglayani secilerek daha sonra
amaclanan sonuca ulagincaya kadar iterasyon islemlerine benzer adimlarda devam
edilir.

Bu yontemle bir neticeye ulasmada iteratif bir ¢éziim gerektiginden, ilk adimdaki
baslangic degerlerinin se¢imine ve egrinin egriliginin durumuna bagl olarak, ardi
sira yapilacak islemler de fazla sayida olacaktir. Bu gibi durumlarda uygun olani,
¢oziim icin bilgisayarlar1 kullanmaktir. Bilgisayarlarin kullanilmas: ile istenen
sonuca kisa zamanda ulasilabilir. Boyle bir ¢oziimdeki islem algoritmasi asagidaki
gibi verilebilir,

112



v (0 X, , Xp
Bu aralikta kokii yok Koktiir
+
X, = Xg T Xp
2
= > 0
J(x,)f(x)
A 4
x, Koktiir
\ 4 >
+ +
. X +x, %, = X+ X,
2 2
| |
E H
B x, —x,| <&
A 4
Dur

Diyagram 1: Algoritma Céziimii
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Ornek 1; f(x)=x —x—1 fonksiyonunu [1 , 2] araliginda sifir yapan koklerinden

birini, ¢dzim araligini ikiye bdlme yontemiyle, £=0.05 mutlak hata ile
hesaplayiniz.

Coziim 1: Once bu fonksiyonun x, =1 f(1)=-1 ve

f(2)=5 olarak hesaplanir. Birinci adim igin ;

alt siir1 i¢in degeri;
x, =2 st smr i¢in degeri de;
X, +x, 1+2
xl = a b = =
2 2

1.5

ve fonksiyon degeri de,

f1.5)=15"-15-1=0.875
olarak hesaplanir.

Buradan; f(x,)(x;){( 0 oldugundan aranan gercek kok (1,1.5) smnirlar1 arasindadir
denir. Ikici adim da gergek kok, benzer sekilde islemler yapilarak, bu aralikta aranur.

Bunu ig¢in;

ve

hesaplanir. Buna gore de; ger¢ek kokiin (1.25,15) smirlariin belirledigi aralikta

xZ—

X, +tx  1+15

2

=1.25

f (1.25) =1.25% —~1.25 —1=—-0.297

olur. Uciincii adimda;

hesaplanarak;

Bu islemler; sistematik olarak topluca bir arada gosterilmek istenirse; asagidaki

X;,; —X; <0.05 oluncaya kadar iterasyon islemlerine devam edilir.

X3—

tablo diuzenlenebilir.

SO)(x)< 0

154125

2

=1.375

X, +x

Yoo | % i PACA R FACAR NG

1 2 15 -1 S 0.875
1 15 1.25 -1 0.875 | -0.297
1.25 15 1.375 -0.297| 0.875 0.225
1.25 1.375 1.3125 -0.297| 0.225 | -0.052
1.3125 | 1.375 1.34375 -0.052 | 0.225 | 0.083
1.3125|1.34375 | 1.328125 -0.052| 0.083 | 0.015
1.3125|1.328125 1.3203 -0.052| 0.015 | -0.019

Tablo 1: fteratif Coziim
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Tablodan goriildiigii gibi; her iterasyon adiminda ¢6ziim araligini ikiye bolerek elde
edilen yaklasik kok degerleri diger kok degerleri ile birlikte verilen fonksiyonda
yerine yazilarak her biriyle ilgili fonksiyon degerleri hesaplanir. Bu fonksiyon
degerlerinden f(x;)f(x;,;) <0 kosulunu saglayan mutlak degerce en kiigiik
olanlarina karsilik gelen X apsis degerleri segilerek gercek kok degerinin bu sinirlar
arasinda oldugu dikkate alinarak, bir sonraki adimda sinir degerleri olarak ele
almirlar. Bir sonraki iterasyon adiminda bir dnceki iterasyonda oldugu gibi ayni
islemler yapilir.

Sonugta; verilen x,,; —x; <0.05 hata siirina uygun deger 5. iterasyon adimindan
x=1.34375 olarak elde edilir.

Ornek 2: 2=?
hesaplayiniz.

kok degerini, ¢Oziim araligmi ikiye bolme yontemiyle

V2=x ise; her iki tarafin karesi alindiginda, f(x)=x? -2

fonksiyonu elde edilir. v/2 =x yaklasik kdk degerleri olan (1,2) araliginmn siir
degerleri i¢in fonksiyonun degerleri; f(1)=1>-2=—-1 ve f(2)=2%>-2=2 olur.

Coziim 2: Bu saymi

Buna gore; ilk adimda;

X, +Xx 1+2
xlz a b:

2 2

=15 ve f(1.5)=15-2=025

olarak hesaplanir ve f(1)(1.5)¢ 0 olur. ikinci adimda; kék (1,1.5) sinir degerleri
arasinda aranir. Bu adimda

v, =Xt IS o8 e fos))=1252 — 2204375
2 2 2
£(1.25) £(1.50) (0

hesaplamalarindan, aranan kokiin  (1.25, 1.50) araliginda oldugu hesaplanir.
Iterasyon islemlerine, benzer sekilde, asagidaki tablodaki gibi devam edilerek,

+

oo |wmo R SG) | f) | S

1 2 1.5 -1 2 0.25

1 15 1.25 -1 0.25 |-0.4375
1.25 1.5 1.375 -0.4375 | 0.25 [-0.1094
1375 |15 1.4375 -0.1094 | 0.25 0.0664
1.375 | 1.4375 1.40625 -0.1094 | 0.0664 | -0.0225
1.40625|1.4375 1.421875 | -0.0225 | 0.0664 | 0.0217
1.40625/1.421875| 1.41406 -0.0225 | 0.0217| -0.00043

Tablo 2: fteratif Coziim
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aranan kok degeri; |x

i+l

J2 = x =1.41406 olarak elde edilir.

—x,;| <0.007 mutlak hata ile 7. iterasyon adimi sonucunda

5.1.1.3 Basit Iterasyon Yyontemi

Basit iterasyon yonteminde f(X) gibi bir fonksiyonu sifir yapan herhangi bir x
bagimsiz degiskenin x =x; degerini (kékiiniin) hesaplamak i¢in; 6nce bu fonksiyon
f(x)=0 seklinde bir denklem olarak diisiiniilerek; f,(x)— f,(x) =0 kosuluna uygun
f1(x) = f,(x) gibi iki bilesen fonksiyona ayrilir. F(X) fonksiyonunun bu sekilde iki
bilesen fonksiyona ayrilmasinda,

filx)=x  : koordinat sisteminin orijininden gecen ve egimi bir olan bir dogru,

f>(x)=g(x): arda kalan terimlerden olusan fonksiyonu gostermek iizere,

X = g(x) seklinde yapilirsa; tiim islemler daha basit ve kolay halde olmaktadir. Bu
nedenle, basit iterasyon yontemine gore dogrusal olmayan denklemler 6nce bu
ozellikdeki iki basit bilesen fonksiyona ayrilir. Sonra, bu iki fonksiyonun kesigim
noktasinin x; apsis degeri, denklemin aranan bir kokii ya da fonksiyonu f(x;)=0

sifir yapan bir deger olacagindan bu iterasyon fonksiyonlarindan hesaplanir.

F(x) = 0 denkleminin bu yontemle bir kdkiine ulagabilmek igin, x; gergek kokii
civarindaki  x, yaklasik bir kok degeri daha Once verilmis yada belirlenmis
oldugundan, ilk iterasyon adiminda bu x, yaklasik kok degeri kullanilarak; X = g(x)
iterasyon esitligine gore ;

y=f(x)

A

/ (x)

I
X X; X

v

Grafik 3: Kok Degerine Yaklasma

x; = g(x0)
x, =g(x))
x; =g(x,)
Xitl :g(xi)
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adimlar halinde iterasyon islemleri yapilarak, her adimin sonucunda bir kok degeri
hesaplanir. Bu sekilde iterasyonla yapilacak ¢6ziimiin yakinsak olmasi halinde;
aranan x; kesin yada gercek kok degeri, ¢ sifir yada kabul edilebilir ¢ok kiigiik

bir deger olmak iizere; x,,, —x; < ¢ oldugu durumda, iterasyon islemi durdurularak

+1

son adimdan elde edilmis olan x; degeri, bu fonksiyonu sifir yapan bir deger; yani
kok olarak alinir.

Bu sekildeki bir iterasyon hesabinda; yapilacak islemler veya hesaplamanin

bilgisayarla yapilmasinda yazilacak ¢oziim programinin algoritmas: teknigi
yoniinden daha uygun olacagi diisiincesi ile;

Basla

Diyagram 2: Algoritma Coziimii

seklinde bir hesap algoritmasi verilebilir. Boyle bir hesap algoritmasina gore yapilan
islemler grafik olarak;

y=f(x) y=Ff(X)

A A

N £00)
f(xo) O

‘w/@ /

P x(; X, X p Ol x, X x; X

Grafik 4: Koklere Itertif Yaklasma
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gorsel olarak farkli bigimlerde gosterilebilir.

Neticede; Basit iterasyon yontemine gore bir fonksiyonun kokiinii bulmada kosul, X
dogrusu ile g(x) fonksiyonlarinin en az bir noktada birbirini kesmeleri
gerckmektedir. Bu 6zellik basit iterasyon yonteminin yakinsamasi olarak bilinir.

Bilindigi gibi, ortalama deger teoremine gore; bir g(x) fonksiyonu (a,b) aralifinda
siirekli ve bu araligin herhangi bir noktasinda tiirevi mevcut ise; a<c<b

araligindaki herhangi bir ¢ degeri igin,

-5 _
—a

esitligini saglayan en az bir nokta bulunmaktadir. Bu baginti ayni zamanda,
A(a,g(a)) veB(b,g(b)) noktalarindan gecen bir dogrunun egimi olmaktadir.

Y 9(x)

A /
7

/O/é éb X

Grafik 5: a <c <b Araliginda Kiris
ve Egim lligkisi

Buradan,
g(b)=g(a)+g'(c)b-a)

seklinde elde edilecek bir kural; basit iterasyon yontemine gore yapilacak iteratif
¢cozlime uygulanarak,

X :g'(xo) y Xy =g'(x1) ERRLTELE » Xitl :g’(xi)

olacagi gdz oniine almarak, herhangi bir i. Iterasyon adimi sonucunda elde edilen
(x,_;,x;) gibi bir aralik i¢in yeni sinir degerleri a =x; ; ve b =x; olacaktir. Buna
gorede x, ; <c <ux; olacak ve bu noktalardan gegecek dogrunun egim bagintisi de
benzer sekilde,
gx)—glxiy) _
= =g'(c)

X =X

olacaktir. Sonucta;

g(x;)=g(x, ) +g'(e)x; —x,)
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oldugu yazilabilecektir. Diger taraftan, x g'(x;) ve x; = g'(x,_,) oldugundan.

i+l =
g(x)—g(x, ) =g'(e)x; —x,y)

esitligi de mevcut olacaktir. Sol taraftaki degerlerin yerine iterasyon degerleri
yazildiginda bu baginti,

X —X; = g'(0)(x; —x;)
veya
i = x| =[g' (@) (x; —x;1)

seklinde de ifade edilebilecektir.

Sonugta, bu durumun her bir iterasyon adimi i¢in gecerli olacagi rahatlikla

sOylenebilir. Bu yolla gercek kok degerini bulabilmek igin |x —xi| — 0 sifira

i+l
yakinsamasi ne neticede sifir olmasi gerekir. Bunu bdyle olmasi i¢in, her iterasyon
adim1 sunucunda elde edilen bu farkin, bir 6nceki adimdan elde edilmis olan farktan
daima kii¢iik olmas1 gerekir. Boyle bir kosulun gergeklesmesi i¢in de g'(c) <1

olmas1 gerekmektedir.

Uygulamada bu kosul; ¢oziime baslamadan once; ilk iterasyon adiminin basinda,
¢ =x, alinarak ‘ g'(xo )‘ <1 kosuluna bakilarak karar verilir. Eger bu kosul, f(x)=0
denkleminin kokii civarinda saglaniyor ise, bu yontemle en az bir koke

ulasilabilecegi sOylenir. Sonucta bu 6zellik; basit iterasyon yontemiyle kok bulmada
yeterli bir kosul olmasina ragmen, gerekli bir kosul da olmamaktadir.

Bir f(x) fonksiyonunu f(x)=0 yapan Xx ger¢ek kokiinii basit iterasyon
yontemiyle iteratif olarak hesaplamada,

X i. [terasyon adiminda hesaplanan kok degeri

Ax; ;1. Adimda kékiin hesaplanan kék degerinin hatast

i

olmak iizere; ¥ gercek kok degeri ile i. Islem adimindan hesaplanan herhangi bir
kok degeri arasinda; Ax; =x; —x genel hata tanimindan faydalanarak, x; = x + Ax;

seklinde bir iliski yazlabilir. Bu iligki, iterasyon fonksiyonunda dikkate
alarak;yapilan Taylor seri a¢ilimindan;

g(x;) = g(¥ + Ax;) = g(X) + g'(X)Ax; + %g"(f)Axf o

seri degeri elde edilir. Bu Taylor ifadesinde; Ax; degerleri kiigiik miktarlar

olduklarindan, yiiksek dereceli terimlerin sonuglar {lizerindeki etkileri de kiiciik
olacagindan ihmal edilebilirler. Bu durumda hata hesabi i¢in,
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gx) = g() + g (DX, + g (DAY’

seklinde elde edilmis olan ikinci dereceden bir Taylor ifadesi ile yetinilmektedir.
Burada; x;,, = g(x;) ve X = g(x) oldugu dikkate alinirsa;

. |
X —X = g (X)Ax; +Eg (x)Axlz

elde edilir. Bu bagintisin sol tarafindaki x,,, —x = Ax,,, farki, yani; i+1. iterasyon

i+l
adimindaki,

- 1 "e—
Axjy = g (A + g (¥)Ax?

iterasyon hatasi olmaktadir. Buradan goriildiigu gibi bu deger, bir dnceki iterasyon
adiminda yapilan hata miktarina bagli olmaktadir. Ozetle; basit iterasyon yontemine
gore kok hesaplamadaki hata; bir onceki hataya bagli oldugu goriiliir.

Ornek 1;  f(x)=4e™** —x fonksiyonun x, =3 civarindaki bir kokiinii basit
iterasyon yontemi kullanilarak & = 0.05 mutlak hata ile hesaplayiniz.

Coziim 1; Basit iterasyon yontemiyle bu fonksiyonun bir kokiinii bulabilmek i¢in
once,

f(x) =4 —x=0

seklinde bir denklem halinde yazilarak;

x= 46—0.5)6

X

gibi iki basit fonksiyona ayrilir. Bu durumda;  g(x)=4e *>* olur. Buradan;

g'(xo) degerini bulmak i¢in, logaritmasi alinarak,
Ln g(x)=Ln 4-0.5x Lne

ve burada Lne=1 oldugundan,
Ln g(x)=Ln 4-0.5x

X degiskenine gore tlirevi alinirsa,

ALn(g(x) _ g (™) _ s
ox g(x) ‘

g (x) = g(x)(-0.5) = (-0.5)4e™"" = - T
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olur. Buna gore de;

‘g'(xo)‘z ‘e% = |-0.446| <1

kosulu saglandifindan bu fonksiyon x, =3 yaklasik kokii civarinda yakinsak
oldugu soylenebilir. Sonugta; Basit iterasyon yontemiyle x, =3 yaklasik kokii
civardaki gercek bir kokii agagidaki gibi bulunabilir. Bu kok;

X | g(x)=4e"| x,,—x <0.05
3 0.89 2.1
0.89 2.56 1.67
2.56 1.11
1.7 1.7 x; —x,; <0.05

Tablo 3: [teratif Coziim

olmasi kosulu 25. iterasyon adiminda saglanarak, bu fonksiyonun bir kdkii & = 0.05
mutlak hata ile x, =1.7 olarak hesaplanabilir.

Ornek 2; f(x)=4 Lnx -x fonksiyonunu x, =3 baslangig yada diger adiyla

yaklagik kokii civarindaki gercek bir kokiinii basit iterasyon yontemi kullanilarak
£ =0.05 mutlak hata ile hesaplayiniz.

Coziim 2; Bu fonksiyon f(x)=4 Lnx -x=0 seklinde sifira esitlenip bir
denklem olarak yazildiktan sonra;

Xx=4 Lnx
biciminde iki bilesene ayrilabilir. Buradan; f(x) fonksiyonun basit iterasyona

yontemine gore; bu yaklasik kokii civarindaki bir ger¢ek kokiinii bulmada
yakinsayip, yakinsamayacagini 6nceden gorebilmek i¢in;

gx)=4 Lnx ve g (x) _4t
x:xo
elde edilerek; x, =3 icin degeri,
. 4
g (x9) = g >1

raksak oldugu bulunur. Buradan; f(x) fonksiyon x, =3 yaklasik kokii civarinda
yakinsamadigi , yani 1raksadigi soylenebilir. Bunun boyle oldugu,
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X g(x)=4Lnx | x,, —x; <0.05

3 4.39 1.39
4.39 5.92 1.53

5.92 7.11 1.19

Tablo 4: lteratif Coziim

seklinde yapilan sayisal iterasyon ¢6ziim islemlerden da agikga goriilebilir.

Ornek 3; f(x)=x>-4x+4 fonksiyonunu x,=1.5 civarindaki bir kokiinii
basit iterasyon yontemine gore & =0.05 mutlak hata ile hesaplayimiz.

Coziim 3; Bu fonksiyon once, f(x)=x”>—-4x+4=0 seklinde yazilir ve sonra

basit iterasyon yonteminin X=¢(X) seklinde verilmis olan temel ilkesine gore iki
bilesene ayrilir. Bu amagla; f(x) fonksiyonun iki bilesenine ayrilmasinda birbirinden
farkl1 sekilde ayirma islemleri yapilabilir. Bunlar;

a) 4x=x>+4 ; x=025x>+1 buradan g(x)=025x+1
| (x)| = 0.504] __ =[0.50x,| =[0.75] < 1

¢oziim yakinsamaktadir. Buradan ¢6ziim yapildiginda;

X g(x)=0.25x +1 |x,,, —x, <0.05

1.5 1.56 0.06
1.56 1.61 0.05
1.61 1.65 0.04

Tablo 5: Iteratif Céziim

£ =0.05 mutlak hata ile 3. iterasyon adimi sonucunda kok degeri x =1.65 olarak
bulunur.

b) x?=4x-4 ; x=+J4x—4 ” g(x)=+J4x—4
. 2 2
=—— | == =N2|=N41>1
) Jax—al,_, ‘ﬁ‘ 2|l
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ve ¢ozim 1raksaktir. Buradan; iterasyon hesabi yapildiginda;

X g(x) =v4x—-4 X —x; =0.05
1.5 1.414

1.414 1.287 -0.086
1.287 1.071 -0.127
1.071 0.533 -0.216
0.533 | kok i¢i negatif Iraksamaktadr

Tablo 6: Jteratif Coziim

iterasyonun yakinsamadigi tekrar goriiliir.

2 : 4 » 4
C —4x=-4 ; x=- =—
) x4 = g0 ="
\g'(x)\=—4 ; =‘—4 ‘:|0.64|< 1
(x—4) g 6.25
¢oziim yakinsamaktadir. Buradan ¢6ziim yapildiginda;
4
X g(X):_X—4 )C,-+1—xl~S0.05
1.5 1.6
1.6 1.667 0.1
1.667 1.715 0.067
1.715 1.750 0.048

Tablo 7: [Iteratif Coziim
aranan kok degeri £ < 0.05 mutlak hata ile 4. iterasyon adimi sonucunda x =1.75
olarak hesaplanmaktadir.

Buradan goriildiigl gibi; ¢6ziim i¢in bunlardan hangisi yakinsak ise, basit iterasyon
¢ozimi ona gore yapilir. Yakinsak olanlarindan |g'(x)| tirev degeri kisa stirede

yakinsamaktadir.

5.1.1.4 Newton- Raphson Y ontemi

Newton-Raphson yonteminde bir fonksiyonun belli bir degere gore Taylor seri
agilimidan faydalanilmaktadir. Bu amagla, f(x) gibi bir fonksiyon x=x,+#

yaklasik degerine gore Taylor serisine agilarak,
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Jx)=f(x)+

f(@ L) ) s
2! 3!

seri ifadesi elde edilir. Bu seride x, baslangi¢ degerinin uygun sekilde, yani
x—x, =h degerinin kiigiik bir deger se¢ilmis olmasi durumunda; seri birinci
dereceden terimde yakinsayacagindan, burada iki yada daha yiiksek dereceden

terimler goz ardr edilebilir. Bu durumda birinci dereceye kadar terimlerden olusan
Taylor serisi,

fu)fuw+f““

olarak elde edilir. Buradan; f(x) fonksiyonunu f(x)=0 yapan bir degeri yada
koki;

JCAREASO
yaparak,
MG
S (xp)

elde edilen h degerinin x—x, =/ de dikkate alinmasi ile

S (xo)
f'(xo)

esitliginden bulunabilir. Ayn1 zamanda bu esitlik Newton-Raphson yonteminin de
temel bagintisi olmaktadir. Ancak, bu bagmtinin elde edilmesinde, Taylor seri
acitliminda;  x yerine baslangi¢ degeri olarak x, gibi bir yaklasik degerin
kullanilmis olmas1 yaninda birinci dereceye kadar olan terimlerinin dikkate alinmis
olmasi bunun ilk adimda f(x)=0 yapan bir X degeri i¢inde tam bir ¢bziim
olamayacagini gostermektedir. Bu durumda, tam ¢6ziim; ancak bu bagintinin iteratif
bir sekilde uygulanmasi ile bulunabilir.

y=f(x)

A

S(xg) [

S(x)

v

Of x, ¥ x, x; X

Grafik 6: Koke Itertif Yaklasma
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Boyle bir ¢oziimde; x, baslangic yada ilk yaklasik kok olmak tizere;

S (xp)

f (%)
S(x))

[ (%)

X1 =X

Xy =X

S (%)

[ ()

i+l T Y

X; —x; <¢& seklinde verilmis olan, bir sonraki adimdan elde edilen degerle bir

onceki adimdan bulunan degerin 6ngoriilen, hata sinirindan kiigiik oluncaya kadar
iterasyon islemlerine devam edilerek bulunur.

Buradan goriildiigli gibi; bu yontemde ger¢ek kok degerine, fonksiyonun c¢izdigi
egriye x, gibi ilk baslangic degerinden baslayarak, esit aralikta apsis degerine
karsilik gelen noktalarda, egriye teget dogrularla iteratif olarak yaklasilmaktadir.
x; —x; <& degeri bir 6nceki iterasyondan bir sonraki iterasyona gegiste gittikge
kiigiiliiyor ise, ¢oziim yakinsak olmaktadir. Aksi halde iraksak olur ve ¢oziim
vermez. Bu durum, yani yakinsamanin olup, olmadigi; iterasyon islemlerine
baslamadan once arastirilir. Boyle bir islem igin, Newton-Raphson yonteminde
kullanilan;

JS(x)
f'(x[)

Xiy1 = X;

iterasyon fonksiyonu, basit iterasyon yonteminde oldugu gibi bir ()
fonksiyonunun bir tarafi bir dogru denklemini gosterecek sekilde iki bilesen
fonksiyonuna ayrilmis sekli gibi diisiiniilebilir. Sag tarafindaki ifade de; x; degeri

icin X degisken gosterimi kullanildiginda,

f(x)
f ()

g(x)=x-

olarak yazilabilir. Basit iterasyon yonteminde, bir g(x) fonksiyonun yakinsak
g'(x0)| <1 kosulu bulunmaktadir. Bu 6zellik, Newton-Raphson

olabilmesi igin,

yonteminde c¢oziime esas olan iterasyon fonksiyonunun ayni yapida olmasi
nedeniyle, burada da gegerligini korumaktadir. Buna gore;

LW 0 - ")
r@f

g'(x)=1

almarak, |g'(x, )| <1 kosuluda g6z onlinde bulundurularak yapilan islemlerden bir

fonksiyonun, f(x)=0, sifir yapan bir kdk degerlerini hesaplarken, yapilacak
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iterasyon iglemlerinin bir islem adimindan bir sonraki islem adimima gecerken
yakinsak olmasi i¢in iterasyonun yapildigi her islem adiminda;

JAEIVAC))

(1
' @f

kosulunu saglanmis olmas1 gerekmektedir. Aymi sekilde; baslangigta verilmis olan;
x, ilk yaklasik kok degeri i¢in de bu kosulu;

F)f (%)
7 o

<1

saglamasi gerekmektedir.

Uygulamada; bu yolla bir fonksiyonun kok degerlerini hesaplama islemlerine
baslamadan once bu kosulun varliginin arastirilmasi gerekir. Kosulun gegerli
olmasinda ancak en az bir koke ulasilir. Aksi halde; Kosulun gecerli olmadigi
durumda ¢6ziim aranmamalidir. Bu duruma 6rnek olarak;

R

N
S(xy)
S (xp)

Grafik 7a: Iterasyonda Iraksama

ya da diger bir ¢cok 6rneklerden biri olarak;

y=f(x)

A

v
x

Grafik 7b: Iterasyonda Iraksama
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ozelliklerine sahip fonksiyonlar verilebilir.

Buradan goriildiigii gibi baz1 durumlarda, kokii bulunacak denklemin 6zelligi geregi;
Newton-Raphson yontemine gore kok hesaplama iglemleri yakinsamaz. Sonugcta,
kok degeri de hesaplanamaz. Coziimiin yakinsak oldugu bazi durumlarda, baslangic
degerinin iyi segilememesi veya fonksiyonun analitik 6zelligi geregi kok bulma
isleme kolay yakinsamaz. Boyle durumlarda, bir ¢6zlime ulasabilmek i¢in fazla
iterasyon islemleri yapmak gerekir. Bu gibi durumlarda, hesaplama islemlerindeki
zorluklarin artik sorun olmaktan ¢ikarmak i¢in, hizli hesaplayicilarin yaninda uygun
bir islem algoritmasin da kullanilmasi kagimilmaz olur. Bdyle bir algoritma
asagidaki gibi diisiintilebilir.

Newton-Raphson yonteminde f(X) gibi siirekli ve ilk iki tiirevi olan bir fonksiyonun
f(x)=0 yapan x gerc¢ek kokiinii hesaplamak i¢in,
Xigg =X — f,(X)
1)

iterasyon bagintisindan faydalanarak, ¢oziim iteratif olarak yapilmaktadir.

Basla

A 4

‘ Xy &

»
>

Y

S (xg )f (x9)

o) ¢
7 (o))

Diyagram 3: Algoritma Céziimii
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Herhangi bir iterasyon adimi sonucunda hesaplanan yaklasik kok degeri de x;

1

olmaktadir. Ax; =x —x; ; i. adimda hesaplanan x; yaklasik kok degerinin mutlak
hatas1 olmak iizere; gergek kok degeri igin X —Xx; +Ax; yazilabilir. Bu iliski, f(X)
fonksiyonunda dikkate alinarak;yapilan Taylor seri agilimindan;

F@E) = fx, +Ax) = £(x)+ f1(x)Ax, + % STODAC + ...

seri degeri elde edilir.

Taylor ifadesinde; Ax; degerleri kiigiik miktarlar olduklarindan, yiiksek dereceli

terimlerin sonuglar iizerindeki etkileri de kiiciik olacagindan ihmal edilebilirler. Bu
durumda hata hesabi i¢in,

SO = £+ 10)A + £ x)A

seklinde elde edilmis olan ikinci dereceden bir ifadesinin kullanilmasi yeterli olur.
Burada; f(x)=0 oldugu dikkate alinirsa;

S+ /AT, + 2 (A =0

yazilir. Her tarafin f'(x;) degerine bdlinmesinden

S (x) +Ax, +lf"(xi)Ax,2 ~0
J'(x) 2 ()

elde edilir. Burada; iterasyon fonksiyonundan;

VAC))
S'(%)

=X;—X;,; V& Ax;=X-x;

hesaplanan degerler yerlerine yazildiginda  Ax,,, =X —x,,, bir sonraki hesap
adiminin mutlak hatasi

L)
T2y

olarak ifade edilir. Sonugta; Newton-Raphson yontemine gore kok hesaplamadaki
mutlak hata; bir 6nceki adimdaki mutlak hataya karesel olarak bagimli olmaktadir.

Ornek 1: +/2 =2 kok degerini, x, =1 baslangi¢ degerini kullanarak, 0.05 mutlak
hata ile Newton-Raphson yontemiyle hesaplaymiz.
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oziim 1: Busaymi 2 =x ise; her iki tarafin karesi alindiginda, 7 (x)=x> -2
C y g

fonksiyonu elde edilir. J2=x yaklasik kok degerlerini Newto-Raphson yontemine

gore hesaplamak icin; f(x)=x?—2 fonksiyonunun birinci ve ikinci tiirevleri
alinarak;

f(x)=2xve f"(x)=2
elde edilir.
Bu ¢6ziimiin yakinsayip yakinsamayacagini 6nceden kestirebilmek igin,

S (x)

(1
' @f

kosulundan faydalanarak,

s o) _|ene)|
rof | 1@

Oldugu goriiliir. Sonugta iterasyon ¢oziimii yakinsayacaktir denir. Buradan tablodaki
gibi hesaplamalar yapilarak,

0.5]< 1

2 —_—
X h=—]]:,((x))=—x2 2 X=Xy +h|x, —x
X X
1 0.5 15 0.5
15 -0.083 1.4167 |-0.083
1.4167 -0.0025 1.4142 |-0.0025

Tablo 8: lteratif Coziim

aranan kok degeri 0.05 mutlak hata ile 3. iterasyon adimi sonucunda x=1.4142
olarak hesaplanir.

Ornek 2: f(x)=x"—7 fonksiyonunu sifir yapan bir kok degerini, x, =15

baslangi¢c degerini kullanarak, 0.05 mutlak hata ile Newton-Raphson yontemiyle
hesaplayiniz.

Coziim 2: Bunun i¢in fonksiyonunun birinci ve ikinci tiirevi alinarak; f (x) = 3x?
ve f"(x)=6x olarak elde edilir. Buradan; x, =1.5 baslangi¢ degeri i¢in,
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@/ W) _ ra.5)10.5) _|3.6259)| .
Trof | Trasf || @ | 707!

kosulu hesaplanarak, itersyonun yakinsayacagina karar verilir.

3 —
X hz—]{,((x)):—x3 27 X=Xxy+h |x—x
x x
1.5 0.537 2.037 0.537
2.037 -0.117 1.920 -0.117
1.920 -0.007 1.913 -0.007

Tablo 9: Iteratif Coziim

Buradan , aranan kok degerinin 0.05 mutlak hata ile 3. iterasyon adimi sonucunda
x=1.913 olarak hesaplanir.

5.1.1.5 Kirisler Yontemi

Baz1 kaynaklarda “Regula Fals:” yada “Degisik isaretli” ¢6ziim yontemi alarak da
adlandirilan Kirisler yontemine gore f(x) gibi bir fonksiyonun  x, <x<x,
araliginda f(x)=0 yapan bir kdk degerini hesaplamak i¢in, 6nce x, ve x, smnir
degerlerine karsilik gelen y, = f(x,) ve 1y, = f(x,) fonksiyon degerleri, diger

bir ifade ile bu degerlere karsilik gelen noktalarin koordinatlar1 hesaplanir.
Fonksiyon degerlerinin; x, <x<x, araliginda, f(x,)f(x,)<0 kosulunu

saglanmig olmasi; bu aralikta fonksiyonu sifir yapan en az bir kdkiiniin bulunmasini
gosterir.

y=f(x)

Grafik 8: Koke Itertif Yaklasma

Coziim icin; bu sinir noktalarindan (A ve B noktalarindan) gegen dogrunun, diger
adiyla kirisin denklemi,
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Yo = Va :y_ya

X, —XxX, X—X,
bagintisindan faydalanarak,
Vb~ Va
Y=Yt (- x,)
Xp — X,

olarak yazilabilir. Buradan, AB kirisinin X eksenini kestigi noktanin koordinatlari,
kiris denkleminde y =0 alinarak buna karsilik gelen apsis degeri,

X, — X,
X=X, — b (ya)
Yo = Va

olarak elde edilir.

Burada vurgulamak gerekir ki; sifira bolme gibi bir islem belirsizligi kuskusu
yaratabilecek olan y, —y, farki; y, ve y, degerlerin siirekli zit isaretli olmasi

nedeniyle hi¢bir zaman s6z konusu olmamaktadir.

Neticede; bu sekilde kirisin X eksenini kestigi nokta i¢in hesaplanmis olan X apsis
degeri; A ve B noktalarimin tanimladig: kirisin lineer bir fonksiyon 6zelliginde
olmasina karsm; f(x) farkli 6zellikte herhangi bir egriyi temsil eden bir fonksiyon
olmaktadir. Neticede; f(x) fonksiyonunun X eksenini kestigi noktanin apsisi ile
kirisin X eksenini kestigi noktanin apsisi ayni olmamaktadir. Bu iki noktanin
apsisleri x = x; farkli degerler olur.

Boyle durumlarda; f(x) fonksiyonun x eksenini kestigi noktanin x; apsis, ya da

diger bir ifade ile  f(x)=0 sifir yapan bir degeri, A ve B noktalarinin tanimladig
kirigin y=0 alinarak elde edilmis olan; X eksenini kestigi noktanin X apsis degeri
x, = x almarak hesaplanan C noktasinin apsisi f(x) fonksiyonunda yerine yazilarak

ordinatt y, = f(x_.) hesaplanir.

Boylece f(x) fonksiyonu iizerinde, fonksiyonun X eksenini kestigi noktaya bir derece
daha yakin C gibi yeni bir nokta koordinatlari ile birlikte tanimlanmig olur. Sonra,
yukarida yapilan islemler; C ve B noktalarmin tanimladigi kiris i¢in yeniden
yapilarak, her seferinde f(x)=0 noktasina bir adim daha yaklasilir. Bu islemler,
iteratif bir sekilde uygulanarak, bir onceki adinda hesaplanan degerin bir sonraki
adimdan hesaplanan degerden farki sifir oluncaya kadar, bagka bir ifade ile ¢oziim
sonucunda hesaplanan degerin f(x)=0 yapan x; degerine ulagincaya kadar biitiin
islemlere devam edilir. On gériilen kosullar gergeklestigi anda iterasyon islemleri
durdurularak aranan sonuca, islem akis diyagramindan goriildiigii gibi, sistematik bir
sekilde ardisik ¢oziim islemleri yaparak iteratif olarak ulagilmig olunur.

Bu yontemle kok hesaplamada f(x) fonksiyonun egriligi ne kadar az ise; bir diger

ifade ile dogruya ne kadar yakin ise; yakinsamasi o kadar kisa zamanda olmaktadir.
Birka¢ adimda hemen sonuca ulagilmaktadir.
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v
)0 =0
S (x)f(xp)
A 4
A 4 xa 5 xb
Bu aralikta kokii yok Koktiir
X, — X,
X=X, — - (ya)
Vb = Va
= > 0
S (x)f (%)
A 4
x Koktiir
A 4
X, =X X, =X
\ 4 <
g Sf(x) = f(x) f(x,) = f(x)

Yo =V Ya =V

E H
< X, —x|<e >
\ 4
Dur

Diyagram 4: Algoritma Céziimii

Bu durum; matematik olarak; bir egrinin kartezyen koordinat sisteminde ifade
edilmis olan,

LA C))

roh f'(x)z}%
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bagintisi ile agiklanabilir.

Burada; f'(x) biyik, f"(x) kiiciik degerler olmasi halinde, ¢oziim o kadar kisa

zamanda bulunacagindan, yukarda sOylenenlere benzer sekilde, egriligi az
oldugundan ¢abuk yakinsayacagi sdylenebilir.

Bu yontemle iteratif olarak hesaplanan kokiin, herhangi bir iterasyondan hesaplanan
yaklasik degerinin mutlak hatasimi hesaplamada, Gregory Newton enterpolasyon
bagmtisinin ilk {i¢ teriminden faydalanilarak i. iterasyon adimi igin,

S )~ f(xiy)

i i-1

f)=7(x)+ (x—xi)+%f"(6‘)(x—xi)(x—xi_1)

ifadesi yazilabilir. f(x) fonksiyonunun kok degeri x ise; f(x)=0 olur. Bu
durumda; yukaridaki bagintida; x = x alinarak,

)~ f(xia)

i T i

£+ (F-x)+ %f”(c)(f —x)E %) =0

elde edilir. Bu ifadenin son terimi, diger terimleri yaninda ¢ok kiiciik olacagindan
ihmal edilebilir. O zaman;

IPACH NACTEY)

i i-1

f(x)= (¥ —x;)
kiris denklemi elde edilmis olur. sonugcta, kirisin apsis eksenini kestigi deger olan

x;,, de bu denklemin tizerinde bir deger olacagindan,

S ) = f(xiy)

i i-1

f)=-

(xi+1 - xi)

olarak bu bagintiy1 de saglayacaktir. Bu degerin daha 6nce verilmis olan

S &)~ f(xi0)

i X1

S )+

(7= 0) 42 F7F = 5)(E =) =0

bagintida dikkate alinmasi ile;

S~ S @) (X —x;)+ ACT P ACTRY) (X —x;)+ %fﬂ(c)()_f X)X —x4)=0

Xi =X Xi =X

ve gerekli kisaltmalar yapilarak da

) = f(xiy)

X =X

(X =xi)+5 f (O =X )X =x;4)=0
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bagintis1 bulunur.

Bu denklemin birinci terimi i¢in; (x;,x; ;) araliginda ortalama deger teoremi
dikkate alinarak,

S )~ f(xiy)

X =X

=/f'(0)

X;_; <c <x; kosulunu saglayan bir ¢ degeri i¢in elde edilen deger, ayn1 bagmtinin
birinci teriminde yerine yazilarak,

FUONE —x)+ %f"(C)(?c —x)FE—x;1) =0

seklinde ifade edilir. Her bir adindaki yaklasik kok degerleri i¢in;

Ax,,,=x-x_ ; A&x;, =x—x;, ve Ax

i 1 =X =X

i—

degerleri kullanilirsa,

Ax;y = / ,(C) Ax;Ax;
2f(¢)
bulunmus olur.
Sonugta; Iterasyon sayisi artikga,

f(©)— f1(X) ve [(c) > f"(%)

esit olacagindan en son adimda mutlak hata,

P €O N
i+1 Zf’()_C) i i—1

olacaktir.

Buradan; kirisler yontemiyle yapilan ¢oziimde; bir adimin sonucunda yapilacak
mutlak hatanm; bir ve iki adim Once yapilan mutlak hatalarla orantili oldugu
sOylenebilir.

Bu sekliyle, kirigler yontemi ¢ok eski yayinlarda bile yer almaktadir. Yontemin
olumlu yani; bu yontemle yapilacak c¢ozlimlerde her zaman bir kok degeri
bulunabilmektedir. Buna ragmen bunun tenkit edilebilir diger bir yamn ise, iterasyon
islemlerinim ¢ok yavas yakinsamis olmasidir. Bu nedenle, ¢ogu zaman bazi
kaynaklarda bu yonteme i¢in “a poor method” ifadesi de kullanilmaktadir. bu
sekliyle bilinen Kkirisler yonteminde baz1 degisiklikler yapilarak daha hizh
yakinsamasi saglanmis ve neticede bu yontemin degisik uygulamalar1 olarak yeni
yontemler gelistirilmistir.
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5.1.1.6 Degistirilmis Kirisler Yontemi

Kirigler yontemine gore yapilacak ¢6ziimiin daha hizli yakinsamasi igin; bu
yontemde yapilmis baz1 degisiklerin neticesinde elde edilen daha kisa siirede, hizli
yakinsayan “Degistirilmis kirisler yontemidir”. Bu degisiklik; asagidaki islem
algoritmasinda ve fonksiyonun verilen grafiginden goriildigi gibi, uygulama
bazinda olup, her bir yeni iterasyon islemi adiminda; kirisin sabit ugundaki
fonksiyon degerinin siirekli ikiye boliinerek islemlerin iteratif bir sekilde yapilmasi

seklindedir.

Basla

v (0 X, , Xp
Bu aralikta kokii yok Koktiir
X, —X
X=X, = d . (ya)
Yo = Va
=0 y0
S(x,)f(x)
v (0
x Koktiir
\ 4
X, =X X, =X
> f(x) = f(x) f(x,)=f(x)
X X
F) =8 iy = 16
2
.. |
E H
< X, —x|<e
v
Dur

Diyagram 5: Algoritma Coziimii
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Boylece; ¢oziim yonteminde yapilan bu tiir degisiklikle, her iterasyon adiminda
degistirilmemis kirigler yonteminden az farkli bir ¢6ziim sekli elde edilmektedir.

y=f(x)

A

Ya = f(x,)

l
0 X, X, N R B X

vy =1 (xp)

Grafik 9: Koke Itertif Yaklasma

Yapilan bu degisiklikler de gosterilerek ¢oziim algoritmasi bir akis diyagrami
halinde asagidaki gibi 6zetlenebilir.

Ornek 1; f(x)=x>-x—-1 fonksiyonunu (1,2) araliginda sifir yapan
koklerinden birini, kirigler yontemiyle, en fazla &£=0.001 mutlak hata ile
hesaplayiiz.

Coziim 1: Bu fonksiyonun simir degerleri i¢in degeri hesaplandiginda; f(1)= -1 ve
f(2)=5 elde edilmektedir. Sonugta, bu aralikta en az bir kokii bulunmaktadir. Bu
kok degeri;

a) degistirilmemis kirisler yontemine gore hesaplandiginda;

Yoo | v =S v = F() | x=x, —;b_;“ )| F()
b a

1 2 -1 5 1.17 -0.568
117 | 2 -0.568 5 1.255 -0.278
1.255| 2 -0.278 5 1.294 -0.126
1.294| 2 -0.126 5 1.311 -0.056
1311 2 -0.056 5 1.319 -0.026
1.319| 2 -0.026 5 1.323 -0.0098
1.323| 2 -0.0098 5 1.324 -0.001

Tablo 10: fteratif Coziim
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b) fonksiyon degerini yariya bélerek hesaplandiginda da

S R e R e N L
Yo = Va
1 2 -1 2.5 1.2857 -0.1603
1.2857 2 -0.1603 1.25 1.3668 -0.1870
1.2857,1.3668 -0.1603 0.18703 1.323 -0.007
1.323 [1.3668 -0.007 0.18703 1.324 -0.001

Tablo 11: [teratif Coziim

seklinde ¢o6ziim yaparak &£=0.001 hata ile birinci ¢oziimden 7. iterasyon
adimindan ve  ikinci ¢éziimden de 4. iterasyon adimindan x=1.324 olarak
hesaplanir. Buradan bir kez daha goriilmektedir ki;, fonksiyon degerini ikiye
bolerek yapilan ¢oziim daha ¢cabuk yakinsamaktadir.

5.1.1.7 Ardisik Kirisler Yontemi

Bu yontem bazi kaynaklarda; “Degisken kesen yontem” yada sadece ‘secant
yontemi” olarak adlandirilmaktadir. Ardisik kirisler yonteminde; kirisler yonteminde
oldugu gibi ilk iterasyon adiminda kokiin bulundugu aralik f(x,)f(x,)<0

arastirilmaktadir. Bu sekliyle, ilk adimda kirigler yontemiyle ayni olmaktadir. Fakat
ikinci ve daha sonraki adimlarda, “degistirilmemis kirigler yonteminde oldugu gibi,
koke yaklasilan noktanin her iterasyon adiminda degisken alinmasina karsilik diger
nokta daima sabit konumda olmasi ongoriilmesine ragmen”, bu yontemde her iki
noktanin da degisken alinarak koke her adimda yeni bir kirigle yaklasilmaktadir.

Boyle bir islem igin; bir iterasyon adimindan bulunan koék ve karsilik gelen
fonksiyon degeri ile bir onceki adimdan hesaplanan kok ve fonksiyon degerleri
kullanilarak bir sonraki adimdaki kok degeri hesaplanir.

f(x)
A -
S(x,) B
Ardisik kirig-2
f(x2) /8
/ / " Ardisik kirig-1

Ol x, /x A-x, X, %
S(x)
f(xaT—_AV

Grafik 10: Kéke Itertif Yaklasma
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Bu tiir bir bagintinin elde edilmesi i¢in de; Newton-Raphson yonteminde verilmis
olan iterasyon bagmtisindan faydalanilmaktadir. Newton-Raphson yonteminde;
iterasyon bagintisi olarak kullanilan,

Xy = X; _&
S(x)

bagintisinda her zaman f(x) fonksiyonunun tiirevine ihtiya¢ vardir. Degisken kesen
yonteminde; tiirev alma yerine; fonksiyon degerlerindeki sonlu artmalardan
faydalanilir. Bu amagla; fonksiyonun tiirevi,

S )~ f(xiy)

i i-1

()=

seklinde ifade edilerek Newton-Raphson bagintisinda yerine yazilir.

f(x)
()
f(x;) A
S = f(xy)
S i) B

| »
1 1 »
O }/ X X X, X

Grafik 11: Sonlu Artim Degeri

Sonugta; sonlu artim degerlerine gore ifade edilmis olan,

Y= — S x)(x = xi)
i+l T Vi
S = f(xiy)

bagintisi elde edilir.

Bu baginti Degisken kesen yonteminin iterasyon bagintisi olmaktadir. Buna gore;
herhangi bir f(x)=0 denkleminin kokii; ilk adimda segilen bir baslangi¢ degerinden
¢cOzlime baslayarak iteratif bir sekilde, diger yontemlerde oldugu gibi, hesaplanir.

iy — x| <&

oldugu durumda iterasyona son verilerek aranan ¢6ziim bulunmus olur. Bu yontemle
ilgili bir islem algoritmasi asagidaki gibi verilebilir.
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X =X, — S —x;) : .
Sx) = (x)

H

E

Dur

Diyagram 6: Algoritma Coziimii

Buradan goriildiigii gibi; bu yontem kirigler yontemine benzer bir ¢éziim yontemi
olmaktadir. Verilen araliktaki kok degerini hesaplamada daha hizli bir yontem
olarak kullanilabilir. Ancak, kokiin bulunacag ilgili hi¢bir 6n kosul
gerektirmediginden, bazi durumlarda yakinsamayabilir. Boyle durumlarda
iraksayacagindan her zaman ¢6ziim vermeyebilir.

Ornek 1; f(x)=x —x—1 fonksiyonunu [1 , 2] araliginda sifir yapan koklerinden
birini, a-Kirigler yontemine, b-Degistirilmis kirigler yontemine, c-Ardisik kirisler
yontemine gore en fazla £ =0.001 mutlak hata ile hesaplaymiz.

Coziim 1: Bu fonksiyonun sinir degerleri igin degeri hesaplandiginda; f(1)= -1 ve
f(2)=5 elde edilmektedir. Sonugta, bu aralikta en az bir kokii bulunmaktadir. Bu
kok degert;

a) Degistirilmemis “Kirisler yontemine” gore hesaplandiginda,

I R e O L 0] I
b a

1 2 -1 5 1.17 -0.568
117 | 2 -0.568 5 1.255 -0.278
1.255| 2 -0.278 5 1.294 -0.126
1.294| 2 -0.126 5 1.311 -0.056
1311 2 -0.056 5 1.319 -0.026
1.319| 2 -0.026 5 1.323 -0.0098
1.323| 2 -0.0098 5 1.324 -0.001

Tablo 12a: [teratif Coziim
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b) Fonksiyon degerini ikiye bolerek “Degistirilmis kirsler yontemine”
gore hesaplandiginda da,

S [ T IS YRG0 ) N S N Y

‘ 2 Yo = Va
1 2 -1 2.5 1.2857 -0.1603
1.2857| 2 -0.1603 1.25 1.3668 -0.1870
1.2857/1.3668 -0.1603 0.18703 1.323 -0.007
1.323 |1.3668 -0.007 0.18703 1.324 -0.001

Tablo 12b: Iteratif Coziim

C) Ardisik kirisler yontemine gore hesaplandiginda,

X S(x;) Xipg =X — L) — Xiy)
VACHNACIRY.
1 -1
2 5 1.17
1.17 | -0.568 1.394
1.394 | 0.315 1.314
1.314 | -0.045 1.324

Tablo 12c: Iteratif Céziim

£=0.001 mutlak hata ile kirisler yontemi i¢in 7. iterasyon adimi, degistirilmis
kirigler yontemi i¢in 4. iterasyon adimi sonucunda ve ardisik kirigler yontemi i¢in
de 4. iterasyon adim1 sonucunda yakinsayarak; x=1.324 olarak hesaplanir.

5.1.1.8 TEGET-KIRiS YONTEMIi

y="f(x)

A

Ya = f(Xa)

Yo = F(Xp)

Grafik 12: Teget-Kiris yontemi
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Bu yontemde f(x) =0 gibi bir denklemin [Xa, Xb] araligindaki bir kokii, araligin

sinir noktalarindan baglayarak kiris ve teget yaklasimlarini iteratif olarak birlikte
kullanarak, daha kisa siirede hesaplanmaktadir.

Bu amagla; aranan kok degerine f(x) fonksiyonunun ¢izdigi egrinin i¢ biikey
(konveks) tarafindan kirislerle, dis biikey (konkav) oldugu tarafindan da tegetlerle
yaklagarak ardi sira yapilan iterasyon iglemleri sonucunda daha kisa siirede veya
daha hizli bir sekilde saglanmaktadir. Bu tiir iterasyon islemleri yapilirken;
kiriglerle  yaklagmada, kirisler yontemine gore kok hesaplama yonteminden,
tegetlerle yaklasmada ise; Newton-Raphson yonteminden faydalanilir. Bu nedenle,
cogu zaman, Teget- kiris yontemi ayri olarak ele alinmayip, sanki bu iki ¢6zim
yonteminin birlikte bir uygulamasi oldugu da diistiniilmektedir. Neticede; farkli iki
yontem kullanilarak, her iki yonden ayni anda koke yaklasildigindan yakinsama da
daha ¢abuk olmaktadir.

Uygulamada; bu sekildeki bir ¢6ziime hangi noktadan baglayarak yaklasilacagina;
f (x) fonksiyonun tanimladig1 egrinin sekline veya bir diger ifade ile fonksiyonun

ve ikinci tlirevinin isaretine bakilarak karar verilir. Bu durum da f (x) fonksiyonun
tanimladig1 egrinin konkav ve konveksligini temsil eden degerler,

f(xg) f"(x) >0 ise;
A noktasindan,
f(xp) f"(x) >0 ise;
B noktasindan bagslanarak iteratif olarak yaklasilmalidir.
Kesin kok degerine A noktasindan Teget-kiris yontemiyle yaklasirken — AB

kirisinin x eksenini kestigi noktanin koordinatlari, bu noktalardan gegen Kkiris
denkleminde y =0 alinarak elde edilen,

Xp — Xa

X=Xp— (Yp)

Yb — Ya

bagintisindan ve dis biikey tarafindan tegetle yaklasirken egri tizerindeki her yeni
noktada; Newton-Raphson iterasyon bagintisinin temsil ettigi tegetin denklemi olan,

~ f(xa)
2 f'(Xa)

bagintilarindan faydalanilir. B noktasindan yaklagsmada; benzer sekilde, kiris i¢in

Xp — Xa

X=Xa — (Ya)
? Yo —Ya ?
ve teget i¢in de
X' = Xg — f'(Xb)
f'(Xp)
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bagintilar1 kullanilir.

Bu durumlar dikkate alinarak kesin ¢6ziime ulagmak igin yapilacak iterasyon
hesaplamalarinda; ilk iterasyon adimi i¢in; X, Ve X, baslangic (vaklasik kok)

degerleri kullanilarak yapilan benzer hesaplamalardan kiris i¢in X, = X ve teget i¢in

de ¥ =X' degerleri hesaplanarak her biri elde edilir. Ikinci adim bu degerler

yaklasik kok degerleri kabul edilerek ayni islemler benzer sekilde yapilarak ikinci
iterasyon icin yeni kok degerleri hesaplanir. Boylece; benzer islemler ardi sira
tekrarlanarak, iterasyon adimlarma devam edilerek, i.iterasyon adiminda

|Xa— Xb| < & oldugu zaman ¢6ziime yaklasilmis oldugundan aranan kesin kok degeri

bulunmus olur.

Ornek : f(x)= x® —70 fonksiyonunu [1,4] araliginda sifir yapan bir kokiini
£ <0,05 mutlak hata ile Teget-kirig yontemine gore hesaplayimniz.

Coziim: Bu aralikta f(x)= x8 ~70=0 denkleminin Teget-kiris yontemine gore
yapilacak ¢6ziim igin; birinci tiirevi f'(X) =6x°ve ikinci tirevi de " (x) =30x*
olmaktadir. Ayrica; arana ¢ozilime kirislerle yaklasimdaki baslangic degerleri X5 =1
, Xp =4 ve tegetlerle yaklasim i¢in de, “Newton-Raphson iterasyon bagintisindaki”,
Xo =4 olmaktadir. Bu problemde; f(x)f"(x)>0 oldugu i¢in aranan ¢oziime

tegetle yaklasim i¢in apsisi Xp =4 olan baslangi¢ noktas: se¢ilerek;

__ (o)
f(Xo)
olmak iizere X = Xy +h ya da kisaca,
_ %)
)

bagintisindan faydalanilarak yaklasilmaktadir. Kirisle yaklagim icin de apsisi X5 =1
olan n okta baslangi¢ noktasi secilerek,

Xp — Xa
Yb = Ya

X=Xz (Ya)

bagintilarindan faydalanilarak yaklasilmaktadir.

Burada; y, = f(Xg) ve yp = f(Xp) gostermektedir. Birinci adimda kiris ¢ozliimii
icin yaklasik kok degerleri (baslangig degeri) X; =1 ; Xp =4 alinarak X =1,05
gibi yeni bir kok degeri hesaplanirken, tegetle yaklasim icin yapilan Newton-
Raphson c¢oziimiinden X, =3,34 gibi bir deger bulunmaktadir. Boylece kokiin
bulundugu aralik her iki taraftan daraltilarak, (Xq,X,) yada (1.05, 3.34) gibi ikinci
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iterasyon adimi i¢in yeni baglangi¢ degerleri elde edilmis olmaktadir. Daha sonraki
iterasyon adimlari i¢in ayni1 iglemler tekrarlanarak,

Xa Xy Ya Yo X=X, — %~ % (ya) f(X) X Xig =X + hi
Yo = Ya

1 4 -69 4026 1.05 -68.66 | 4 3.34
1.05|3.34|-68.66 | 1318.29 1.16 -67.56 | 3.34 2.81
116 |2.81|-67.56| 422.31 1.39 -62.79 | 2.81 241
1.392.41|-62.79| 125.93 1.73 -43.19 | 2.15 2.05
1.7312.15|-43.19 28.77 1.98 -9.75 | 2.05 2.03
1.98|2.05| -9.75 4.22 2.03

Tablo 13: fteratif Coziim

Sonugta mutlak hatasinin x;,, —X; <0.05 olan x=2.03 kok degerine 6. iterasyon
adiminda ulasilmaktadir. Bdylece ; Newton-Raphson yontemi kullanilarak

yakinsamast yavas olan kirisler yontemine kok hesaplamanin yakinsama hizi
artirilarak, kesin koke daha kisa zamanda ulasilmasi saglanmaktadir.

5.1.1.9 MULLER YONTEMIi

Miiller yontemine gére; f(x) gibi bir fonksiyonun f(x)=0 yapan ; [x,X,]
araliginda veya

fO)f(x;) <0

kosulunu saglayan sinir degerleri arasindaki herhangi bir kokiinti hesaplamada, daha
once anlatilan yontemlerdekine benzer bir sekilde; herhangi bir dogruyu kullanarak
gercek kok degerine yaklagma yerine, bu fonksiyonun ii¢ farkli noktasindan gecen
herhangi bir ikinci derece paraboliinden faydalanilir. Bilindigi gibi, bdyle bir
polinomun kuadratik 6zellikte bir ikinci dereceden polinomun olmasi nedeniyle her
zaman cakisik yada farkli iki adet kokii bulunmaktadir. Bu kok degerleri reel degerli
olabilecekleri gibi sanal ya da kompleks degerli de olabilirler.

Bu nedenle, Miiller yontemi, bir f(x) =0 fonksiyonunun reel koklerini hesaplamasi
yaninda sanal koklerinin de hesaplanmasinda kullanilan bir diger yontem
olmaktadir. Ayrica; bu yontemle f (x) fonksiyonunun [xl, x2] araliginda herhangi bir
kokiiniin hesaplamasinda kendisinin kullanilmasi yerine, farkli 6zelliklere sahip bir
parabol kullanilarak kok degeri hesaplandigindan tek adimda direkt ¢6zim
vermemektedir. Kesin ¢oziime ancak; her seferinde katsayilar1 yeniden hesaplanan
bir parabol kullanilarak, iteratif bir sekilde, her seferinde ayni islemler tekrarlanarak
ulagilmaktadir.  Miiller yonteminde boyle bir iterasyon islemi; genel sekliyle,
Grafik.13 ‘den de goriildiigii gibi, asagida verilmis olan islem adimlar1 izlenerek
yapilir.
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y=f(x)

f(x)

Y, = f(xz)

y#£ax® +bx+c

v

Grafik 13: Miiller yontemi

Ilk adimda; fonksiyonun gercek kok degerinin bulundugu [Xl,xz] araligin
tanimlayan X, ve X, smir degerlerine karsilik gelen, y, = f(x) ve vy, = f(X,)
fonksiyon degerleri hesaplanir.

Ikinci adimda; “bir parabol en az ii¢ nokta ile belirlenebileceginden”, {igiincii nokta
olarak; apsis degeri,

X X,
=1
2

seklinde hesaplanarak, buna karsilik gelen fonksiyon degeri, Yy, = f(X;)olan bir
nokta daha belirlenir. Boylece; koordinatlari bilinen {i¢ nokta elde edilmis olur.

Ugiincii adimda; bu noktalardan gegen y=ax”+bx+c yapisindaki bir parabol
secilerek; bu ti¢ farkli noktadaki koordinat degerlerine gore; a, b, ¢ katsayilari,

x‘a+xb+c=y,
xa+x,b+c=y,

2
X;a+Xb+Cc=y,

kurulan {i¢ bilinmeyenli {i¢ adet dogrusal denklemden olusan bir denklem sisteminin
¢Ozlimiinden belirlenir.
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>0

FO) (%)

\ 4
X1 s Xy

Koktir

A 4

Bu aralikta kokii yok

X, + X,
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Diyagram 7: Algoritma Coziimii
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Dérdiincii adimda; katsayilar1 belirlenmis ax® +bx+c¢ =0 ikinci dereceden bir

bilinmeyenli  denklemin ¢dziimii, A=Db*—-4ac diskriminant degerinden
faydalanarak,

_—b+JA

1.2 2a

seklinde yapilarak kokleri bulunur. Bu koklerden bilinen noktalara uzak degerde
olani iterasyon islemlerinde hi¢ dikkate alinmaz. Gergek kok degerinin bulundugu
aralikta olan1 veya bilinen noktalara yakin olan1 bir dérdiincii nokta olarak alinir.

Daha sonraki c¢oziimde, bu dort noktadan fonksiyonun isaretinde degisiklik
yapabilecek ve birbirine yakin iki tanesi segilerek bir dnceki adimda oldugu gibi,
bunlardan bir {iclincii noktanin degerleri hesaplanarak; elde edilen ii¢ adet yeni
noktalardan ayni sekilde, bir ikinci derece parabolii gegcirilerek katsayilari
hesaplanir. Benzer sekilde tekrar bu paraboliin kokleri hesaplanarak bir sonraki
adinda kullanilacak yeni noktalara belirlenir.

Bir sonraki adimda hesaplanan kok degerinin bir 6nceki adimda hesaplanandan kok
degerinden olan farki; sifir ya da daha 6nce 6n goriilen bir sinir degerinden kiigiik
ise iterasyon durdurularak aranan kok degeri elde edilmis olur. Boyle bir islem
yukarida verilen bir hesap algoritmasi ile kisaca 6zetlenebilir.

Ornek : f(x)=x*-3.7x* +6.25x — 4.069 fonksiyonunun 1.0 < X <1.5 araligindaki
bir kokiinii Miiller yontemine gore hesaplayiniz.

Coziim: Bu fonksiyonun x, =1.0ve x,=15 smir degerlerine karsilik gelen
fonksiyon degerleri;

f(1.0) =-0.519 ve f (1.5) =0.356
olarak hesaplanir.

Burada f(x;)f(x,) <Okosulu geregince; f(1.0)f(1.5) <0 oldugundan bu aralikta
en az bu fonksiyonu sifir yapan bir kok degeri bulunduguna karar verilir. Sonra
uygulanacak ¢oOziim yOnteminin geregi; bu aralikta bir {i¢lincii nokta gerekli
oldugundan; bdyle bir noktanin apsisi i¢in, 1.0< x <1.5 araligin ortalamasi
alinarak,

X, = 1.0J2rl.5 _195

ve buna karsilik gelen fonksiyon degeri de; f(1.25) =-0.0846250olarak bulunur.
Boylece; bu ti¢ farkli noktadan gecen
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f(x)=ax®+bx+c
karakterindeki bir ikinci dereceden polinomun katsayilar1 olan a, b ve ¢ degerleri,

a+ b+ c=-0519
1.5625a +1.25b + ¢ = -0.084625
2.25a+15 b+c= 0.356

denklem sisteminin ¢oziimiinden,
a=0.05, b=1.625 ve c=-2.194
olarak hesaplanir.

Neticede; her ii¢ noktadan gecen ikinci derece polinomu;
f (x) = 0.05x° +1.625x — 2.194

olarak elde edilir. Daha sonra; bu ikinci dereceden polinomun kokleri hesaplanir. Bu
amagcla; denklemin diskriminant degeri,

A =b? —4ac =3.079425>0

oldugundan, iki adet reel kokii mevcuttur. Bu kokler;

_—bxJA

1.2 2a

bagmtisma gdre; x, =1.29829..=1.298 ve x,=-33.79829..=-33.798 olarak
hesaplanir.

Burada ; x, =-33.79829...=-33.798 degeri, ¢oziim araligina ¢ok uzak bir deger
oldugundan, bir sonraki iterasyon adimi i¢in ¢oziim sadece x; =1.29829 ~1.2983
degeri alinir. Bu degere karsilik gelen fonksiyon degeri de  f(1.2983) = —0.002889

olur. Bdylece; ¢6zlim i¢in kullanilabilecek bir dordiincii noktanin degerleri; ilk
adimdaki (1.0, -0.519), (1.25, -0.084625), (1.5, 0.356) noktalarna ilave olarak
(1.298, -0.002889) elde edilmis olmaktadir.

Bundan sonra ikinci bir adimda, birinci adimdaki islemlere benzer sekilde, aranan
kok; ilk adimda oldugu gibi f(a)f(b) <0 kosulundan faydalanilarak, fonksiyon

degerlerinin ¢arpimi f(1.2983) f (1.5) <0 yapan, birbirine yakin 1.2983< x<1.5

gibi iki apsis degeri arasinda aranmalidir. Arzulanilan kosullar1 saglamadigi icin
digerleri sinir degerleri arasinda aranmamalidir.

Bu nedenle; ikinci adimda; aranan kok degeri i¢in 1.2983 < x <1.5 smir degerleri

arasindaki aralik esas alinarak birinci iterasyonda yapilan islemlerin aynisi sirasi ile
tekrarlanir.
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Ikinci iterasyon adiminda x; =1.2983 ve x, =15 alinir. Sonra, bu degerlerden

faydalanarak, bu adimda katsayilar1 yeniden hesaplanacak olan ikinci dereceden bir
paraboliin gecgecegi ligiincii bir noktanin apsis degeri;

x, =27 %2 _1 39915
2

olarak hesaplanir. Bu apsis degerlerine karsilik gelen fonksiyon degerleri de; her
birini ayr1 ayri bu fonksiyonda yerine yazarak yapilan hesaplamalardan,

f(x,) =-0.002889, f(x,)=0.356 ve f(x;)=0.1716 olarak bulunur. Boylece;

koordinatlar1 bilinen ii¢ noktadan gecen Yy =ax’+bx+cseklindeki paraboliin
denklemi, birinci adimda yapilan islemlere benzer sekilde,

1.6856a+1.2983b+c=-0.002889
225 a+15 b+c=0.356
1.9576a+1.3992b+¢c=0.1715

kurulan {i¢ bilinmeyenli {i¢ adet dogrusal denklemin ¢oziimiinden, a=0.40324 ,
b =0.6606 ve ¢ =—1.5422 katsayilarina gore;

y = 0.40324x* +0.6606x —1.5422

olarak elde edilir. Daha sonra; bu polinomu 0.40324x* +0.6606x —1.5422 =0
yapan kok degerleri, diskiriminat degeri A =b? —4ac = 2.923899 oldugu dikkate

alinarak ,
_—b+JA
2 2a

bagintisindan, X, =1.30114 ve X, =-2.939366 olarak hesaplanir. Bu degerlerden;
X, =—2.939366 ¢oziim araliginin diginda bir deger oldugundan, kosullar1 saglayan
¢oziim X, =1.30114 degeri olmaktadir. Bu deger fonksiyonda yerine yazildiginda
fonksiyonun degeri f(xi):0.0019 olur. Aranan kok degerleri i¢in bu duyarligin

yeterli olmasi durumunda iterasyon islemi durdurularak kok degeri olarak
X, =1.30114 kullanilir.

Daha duyarlikli sonuglarin elde edilmesi arzulandiginda; yeni kok degeri, onceki
iterasyon adimlarinda  oldugu  gibi, f(a)f(b)<0 kosulunu  saglayan
f(1.2983) f (1.30114)< 0 ve her birinin fonksiyon degeri mutlak degerce en kiiciik
olan fonksiyon degerlerine karsilik gelen apsis degerlerinin  tanimladigi
[1.2983, 1.30114] aralikta olacagindan, bu smir degerleri dikkate alinarak benzer
iterasyon islemlerine devam edilir. Kosullar saglandiginda iterasyon islemleri

durdurularak en son adimda hesaplanan deger aranan kok degeri olarak alinir.
Yapilan islemler asagidaki tablodaki gibi 6zetlenebilir. Boylece; belli dogrulukla,
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ikinci iterasyon isleminin sonucunda kok degeri  x=1.30114 olarak hesaplanmis
olur.

Iteras- | x X, X+ X

yon Xg = B

1 1.0 1.5 1.25
f(1.0)=-0.519 f(1.5)=0.356 f (1.25)=-0.084625

y= ax’ +bx+c  katsayilart hesapla
a+b+c=-0519
1.5625a +1.25b + ¢ = —0.084625

2.25a+1.5b+¢c=0.356
a=0.05, b=1.625 ve c=-2.194 katsaylar

y=0.05x2 +1.625x —2.194 polinom

—b+
A=b*-4ac=2923899>0 ; x|, =bz;\/Z
‘ a
X; =1.29829 ~1.2983 ¢Ozum kabul
X, =—33.79829... = —-33.798 ¢oziim kabul degil

f(1.2983) f (1.5) <0 oldugundan ikinci iterasyon adimi igin [1.2983, 1.5] araligim

tanimlayan sinir degerleri kullanilarak benzer iglemler tekrarlanir.
2 1.2983 15 1.39915

f(1.2983)=-0.002889 f(1.5)=0.356 f(1.39915)=0.1715
y= ax’ +bx+c katsayilar1 hesapla
1.6856a +1.2983b + ¢ = —0.002889
2.25a+1.5b + ¢ =0.356

1.9576a +1.3992b + ¢ =0.1715
a=0.40324 , b=0.6606 ve c=-1.5422  Kkatsayilar

y =0.40324x* + 0.6606x —1.5422  polinom
A =b? —4ac =3.079425 >0
_—b+/A

L2 2a

x, =1.30114  ¢6zim kabul

X, =—2.939366  ¢oziim degil
f (1.2983) f (1.30114) <0 oldugundan iigiincii iterasyon adim igin [1.2983, 1.30114]

araligini tanimlayan sinir degerleri kullanilarak benzer iglemler tekrarlanir.

Miiller yontemine gore bir f(X) fonksiyonunun bu sekilde; f(xl) f (X2 )<0 kosulunu
saglayan [Xl , X2] araligindaki bir kokiinii hesaplamada; her iterasyon adiminda

yardime1 polinom olarak kullanilan y =ax? +bx + ¢ ifadesinin katsayilar1 yeniden

hesaplanarak, c¢oziimiinden elde edilen degerlere gore fonksiyonun o araliktaki
gergek kok degerlerine yaklasiimaktadir. Burada sozii edildigi gibi; herhangi bir f(x)

fonksiyonunun her seferinde, y=ax®+bx+c yardime1 polinomu belirlenerek

¢oziimi yerine, daha pratik bir yol olan bu polinomun dogrudan kok degerlerini
hesaplayarak, fonksiyonun ger¢ek kok degerlerini iteratif bir sekilde hesaplamanin
daha pratik bir ¢éziim olacagi bir gergektir. Bu amacgla; en genel sekliyle;

(Xl, yl), (X2 Y, ), (X3 A ), i (xn A ) gibi n adet noktadan gecgen,
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p(x)=a, +a,(X =X )+as(x=x X=X, )+ ...+ &, (x =% J X=X, (X=X ;)

Newton enterpolasyon polinomundan faydalanilmaktadir. Bu polinom, ikinci
dereceden bir ifade icin 6zellestirildiginde,

p(x)=a, +a,(x =% )+ 8, (x = x N x ;)
Seklinde bir polinom bagintisi lede edilir. Miiler yonteminde; f(x) fonksiyonunun,
f(x,)f(x,)<0 kosulunu saglayan [x,,x,]| araligindaki kokinii bulmak igin

kullanilan ii¢lincii noktanin apsis degeri,

XX
,=—1—2%
2

olarak hesaplanmaktadir. Buna gore de;
|X3 _X1| :|X3 _X2| Ve'y, = f(xl)’ Y, = f(xz) Ve y; = f(X3)
olmaktadir.

Sonugta; f(X) fonksiyonunun ii¢ farkli noktasina iliskin koordinat degerleri
(%,¥,),(X,,¥,),(X5,y;) olarak bilinmektedir. Bu noktalardan gegen; ikinci

dereceden Newton enterpolasyon polinomu da; (xg, y3) noktasi baslangig segilerek,

p(x)=a, +a,(x—%; )+ 8,(x = x; (x = x,)
seklinde ifade edilebilir. Burada;

X=X; i¢giIn @ =Y,,

X=X, i¢in, a, T le g e palith
X3 =X, Xz =X
olmak tizere,
Ys— Y, _ Ys— Vi
X, — X X, — X —
a3 — 3 2 3 1 — q p =r
X, =X X, =X

aliarak; Newton enterpolasyon polinomu,
p(X)= Ys + Q(X_ X3)+ I’(X— X3)(X— Xz)
olarak ifade edilir. Bu polinom; bazi1 cebirsel oyunlar neticesinde,

OZY3 +Q(X—Xs)+r(X—X3XX—Xz + X3 _Xs)

0=y, +0(x =)+ r(x =% ) +r(x =3 )0 = ;)
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seklinde yazilabilir.

Burada; dnce s=q+r(x,—X,), sonra elde edilen polinomda; z=(x-x,)"
dontistimleri yapilarak,

y,2°+sz+r=0

seklinde yeni bir ikinci derece polinomu elde edilir. Bu polinomun kdokleri,
diskriminant degeri A =s* —4y,r olmak iizere,

_—s+s’—4y,r  s+sign(s)ys’ —4y,r

=

2Y, 2Y,
olarak bulunur. Bu deger;
z=(x-x)"
bagintisindan
X=X +2"
yerine yazilirsa;
X, = X 2Ys

* st sign(s)y/s? —4yr

yeni noktanin apsis degeri olarak dogrudan hesaplanabilir.

Bu formiil kullanilarak her adimdaki yeni noktanin koordinatlar1 dogrudan
hesaplandigindan, Miiller yontemine gore bir fonksiyonun kokiinii hesaplamada, bu
¢oziim sekli, islem yoniinden biiytik pratiklikler saglamaktadir.

Yukaridan da goriildiigii gibi; Miiller yontemine gore klasik ¢oziimii yapilmis olan,

f(x)=x®-3.7x* +6.25x — 4.069

fonksiyonunun 1.0< x<1.5 araligindaki kokii; bu yontemle tekrar hesaplanmak
istenirse asagidaki islemler yapilir.

Boylece; ikinci iterasyon sonucunda kok degeri; gercek kok degerine daha yakin,
x=1.3000 gibi bir deger olarak bulunmus olur.

Buradan da goriildiigii gibi; ara islem sayis1 azaltildigindan hesaplanan degerler daha
cabuk yakinsamaktadir.
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iteras X, X, X, + X,
yon s =7
1 1.0 15 1.25
f(1.0)=-0.519 f(1.5)=0.356 | f(1.25)=-0.084625
q=22"Y2 _1 7625 ; p=Ya=Y1_17375
X3 =X, X3 =%
_49-p _ : _ —x )=
r=——=005 ; s=q+r(x—x,)=175
X; =%
katsayilart hesaplanir
X, = X, — 2Y3 ~1.2983
s+sign(s)y/s? —4y,r
X, =X, =1.2983  olarak birinci iterasyondan hesaplanir.

f(1.2983)f(1.5)<0 oldugundan ikinci iterasyon adimi igin [1.2983, 1.5]

araligini tanimlayan sinir degerleri kullanilarak benzer islemler tekrarlanir.
2 1.2983 1.5 1.39915

f(1.2983)=-0.002889 | f(1.5)=0.356 | f(1.39915)=0.1715

q= Ys— Y, —1.82945 : p= Yoo ¥i =1.72919
X3 — X, X3 =X
r=2"P _040707 ;  s=ger(x,-x,)=177932
X2 =%

katsayilart hesaplanir

X, =¥, : —~1.3000
s+sign(sh/s? —4y,r

x, =X, =1.3000  olarak ikinci iterasyondan hesaplanir.
f (1.2983) f (1.3000)< 0 oldugundan {gilincii  iterasyon adimi  igin

[1.2983, 1.3000] araligimi tanimlayan sinir degerleri kullanilarak benzer
islemler tekrarlanir.

Ornek 2: f(x)=x® -2 fonksiyonunu [0.5,1.5] araliginda sifir yapan bir kékiini,
Miiller yontemine gore hesaplayiniz.

Coziim 2: Bu f(x)=x® —2 fonksiyonunun [0.5,1.5] araligindaki bir kékiiniin,

a) her iterasyon adiminda y=ax” +bx +c polinomunun belirlenerek, klasik yolla
hesaplanmasi,
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iteras

X, X, X; + X,
yon =7
1 0.5 15 1.0
f(0.5)=-1.9844 | f(1.5)=9.3906 f(1.0)=-1.0

y=ax?+bx+c katsayilar hesapla

0.25a+0.5b+c=-1.9844
2.25a+1.5b+¢=9.3906
a+b+c=-1.0

a=9.8124, b=-12.7498 ve c=1.9374 katsayilar
y =9.8124x* —12.7498x +1.9374 polinom

A=b?-4ac=86.515>0

_—b+/A

- 5 x, =1.123637 ¢oziim kabul
’ a

X, =0.1757 ¢oziim deges

f(1.123637) f (1.0) < 0 oldugundan ikinci iterasyon adimi igin [1.123637, 1.0]
araligini tanimlayan siir degerleri kullanilarak benzer islemler tekrarlanir.

2

1.0 1.123637 1.0618

f(1.0)=-1.0 f(1.123637)=0.01259 | f(1.0618)=-0.5668

y=ax® +bx+c  katsayilari hesapla

a+b+c=-1
1.263a+1.124b+¢=0.0126
1.127a+1.062b + ¢ = -0.5668

a=15.869 , b=-25.491 ve c=8.622 katsayilar
y =15.869x° — 25.491x +8.622 polinom

A =b?—-4ac=102.501>0
L EN

12 5 x, =1.12216  ¢bziim kabul
’ a

X, = 0.484... cozim deges

f(1.12216) f (1.123637)<0 oldugundan iigiincii iterasyon adimi igin
[1.12216, 1.123637] araligmi tanimlayan sinir degerleri kullanilarak benzer
islemler tekrarlanir.

Ayni iglemler, {iglincii adimda da tekrarlandiginda x=1.1225 olarak elde edilir.

tabloda verildigi gibi islemler yapilarak ¢oziiliir.
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b) Ayni problemin, Newton polinomu kullanarak koklerin dogrudan hesaplanmasi

Iteras X, X, X, + X,

yon 3T

1 0.5 15 1.0
f(0.5)=-1.984375 f(1.5)=9.390625 | f(1.0)=-1.0

q=22"Y2 _ 2078125 . p=2H 106875
X3 =X, X3 =%

r=97P _188125 ;  s=q+r(x-x)=11375
Xz _Xl

katsayilar: hesaplanir

X, = X, — 2 =1.077881
s+sign(s)y/s? —4y,r

x, =X, =1.077881 olarak birinci iterasyondan hesaplanir.

f(1.077881) f (1.5)< 0 oldugundan ikinci iterasyon adimi igin [1.077881, 1.5]

araligini tanimlayan sinir degerleri kullanilarak benzer iglemler tekrarlanir.
2 1.077881 1.5 1.28894

f(1.07781)=-0.417169 f(1.5)=9.390625 | f(1.28894)= 258561

q= Ys=Y2 _39 94916 : p= s~V _ 14296096
X3 — X, X3 =X
r=a—P 42514220 ;  s=qr(x—x,)=23.260128
X, =X

katsayilar: hesaplanir

2y,
X, =Xg — =1.1339108
Y susign(shfs? —dy,r
X, =X, =1.13391 olarak ikinci iterasyondan hesaplanir.

f(1.077881) f(1.13391)<0 oldugundan iigiincii iterasyon adimi igin
[1.077881, 1.13391] araligin1 tanimlayan smir degerleri kullanilarak benzer
islemler tekrarlanir.

Ay sekilde daha sonraki iterasyon adimlarina devam edilerek 4. adimin
sonucunda aranan kok degeri icin ~ X=1.12244 degeri hesaplanmis olur.

olarak elde edilir.
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