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4.6 Bir Kare Matrisin İnversini(Tersini) Gauss Yöntemine Göre Üçgen 

       Matrislere Ayrılarak Hesaplama 

 

Gauss yöntemine göre  0det A   ( determinantı sıfırdan farklı) olan, 
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şeklindeki nxn  boyutlu bir kare matrisin  (Cayley)  inversini hesaplayabilmek için, 

önce bu matris; aynı boyutta,  A = B C  çarpım özelliğine sahip  B,  
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köşegen elemanları bir olan bir alt üçgen matris ve   C, 
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bir üst üçgen olacak şekilde iki üçgen matrise ayrılır.   A matrisinin bu şekildeki iki 

üçgen matris ayrılmasında, önce C üst üçgen matrisinin elemanları, daha sonra da   

A  ve  C  matrisinin elemanlarından faydalanarak  B  alt üçgen matrisinin elemanları 

hesaplanır. Buna benzer şekilde;  C matrisinin elemanlarının A matrisinden 

hesaplanmasında,  A matrisinde ardı sıra yapılan satır indirgemelerinden faydalanılır. 

Böyle bir satır indirgemesi için;  A matrisinin ilk satırı aynen C üst üçgen matrisinin 

birinci satırı olarak alınır. Yani; 1111 ac    , 1212 ac    ve  nn ac 11  alınır. Sonra; A 

matrisinin birinci satır elemanları;  sıra ile   11a   elemanına bölünerek her biri için  

elde edilen değerler,  önce ikinci satırın birinci sütun elemanı ile çarpılıp ikinci satır 

elemanlarından çıkartılarak, 
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sonra üçüncü satırın birinci elemanı ile çarpılıp üçüncü satır elemanlarından 

çıkartılarak, 
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ve nihayet  n.  satırın birinci sütun elemanı ile çarpılıp n. satır elemanlarından 

çıkartılarak 
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 birinci indirgeme işlemleri gerçekleştirilmiş olur. Her bir satır için yapılan bu tür 

işlemler sonucunda; 
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şeklinde bir adım indirgenmiş matris elde edilir. Daha sonra, benzer işlemler, ikinci 

satır için tekrarlanıp  

 

   





















2.

1.21.22

11211

2

.....00

:::

.....0

.....

nn

n

n

a

aa

aaa

A  

 

ikinci adım ve devam ederek, 
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bütün indirgemeler elde edilir.  

 

Aynı şekilde, indirgeme işlemlerine,  en son satırın, satır indirgemesine karşılık 

gelen  n-1 adıma kadar devam edilerek sonuçta;   C  üst üçgen matrisi, 
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olarak hesaplanır. 

 

Daha sonra, C ve A matrislerinden faydalanarak;   B C  = A olacağından B 

matrisinin de elemanları; bu adımda bilinenler olan, C matrisi ile bilinmeyenler olan 

B matrisinin elemanlarının çarpımlarının A matrisinin, her birine karşılık gelen, 

elemanlarına eşit olacağı koşulundan kurulacak denklemlerin çözümünden 

hesaplanabilir. Sonuçta, yapılan çözümlerden,  B alt üçgen ve C üst üçgen matrisleri 

elde edilmiş olur. 

 

 A matrisinin bu şekildeki iki üçgen matrise ayrılması işlemleri, yapılacak 

genelleştirmeler neticesinde, her bir üçgen matrisin elemanlarının hesaplanmasında 

izlenecek yollar;  özetle aşağıdaki gibi bazı kurallara bağlanabilir. 

 

 C matrisinin 1. satırındaki elemanları;  A  matrisinin 1. satırındaki elemanlarına 

eşit olur. 

   njac ijij ,...,3,2,1    ;     

 B matrisinin köşegen terimleri, tanım gereği,    1  olur.  Ayrıca, bu matrisin 1. 

sütunundaki diğer elemanları  A  matrisinin 1. sütunundaki elemanlarının sırası 

ile 1111 ac    terimine bölünmeleri ile elde edilmektedir. 
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 C matrisinin  2. satırının elemanları,  B matrisinin  1. sütunundaki aynı satır 

indisli elemanla,  C matrisinin 1. satırındaki aynı sütun indisli elemanı 

çarpımının  A matrisinin karşılık gelen elemandan çıkartılması ile elde 

edilmektedir. 

,.....,n,jcbac jjj 32     ;      12122   

 

 B  matrisinin   2. sütununun elemanları;  B  matrisinin  1. sütunundaki aynı satır 

indisli elemanlarının   12c   ile çarpımının A  matrisinin karşılık gelen 



 90 

elemanından çıkartılması ile bulunan değerin    22c    değerine bölünmesi 

sonucunda elde edilmektedir. 
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 C  matrisinin   3. ve daha sonraki satırlarındaki elemanlar; B  matrisinin daha 

önce hesaplanmış aynı satır indisli elemanları ile   C  matrisinin daha önce 

hesaplanmış aynı sütun indisli elemanlarının karşılıklı çarpımları toplamının A  

matrisinin eşlenik teriminden çıkartılması ile bulunmaktadır. 
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 B  matrisinin   3. ve daha sonraki sütunlarındaki elemanları; bu matrisin daha 

önce hesaplanmış aynı satır indisli elemanları ile   C matrisinin daha önce 

hesaplanmış aynı sütun indisli elemanlarının karşılıklı çarpımları toplamının  A  

matrisinin karşılık gelen teriminden çıkartılması ile bulunan değerin C  

matrisinin aynı sütun indisli köşegen elemanına bölünmesi sonucunda elde 

edilmektedir. 
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Böylece; yapılan tüm işlemler sonucunda; sırasıyla, önce  C  üst üçgen matrisinin bir 

satırı, sonrada  B alt üçgen matrisinin aynı indisli sütunu sırayla hesaplanarak,   C  

ve  B  üçgen matrislerin tüm elemanları elde edilerek, üçgen matrislere ayırma 

işlemi tamamlanmış olur. 

 

Sonra, bir ikinci işlem adımı  olarak, B  ve C matrislerinin -1B  ve 1C  inversleri;   

IBB 1   ve   ICC 1   özelliğinden faydalanarak, çarpımları sonucunda elde 

edilecek denklemlerden, elemanları teker, teker hesaplanarak elde edilirler.  

 

Sonuçta  A  matrisinin aranan  1A  inverisi de; bu iki -1B  ve 1C  invers 

matrislerinin tersi sıra çarpımlarından, 
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olarak hesaplanır. 

 

Konuyla ilgili bir örnek olarak:  Gauss  yöntemine göre; 
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matrisinin üçgen matrislere ayrılarak inversinin diğer adıyla tersinin hesaplanması 

verilebilir. 

 

 

Çözüm: önce bu matris aynı boyuttan  A = B C  özelliğine sahip, yukarıda anlatılan 

kurallara göre ardı sıra yapılan satır dönüşümü sonucunda;   

 

B   köşegen elamanları bir olan bir alt üçgen,  
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 ve  C  bir üst üçgen matrise olacak şekilde, 
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iki farklı üçgen alt matrislere ayrılır. Böylece, her bir işlem sonucundan; 
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matrisleri elde edilmiş olur. 

 

Burada; işlemlerin doğru yapıldığını tekrar kanıtlamak için; BC=A çarpım 

özelliğinden faydalanarak, 
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denetimini yapılabilir.   

 

Sonra; ICC 1    ve   IBB 1
 koşulundan, 
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ijq   ve  ijQ ; invers matrislerin elemanları çarpım işlemlerinden elde edilecek 

denklemlerin çözümünden, 
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olarak hesaplanır.  Daha sonra da   A  matrisinin inversi, 
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olarak elde edilir. Denetim için,  IAAAA   11   koşulundan faydalanarak, 
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olduğu görülür. 

 

 

4.7   Bir Kare Simetrik Matrisin İnversi Gauss Yöntemine Göre Üçgen 

        Matrislere Ayrılarak Hesaplanması 

 

Bir kare matrisin Gauss yöntemine göre üçgen matrislere ayrılarak inversinin 

hesaplanmasında; matris kare-simetrik bir matris olunca; invers hesaplama işlemi 

oldukça basitleşir. Bu durumda invesi hesaplanacak matrisin elemanları köşegene 

göre simetrik olacaklarından, bu yolla inversinin hesaplanmasında sadece köşegen 

ve köşegen dışındaki üst elemanlarını kullanmak yeterli olur. Sonuçta, yapılacak 

hesaplama işlemleri de gösterim yönünden bir sadelik arz eder. Bu amaçla seçilecek 

bir kare simetrik matris, en genel şekliyle, 
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ise, söylendiği gibi, yukarıdaki anlatılanlara benzer yönde; indirgemeler yoluyla üst 

ve alt üçgen matrisleri hesaplanır. Böyle bir çözüm içinde, Gauss yöntemine göre 

üçgen matrislere ayırmada anlatılan işlemlerin, kare simetrik matrisler için 
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özelleştirilmesinden elde edilecek hesaplamalar algoritmasının tablo halinde 

yapılmasından faydalanılabilir. Bu amaçla, verilen matrisle aynı boyutta; 

 

 

  11a    12a              13a          ......             na1  

   -1       
11

12

a

a
         

11

13

a

a
        ......          

11

1

a

a n  

     22a            23a  .......         na2  

    1.22a           1.23a  .......        1.2na  

      -1       
1.22

1.23

a

a
  .......     

1.22

1.2

a

a n  

                33a  .......         na3  

               2.33a  .......         2.3na  

                -1 ........     
2.33

2.3

a

a n  

        

      ..........        ............ 

 

         nna  

              1. nnna  

 

 

şekildeki gibi bir hesap algoritması tablosu düzenlenerek, kare simetrik matrisin 

bütün elemanları bu tabloya yerleştirilir ve her bir elemana ilişkin indirgeme 

işlemleri bu tablo üzerinde, genel kurallara uygun olara yapılır. Matrisin bu şekilde 

yapılan satır indirgenmesi sonucunda elde edilen katsayıları; 
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olarak hesaplanmaktadır. 

 

Bu şekilde yapılan çözüme; Modernleştirilmiş Gauss Algoritmasına göre çözüm 

denmektedir. Bu çözümün genel çözümde söylenenlerden farkı; her satır indirgeme 

adımı sonucunda elde edilen üst üçgen matrisin  her bir satırındaki  elemanları, bu 

satıra ilişkin köşegen üzerindeki elemanlarının ters işaretlisine bölünmesi 

sonucunda, elde edilen köşegen elemanı  -1 olan üst üçgen matrisin alt üçgen 
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matrisin transpozesinin ters işaretlisine eşit olmasıdır. Sonuçta; buradan;   Köşegen 

elemanları  1   olan alt üçgen matris, 
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 ve  C  bir üst üçgen matrise olacak şekilde, 
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olarak elde edilir. 

 

Bilindiği gibi, bir kare-simetrik matrisin inversi yine aynı boyut ve özeliklere sahip 

kare simetrik bir matris olmaktadır. Bu durum, üçgen matrislerin elde edilmesi 

amacıyla; hesap algoritmasının yapıldığı tablodaki  üst ve alt üçgen matrislerin her 

biriyle ilgili değerlerden, üçgen matrislerle    111   BCA   genel invers alma 

bağıntısına göre, bir matrisin inversinin hesaplamasında da faydalanılacak bilgiler 

kaynağı olmaktadır. Bu bilgiler yardımıyla; hesap algoritması tablosundaki 

değerlerden, invers matrisin  köşegen ve köşegen dışındaki üst elemanlarının 

hesaplanması ile simetrik olma özelliği nedeniyle,  köşegen dışı alt elemanları da 

hesaplanmış olmaktadır.  

 

Neticede; bu invers matris; 
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yapısında dolu bir matris olarak elde edilecektir. Bu amaçla, yukarıda verilmiş olan 

modernleştirilmiş Gauss algoritmasında yapılan indirgeme işlemlerinin tersi 

yönünde yapılan işlemlerden;  bu kare simetrik matrisin inversi, bir kare matrisi 

üçgen matrislere ayırarak invers matrisini hesaplamadaki genel kurallara uygun 

olarak, 
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her bir elemanı doğrudan hesaplanarak;  A gibi kare simetrik bir  matrisin   1A  

inversine daha basit bir şekilde hesaplanmış olur. 

 

 

 

Örnek:     
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kare simetrik matrisinin inversi; Gauss yöntemine göre üçgen matrislere  ayrılarak 

hesaplanması istenmektedir. 

 

  

Çözüm:  Bu amaçla; A  matrisi simetrik bir matris olduğu için, yukarda anlatılanlara 

benzer bir hesap algoritması düzenlenir. Bu tabloda; her bir satır ardı sıra 

indirgenerek önce üst üçgen matrisinin elemanları, sonra da indirgenmiş her satır 

köşegen terimlerine bölünerek ters işaretlilerinin alınması ile,  alt üçgen matrisinin 

transpoze matrisinin ters işaretlisi elde edilir. 
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Sonuçta;   
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matrisine ilişkin  B  alt üçgen matrisi; 
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ve  C  üst üçgen matrisi de 
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olarak hesaplanır.  Yapılan işlemlerin doğruluğunu denetim için; BC=A olması 

özelliğinden, 
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olduğu görülür. Buradan;  genel kurala göre; B  alt üçgen ve  C  üst üçgen matrisleri 

için hesaplanacak olan  1B   ve  1C  invers matrisleri, 
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olarak hesaplanır. Bunların  111   BCA  şeklindeki çarpımından, 1A  matrisinin 

inversi (tersi), 
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olarak hesaplanır. Aynı inver matrisin elemanları daha kısa yol olan; Gauss 

algoritması tablosundaki değerlerden, doğrudan, 
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olarak  da hesaplanabilmektedir. Sonuçta;   A   kare-simetrik matrisinin inversi; 
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olarak elde edilmiş olur. 

 

 

4.8   Bir Kare Simetrik Matrisin İnversini Cholesky Yöntemine Göre Üçgen 

        Matrislere  Ayrılarak Hesaplama 

 

Cholesky yöntemine göre bir kare simetrik matrisin üçgen matrislere ayrılarak 

inversinin hesaplanmasında; Gauss yönteminde yapılan işlemlerin aynı yolu izlenir. 

Ancak, bu yöntemde; Gauss yöntemindeki bir kare matrisin  A=BC  şeklindeki alt 

ve üst üçgen matrislere ayırmadaki işlemlere benzer şekilde;  TCB   olacak şekilde 

bir CCA T  alt üçgen ve üst üçgen matrise ayırma söz konusu olmaktadır. Bu 

haliyle; Cholesky yöntemi, Gauss yöntemine göre kare simetrik matrislerin üçgen 

matrislere ayrılarak inversinin hesaplamasındaki özel bir uygulaması olmaktadır. A  

matrisi; 

   





















nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa

A

.....

:::

.....

.....

21

22212

11211

 



 98 

 

kare simetrik bir  matris olmaktadır. A  matrisinin, Cholesky yöntemine göre 

hesaplanacak üst üçgen matrisi de; 
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ve  alt üçgen matris de onun transpozesi olan, 
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şeklinde olur. Bu matrislerin elemanlarını hesaplamak için, CCA T  bağıntısına 

göre; 

 

       



















nnnn ccc

cc

c

.....

:::

0.....

0.....0

21

2212

11



















nn

n

n

c

cc

ccc

.....00

:::

.....0

.....

222

11211

=



















nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa

.....

:::

.....

.....

21

22212

11211

 

 

matris çarpımları yapılıp elde edilen çarpım sonuçların, A  matrisindeki karşılığı 

olan eşlenik elemanlar eşitlenmesi neticesinde üçgen matrisin bütün ijc  elemanları 

hesaplanabilir. Cholesky yöntemine göre bir kare simetrik matrisin, üçgen matrislere 

ayrılmasında yapılacak bu tür işlemlerin çözümü sonucunda elde edilecek bilgilerin 

genelleştirilmesinden, üçgen matrislerin elemanlarının hesaplanması için, 
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genellemeleri kullanılabilir.  

 

Böyle bir çözüm içinde, kare simetrik matrislerin Gauss yöntemine göre üçgen 

matrislere ayrılmasında yapılan işlemlere benzer şekilde; bir hesap algoritması 

tablosu düzenlenerek,  
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gibi tüm hesaplamalar bir arada daha pratik bir şekilde yapılabilir. Tabloda; matrisin 

bu şekilde yapılan satır indirgenmesi sonucunda elde edilen katsayıları; 
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olarak hesaplanmaktadır.  

 

Bu şekilde yapılan çözüme; Cholesky Algoritmasına göre çözüm denmektedir. 

Bunun genel çözümde söylenenlerden farkı; her satır indirgeme adımı sonucunda 

elde edilen üst üçgen matrisin  her bir satırındaki  elemanları, bu satıra ilişkin 

köşegen üzerindeki elemanlarının kareköküne bölünmüş olmasıdır. Sonuçta, A  kare 

simetrik matrisinin üst üçgen matrisi; 

 



 100 

  

































1.

2.33

2.3
2.33

1.22

1.2

1.22

1.23
1.22

11

1

11

13

11

12
11

......000

::::

.....00

......0

......

nnn

n

n

n

a

a

a
a

a

a

a

a
a

a

a

a

a

a

a
a

C  

 

ve alt üçgen matrisi de; bunun transpozesi olan, 

 

        

































1.

2.33

2.3

1.22

1.2

11

1

2.33

1.22

1.23

11

13

1.22

11

12

11

......

::::

0.....

0......0

0......00

nnn
nnn

T

a
a

a

a

a

a

a

a
a

a

a

a

a
a

a

a

C  

 

matrisleri olmaktadır.   
 

Bu üçgen matrislerden faydalanarak;  A  kare simetrik matrisinin, 
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şeklindeki inversi;  C  üçgen matrsinin inversi hesaplandıktan sonra,  

 
TTT CCCCCCA )()()( 111111     

 

üçgen matrislere göre  invers alma bağıntısından  hesaplanabilir. Bunun yerine, 

uygulamada daha çok, aynı işlemleri kullanan ve aynı sonucu veren pratik ve daha 

basit bir yol olan; satır indirgemelerinin yapıldığı hesap algoritması tablosunda 

mevcut değerlerden faydalanarak inversin doğrudan tablo üzerinden 

hesaplanmasıdır. Bu amaçla, aşağıda verilmiş olan Cholesky algoritmasında yapılan 

satır indirgeme işlemlerinin  sonucunda köşegen elemanı kare köklü olan satır; 

köşegen üzerindeki kare köklü elemanına bölünerek ters işaretlisi bu satırın altına; 

yeni bir satır olarak yazılır. Bu satır Gauss algoritmasında köşegen elemanı  –1  olan 

satırın aynısı olur.  
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Bu satırlarda kullanılarak Gauss algoritması tablosundan invers  nasıl hesaplanıyor 

ise; benzer şekilde bu tablodan da satır indirgeme işlemlerinin tersi yönünde;  
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işlemleri yapılarak invers matrisin tüm elemanları, “ 1A  invers matrisinin kare 

simetrik  bir matris olduğu da göz önünde bulundurularak”, kolayca hesaplanabilir.  

 

Burada, tekrar vurgulamak gerekir ki; üçgen matrislerin hesaplanmasında, köşegen 

terimlerinin karekökleri alındığından, indirgeme işlemleri sırasında oluşacak 

yuvarlatma hatalarının hesap sonuçları üzerindeki etkileri; “ondalıklı sayıların kare 

kökleri kendisinden büyük, büyük değerli sayılarınki da küçük olacağından,” belli 

oranda az olacaktır. Bu nedenle, determinantı sıfıra yakın küçük değerli matrislerin 

bu yöntemle inverslerinin hesaplanması; Gauss yöntemine oranla daha doğru 

sonuçlar vereceğinden önerilmektedir. 

 

 

Örnek:     
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28   4

5   416  
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kare simetrik matrisinin inversi; Cholesky yöntemine göre üçgen matrislere  

ayrılarak hesaplanması istenmektedir. 

 

 

Çözüm:  Gauss yöntemiyle yapılan çözümde izlenen işlem yoluna benzer şekilde, 

önce bu matris Cholesky yöntemine göre; 
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olarak indirgenir.  Sonuçta; üst üçgen matrisleri; 
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ve alt üçgen matrisine de; üst üçgen matrisin transpozesi alınarak,  
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hesaplanmış  olur.  ACCT   denetiminin yapılması ile; 
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olduğu görülür. Buradan;  genel kurala göre; TC alt üçgen ve  C  üst üçgen matrisleri 

için hesaplanacak olan  1)( TC   ve  1C  invers matrislerinin  111 )(   TCCA  

şeklindeki; 
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invers matrisinin elemanları Cholesky algoritması tablosundaki değerlerin, 
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olarak hesaplanarak, Cholesky yöntemine göre  A   kare simetrik matrisini inversi, 
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olarak elde edilmiş olur. 

 

 

4.9  Bir Kare Matrisi Gruplara  Ayırarak  İnversinin Hesabı 

 

Bir kare matrisin gruplara ayırarak, daha küçük boyuttaki alt matrislerini kullanarak 

inversinin hesaplanması çoğu zaman bazı uygulamalar için tercih edilen bir yol 

olmaktadır. Bu amaçla, bir matris belli satır ve sütunları yönünde bölünerek, alt 

matrislere ayrılır. 

   




























2221

1211

21

22221

11211

.....

:::

.....

.....

AA

AA

aaa

aaa

aaa

A

nnnn

n

n

 

 

Burada görüldüğü gibi dört adet alt matrise ayrılmıştır. Böyle bir gruplara ayırma 

işlemini yaparken, 11A   ve 22A  matrislerinin kare matris olmasına dikkat 

edilmelidir. Çünkü, burada, gruplara ayırarak bir matrisin inversini alma işlemleri bu 

esasa göre açıklanarak ilgili bağıntılar elde edilecektir. A  kare matrisinin tersi olan   
1A  matrisi de bu bölünmeye paralel olacak şekilde,  
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dört adet alt matrislerden oluşur.  

 

IAAAA   11   
 

olacağından,  her iki matrisin çarpımı de, 
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yada 
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şeklinde alt matrislerine parçalanmış birim matrise eşit olur. Burada ilgili çarpımlar 

yapıldığında; 
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matris denklemleri elde edilir. Katsayıları ve bilinmeyenleri matris olan dört 

bilinmeyenli, dört adet denklem çözüldüğünde, 1A  invers matrisinin alt matrisleri 

olan, 
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olarak hesaplanabilir.  Bu değerlerin; 
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yerlerine yazılması ile aranan invers matrisi elde edilmiş olur.  

 

 

Örnek:  
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matrisinin gruplara ayırarak inversini hesaplayınız.  
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Çözüm:  Bu amaçla; önce bu matris, 
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şeklinde gruplara parçalanarak  dört farklı alt matrise ayrılır. Burada  görüldüğü gibi,  
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kare matrisler, 

   









3

3
12A     ve     3121 A  

 

uygun boyutta dikdörtgen matrisler olmaktadır. Bu matrisler kullanılarak,  A  

matrisinin inversi olan, 
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matrisinin elemanları,    
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olarak hesaplanır. Bu değerler yerlerine yazıldığında;  A  kare matrisinin inversi, 
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şeklinde hesaplanmış olur.  

 

Sonuçta; yapılan işlemlerin doğruluğunu kanıtlamak için, IAAAA   11   işlemi 

yapılarak, çarpımın aynı boyuttan bir  birim matrise eşit olacağı özelliğinden 

faydalanarak, denetim yapılabilir. 

 

Burada, tekrar belirtmek gerekir ki; benzer şekilde matrislerin iki ve daha fazla 

sayıda gruplara ayrılarak elde edilen alt matrislerden inversleri  hesaplanabilir. 

Burada tekrar vurgulanması gereken bir diğer husus; matrisi gruplara ayırırken 

köşegen üzerindeki matrislerin yani; i=j  indisli matrislerin kare matris olmasına 

veya her birinin inversinin alınabilir bir matris olmasına dikkat edilmelidir. 

 



 107 

4.10  Kare Matrisin Pivotlama  Yöntemiyle İnversinin  Hesaplanması 

 

Kare matrislerin inverslerinin hesaplanmasında kullanılan bir diğer yöntemde 

pivotlama işlemine göre invers hesaplamadır. Bu yöntemde; temel ilke olarak, 

doğrusal yapıdaki denklem sistemlerinden bilinmeyenleri hesaplamada kullanılan 

çözümde, denklem sisteminin sabit değerini elimine edilen bilinmeyenin “yerine 

koyma”  ile katsayılar matrisinin inversini elde edilmesinden faydalanılmaktadır.  

 

Böyle bir işlem, basit olarak üç bilinmeyenli bir doğrusal denklem sistemi için 

kısaca özetlenmek istenirse, 
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doğrusal denklem sisteminde, birinci adım olarak, ilk denklemden  2x  bilinmeyeni, 
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olarak çekilir. Sonra; elde edilen  bu 2x  değerinin, diğer    2.  ve  3. denklemlerde 

yerine yazılarak, arda kalan bilinmeyenlerden oluşan, 
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denklem sistemi bulunur. Buradan, ilk adımda yapılmış olan indirgemeler 

sonucunda sadece; 2x  bilinmeyeni  ile   1b  sabit sayısına ilişkin terimlerin yer 

değiştirmiş oldukları görülmektedir. Benzer şekilde, indirgeme işlemlerine devam 

edilerek, ikinci adımın sonucunda; 1x  ile  3b  yer değiştirdiği, üçüncü adımın 

sonucunda da; 3x   ile 2b   yer değiştirdiği görülür. Neticede; yapılan tüm 

indirgemelerin sonucundan da; ilk doğrusal denklemdeki bilinmeyenlerinin 

katsayılar matrisi olan, 

 

   



















333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

A  

 

 

kare matrisinin  aynı boyut ve satır veya sütun indisleri sırasındaki invers matrisi, 
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olarak elde edilmiş olur. Burada, tekrar vurgulamak gerekir ki ; özel amaçla olarak 

burada kısaca anlatılmış olan bu şekilde bir invers hesaplama işlemleri,  A  katsayılar 

matrisinin  nxn  boyutunda bir kare matris  olması halinde de geçerli olmaktadır. 

Ancak, uygulamada böyle bir işlem için ilk önce hangi bilinmeyenden işe 

başlanması sorusunun bir cevabı olarak, indirgemeler sırasında oluşacak yuvarlatma 

hatalarının sonuçlar üzerindeki etkisini en aza indirecek, seçim olanağı bulunduğu 

sürece, yer değiştirilecek bilinmeyenler seçilirken, katsayısı en büyük olanlar 

öncelikle işleme sokulması önerilir. Bu şekilde yapılacak bir indirgeme işleminde;  

ib  sabit terimleri ile yer değiştirilmesi istenen jx  bilinmeyenlerinin  ija  

katsayılarına  “ Pivot elemanı” denir. Buna paralel olarak da; bir matris de pivot 

elemanının bulunduğu satıra pivot satırı, sütununa da pivot sütunu denmektedir.   

 

Buna göre; konuya daha fazla pratiklik kazandırmak amacıyla; bir kare matrisin 

pivotlama ile inversini hesaplamada, sırası ile aşağıdaki işlem adımları uygulanır. 

Bir örnek olarak,  
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gibi  3x3  boyutunda bir kare matris seçilerek işlemler açıklanırsa; aşağıdaki işlem 

adımları uygulanır.  

a) Bir matrisde pivot elemanı seçilerek, yerine inversi yazılır. Burada pivot elemanı 

olarak 11a  elemanı alınmıştır. Bu  11a  elemanının bulunduğu satır; pivot satırı 

ve sütunda; pivot sütunu olmaktadır. 
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b) pivot sütunun diğer elemanlar bu pivot elemanına bölünerek işareti 

değiştirilmeden aynı sütunda, satır elemanları da bölünerek işareti 

değiştirildikten sonra  aynı satırdaki yerlerine yazılır. 
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c) Matrisin diğer elemanları, pivot satırının, bu elemana karşılık gelen, aynı 

sütundaki elemanı ile pivot sütunun aynı satırındaki elemanı çarpılıp pivot 

elemanına bölündükten sonra bulunan değerin indirgenecek eleman 

değerinden farkı alınarak hesaplanır. 
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Burada; 
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şeklinde hesaplanmaktadır. Böylece birinci  bir bilinmeyene ilişkin indirgeme adımı 

tamamlanmış olur. Sonra, benzer işlemler, aynı sırada diğer değişkenler için 

tekrarlanarak, en son bilinmeyene kadar devam edilir. En son bilinmeyen içinde 

benzer işlemler tamamlandığında;   A  matrisinin inversi, 
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olarak hesaplanmış olur. Burada, konuya bir sayısal örnek olarak; 
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matrisinin pivotlama ile inversinin hesaplanması verilebilir. 

 

a) Bu amaçla, ilk adımda pivot elemanı olarak  11a   elemanına karşılık gelen  1 

değeri seçilir. Buna karşılık gelen birinci satırı; pivot satırı, sütunda pivot sütunu 

olarak alınır. 
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b) pivot sütunun diğer elemanları; bu pivot elemanına bölünerek işareti 

değiştirilmeden aynı sütunda, satır elemanları da; pivot elemanına bölünerek işareti 

değiştirildikten sonra  aynı satırdaki yerlerine yazılır. 
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c)  Matrisin diğer elemanları, pivot satırının, bu elemana karşılık gelen, aynı 

sütundaki elemanı ile pivot sütunun aynı satırındaki elemanı çarpılıp pivot 

elemanına bölündükten sonra bulunan değerin indirgenecek elemanın değerinden 

farkı alınarak hesaplanır. 
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Daha sora benzer işlem adımları; ikinci adım olarak,  önce 2A  matrisinde  22a  

elemanına karşılık gelen   1  değeri pivot elemanı seçilerek yapıldığında; 
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ve  üçüncü işlem adımı olarak da, ikinci indirgeme adımından elde edilen 3A  

matrisinde 33a  elemanına karşılık gelen   1  değeri pivot elemanı seçilerek 

yapıldığında; 
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olarak elde edilirler. A  matrisi  3x3 boyutunda bir matris olduğundan  üçüncü  

indirgeme adımı son indirgeme işlemi adımı olmakta ve bunun sonucunda 

hesaplanan 4A  matrisi de hesaplanması istenen; yanı  A  matrisin inversi ( 1
4

 AA ) 

olan, 
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invers matris olmaktadır. 
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ÖRNEK PROBLEMLER 

 

 

Problem 1)    Bir  
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matrisi  olarak verilmektedir. Bu matrisin AAN T   şeklindeki çarpımından elde 

edilen N  kare-simetrik matrisinin, 1N   inversini(tersini) hesaplayınız.  

 

Problem 2)    

 A=
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matrisinin Inverisini(tersini); Modernleştirilmiş Gauss ve cholesky Algoritmalarına 

göre hesaplayınız. 

 

Problem 3)  İnversi;  
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olan matrisi hesaplayınız. 

 

Problem 4)   
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matrisinin, determinantını hesaplayınız, inversini hesaplayınız. Bu matrisi alt 

matrislere ayırarak inversini hesaplayınız. 

 

Problem 5)   
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matrislerinin öz değerlerini ve öz vektörlerini hesaplayınız. 


