4.6 Bir Kare Matrisin Inversini(Tersini) Gauss Yontemine Gore Ucgen
Matrislere Ayrilarak Hesaplama

Gauss yontemine gore det A= 0 ( determinanti sifirdan farklil) olan,

all a12 ..... aln
A _ a2‘1 a22 ''''' azn
A, Apy e a,,

seklindeki nxn boyutlu bir kare matrisin (Cayley) inversini hesaplayabilmek igin,
once bu matris; ayn1 boyutta, A =B C carpim 6zelligine sahip B,

10 .. 0
byy 1 ... 0
B= 21
by by 1

Cll c12 ----- Cln
Co 0 ¢y e Cyy,
0 0o ... c

bir {ist liggen olacak sekilde iki tiggen matrise ayrilir. A matrisinin bu sekildeki iki
ticgen matris ayrilmasinda, dnce C {ist iggen matrisinin elemanlari, daha sonra da
A ve C matrisinin elemanlarindan faydalanarak B alt liggen matrisinin elemanlari
hesaplanir. Buna benzer sekilde; C matrisinin elemanlarmin A matrisinden
hesaplanmasinda, A matrisinde ard1 sira yapilan satir indirgemelerinden faydalanilir.
Boyle bir satir indirgemesi i¢in; A matrisinin ilk satir1 aynen C iist iggen matrisinin
birinci satir1 olarak alinir. Yani; ¢, =a,, , ¢, =a,, V€ ¢, =a,,alnir. Sonra; A

matrisinin birinci satir elemanlari; siraile  a;, elemanina boliinerek her biri igin

elde edilen degerler, Once ikinci satirin birinci siitun elemani ile ¢arpilip ikinci satir
elemanlarindan ¢ikartilarak,

_ _ 4
Ay = dpy —— Ay
ap
_ 43
Qp3) =dy3 —— dy
ap;
a
_ 1n
Ayp =4y, —— dpy
ap
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sonra Ugiincli satirin birinci elemani ile ¢arpilip iiglincii satir elemanlarindan

cikartilarak,
a

_ 12
QA3pq =d3p —— 43
ap
_ 453
Q33 = d3z3—— dj
ap,
a
_ 1n
A3pq =03, —— 43
apy

ve nihayet n. satirin birinci siitun elemani ile ¢arpilip n. satir elemanlarindan
cikartilarak

a
_ 12
Ay =dyy — nl
apy
4K
Ayz = dyy —— dy
apy
_ “n
ann.l ann anl
apy

birinci indirgeme islemleri gerceklestirilmis olur. Her bir satir i¢in yapilan bu tiir
islemler sonucunda;

al] alz ----- aln
O azz.l ----- azn ‘l
4, =
0 a,; ... Ay

seklinde bir adim indirgenmis matris elde edilir. Daha sonra, benzer islemler, ikinci
satir i¢in tekrarlanip

ay,  ayy e a,
0 ay; ... Ay, 1

4, =
0 0o .. Ay

a
23.1
A33p = d33 asn
22.1
a
2n
A3,2 = A3y asy
22.1
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biitlin indirgemeler elde edilir.

Ayn sekilde, indirgeme islemlerine, en son satirin, satir indirgemesine karsilik
gelen n-1 adima kadar devam edilerek sonugta; C st liggen matrisi,

all a12 ----- aln Cl 1 clz ----- Cln
0 ayy, .. Ay, 0 ¢y . Cyy

C = -
0 0 .. Ayt 0 0 ... Con

olarak hesaplanir.

Daha sonra, C ve A matrislerinden faydalanarak; B C = A olacagindan B
matrisinin de elemanlari; bu adimda bilinenler olan, C matrisi ile bilinmeyenler olan
B matrisinin elemanlarinin ¢arpimlarinin A matrisinin, her birine karsilik gelen,
elemanlarma esit olacagi kosulundan kurulacak denklemlerin ¢6ziimiinden
hesaplanabilir. Sonugta, yapilan ¢éziimlerden, B alt tiggen ve C {ist liggen matrisleri
elde edilmis olur.

A matrisinin bu sekildeki iki liggen matrise ayrilmast islemleri, yapilacak
genellestirmeler neticesinde, her bir liggen matrisin elemanlarinin hesaplanmasinda
izlenecek yollar; 6zetle asagidaki gibi baz1 kurallara baglanabilir.

e C matrisinin /. satirindaki elemanlari; A matrisinin 1. satirindaki elemanlarina
esit olur.
c.=a. ; ] = 1,2,3,...,”1

i = %

o B matrisinin kosegen terimleri, tanmim geregi, 1 olur. Ayrica, bu matrisin 1.
stitunundaki diger elemanlart A matrisinin 1. stitunundaki elemanlarinin sirasi
ile ¢,, =a,, terimine boliinmeleri ile elde edilmektedir.

b, =1 D i=123n
b, = ;o i=123,,n
ap

o C matrisinin 2. satirmin elemanlari, B matrisinin 1. stitunundaki ayni satir
indisli elemanla, C matrisinin 1. satirindaki aymi siitun indisli elemani
carptmimin - A matrisinin karsilik gelen elemandan ¢ikartilmas: ile elde
edilmektedir.

62] = azj _bZIClj ; J = 2,3, ..... ,l’l

e B matrisinin 2. siitununun elemanlari;, B matrisinin 1. siitunundaki ayni satir
indisli elemanlarinin ¢, ile carpimimin A matrisinin  karsilik gelen
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elemanindan ¢ikartilmasi ile bulunan degerin ¢,, Uegerine boliinmesi
sonucunda elde edilmektedir.

a., —b,c )
h,=-—2_"112 . =34 ..n
C

o C matrisinin 3. ve daha sonraki satirlarindaki elemanlar;, B matrisinin daha
once hesaplanmis ayni satir indisli elemanlart ile C matrisinin daha énce
hesaplanmis ayni siitun indisli elemanlarmin karsilikli ¢arpimlart toplaminin A
matrisinin eslenik teriminden ¢cikartilmasi ile bulunmaktadir.

i—1
¢ =ay —kzlbikckj ;

e B matrisinin 3. ve daha sonraki siitunlarindaki elemanlari; bu matrisin daha
once hesaplanmis aynmi satir indisli elemanlart ile  C matrisinin daha once
hesaplanmis ayni siitun indisli elemanlarimin karsilikly carpimlart toplaminin A
matrisinin karsilik gelen teriminden c¢ikartilmas: ile bulunan degerin C
matrisinin aynt siitun indisli késegen elemanmina béliinmesi sonucunda elde
edilmektedir.

i-1
T Ei=34

1 .
Y cj i=34,..,n

Boylece; yapilan tiim islemler sonucunda; sirasiyla, once C {ist liggen matrisinin bir
satirl, sonrada B alt liggen matrisinin ayn1 indisli siitunu sirayla hesaplanarak, C
ve B iiggen matrislerin tiim elemanlar1 elde edilerek, liggen matrislere ayirma
islemi tamamlanmais olur.

Sonra, bir ikinci islem adimi olarak, B ve C matrislerinin B! ve C™! inversleri;
S

BB™'=1 ve CC'=I ozelliginden faydalanarak, carpimlari sonucunda elde
edilecek denklemlerden, elemanlar: teker, teker hesaplanarak elde edilirler.

1

Sonucta A matrisinin aranan A~ inverisi de; bu iki B ve C7' invers

matrislerinin tersi sira ¢arpimlarindan,
4 =g
olarak hesaplanir.

Konuyla ilgili bir 6rnek olarak: Gauss ydntemine gore;

w b W
AW W
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matrisinin liggen matrislere ayrilarak inversinin diger adiyla tersinin hesaplanmasi
verilebilir.

Coziim: once bu matris ayni boyuttan A = B C 6zelligine sahip, yukarida anlatilan
kurallara gore ardi sira yapilan satir doniisiimii sonucunda,

B kosegen elamanlar bir olan bir alt iiggen,

1 00 100
B=|b, 1 0(={1 10
b, by, 1 101
ve C bir iist iggen matrise olacak sekilde,
Cy, Cp, Cp 1 3 3
C=/0 ¢, Ccul=/0 10
0 0 cy 0 01

iki farkli tiggen alt matrislere ayrilir. Boylece, her bir islem sonucundan;

3 3
alt iggen ve C= 1 0] istiicgen
0 1

>

Il
—_—
oS = O
- O O
S O =

matrisleri elde edilmis olur.

Burada; islemlerin dogru yapildigint tekrar kanitlamak i¢in; BC=A ¢arpim
ozelliginden faydalanarak,

1 0 0lfc, ¢, cs] [1 0 0][1 3 3] [1 3 3
by 1 0[|0 ¢, Cu|=1 1 0[]0 1 0|=|1 4 3
by by, 11/ 0 0 cyu| |2 0 1f{[0 0 1| |1 3 4

denetimini yapilabilir.
Sonra; CC' =7 ve BB™' =1 kosulundan,

13 3lqn 92 a5 10
CC'=10 1 0] 0 qy gy|=[0 1
00 10 0 gy (00

— O O
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100fo, 0 0] 1t 0o
BB'={1 1 0[Q,, O, 0 |=[0 1 0

10 1]]O5 O 05 0 01
q; Ve QO invers matrislerin elemanlari garpim islemlerinden elde edilecek

denklemlerin ¢oziimiinden,

1 0 0 1 -3 -3
Bl=|-1 1 0| ve C'=l0 1 0
-1 0 1 0 0 1

olarak hesaplanir. Daha sonrada A matrisinin inversi,

1 -3 =31[ 10 0 7 -3 -3
A'=c'B'=l0 1 of|-11 0|=|-1 1 0
0 0 1||-1 0 1 -1 0 1

olarak elde edilir. Denetim igin, A A=44"=1 kosulundan faydalanarak,

7 -3 =371 3 31 [1 0 0
Ala=/-1 1 0|1 4 3|=l0 1 0
-1 0 1 |/1 3 4| |0 0 1

oldugu gortiliir.

4.7 Bir Kare Simetrik Matrisin inversi Gauss Yontemine Gore Ucgen
Matrislere Ayrilarak Hesaplanmasi

Bir kare matrisin Gauss yOntemine gore licgen matrislere ayrilarak inversinin
hesaplanmasinda; matris kare-simetrik bir matris olunca; invers hesaplama islemi
oldukca basitlesir. Bu durumda invesi hesaplanacak matrisin elemanlar kdsegene
gore simetrik olacaklarindan, bu yolla inversinin hesaplanmasinda sadece kdsegen
ve kosegen disindaki iist elemanlarini kullanmak yeterli olur. Sonucta, yapilacak
hesaplama islemleri de gdsterim yoniinden bir sadelik arz eder. Bu amagla secilecek
bir kare simetrik matris, en genel sekliyle,

all alz ----- aln
A — alz a22 ..... azn
a;, Ay e a,,

ise, soylendigi gibi, yukaridaki anlatilanlara benzer yonde; indirgemeler yoluyla iist
ve alt licgen matrisleri hesaplanir. Boyle bir ¢6ziim i¢inde, Gauss yontemine gore
iicgen matrislere ayirmada anlatilan islemlerin, kare simetrik matrisler ig¢in
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ozellestirilmesinden elde edilecek hesaplamalar algoritmasinin tablo halinde
yapilmasindan faydalanilabilir. Bu amagla, verilen matrisle ayn1 boyutta;

a a2 iz | e A1n
1 ) i3 Ain
a4y el el
a22 a23 ------- azn
4321 XN I T ap.1
a a
-1 _ 223 _2nl
4221 4321
a33 ------- a3n
a33.2 ------- a3n.2
a
1| -
4332
ann
Appn-1

sekildeki gibi bir hesap algoritmasi tablosu diizenlenerek, kare simetrik matrisin
biitlin elemanlar1 bu tabloya yerlestirilir ve her bir elemana iliskin indirgeme
islemleri bu tablo iizerinde, genel kurallara uygun olara yapilir. Matrisin bu sekilde
yapilan satir indirgenmesi sonucunda elde edilen katsayilari;

a a a
_ 12 _ _ 13 23.1
Ay =0y —Qyp—— Q33p = A3z —dy3— —dyz;—
apy ap, s
a a a
_ 13 _ _ In 2n.1
Q3 =dy3 —djp——— . Q3pp = Az, —d13— —da3)
11 ; ap s
a a a
_ _ 1n 13 23.1
Ayp1 =y, — 4y Q33p =d33—dj3— —dp3
apy 11 an
a
_ 1n Ay n—1,n.n-2
A1 = Apy — Ay — o, BEEREITREE — 4y g an-2
11 22.1 Ay n-1.n-2

olarak hesaplanmaktadir.

Bu sekilde yapilan ¢oziime; Modernlestirilmis Gauss Algoritmasina gore ¢oziim
denmektedir. Bu ¢ozlimiin genel ¢6ziimde sdylenenlerden farki; her satir indirgeme
adim1 sonucunda elde edilen iist licgen matrisin her bir satirindaki elemanlari, bu
satira iligkin kdsegen iizerindeki elemanlarinin ters isaretlisine boliinmesi
sonucunda, elde edilen kdsegen elemanmi -1 olan {ist {iggen matrisin alt liggen
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matrisin transpozesinin ters isaretlisine esit olmasidir. Sonucta; buradan; Kosegen
elemanlar1 1 olan alt liggen matris,

1 0 o ... 0
a
21 0 .. 0
apy
a a
B3 =L 1 . 0

apy  Apy
Ay, Qopy A3y 1

| 411 4921 Q33 |

ve C bir iist liggen matrise olacak sekilde,

all alz al3 ...... aln
0 ay, az3; e Ay,
C = 0 O a332 ..... a3n2
0 0 0 .. Gt |

olarak elde edilir.

Bilindigi gibi, bir kare-simetrik matrisin inversi yine ayni1 boyut ve 6zeliklere sahip
kare simetrik bir matris olmaktadir. Bu durum, tiggen matrislerin elde edilmesi
amaciyla; hesap algoritmasinin yapildig: tablodaki iist ve alt iggen matrislerin her

biriyle ilgili degerlerden, liggen matrislerle A7 =Cc'B™"  genel invers alma
bagintisina gore, bir matrisin inversinin hesaplamasinda da faydalanilacak bilgiler
kaynagi olmaktadir. Bu bilgiler yardimiyla; hesap algoritmasi tablosundaki
degerlerden, invers matrisin kosegen ve kosegen disindaki iist elemanlarinin
hesaplanmasi ile simetrik olma 6zelligi nedeniyle, kdsegen disi alt elemanlar1 da
hesaplanmis olmaktadir.

Neticede; bu invers matris;

911 Y12 - 9in
4! = q12 4o e 92
qln q2n """ qnn

yapisinda dolu bir matris olarak elde edilecektir. Bu amagla, yukarida verilmis olan
modernlestirilmis Gauss algoritmasinda yapilan indirgeme islemlerinin tersi
yoniinde yapilan islemlerden; bu kare simetrik matrisin inversi, bir kare matrisi
licgen matrislere ayirarak invers matrisini hesaplamadaki genel kurallara uygun
olarak,

1

an =

nn.n—1
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an = e T heeees - qnn
a33)
a a
_ Q3 _ _ ona
q2n - Q?an """ an
ar 1 ar
a a a
_ 12 13 In
9, = — 92, — 3 e - qnn
apg apg 11
1 a
_ 3n.2
q33 —_ T eeevecesees - q3l’l
a33) ZEW)
a a
_ 2n.1
q23 -_ q33 T eeseces - q3l’l
sz a1
a a a
_ 4 13 In
i3 =7 43— q33 ~eeee - 93
11 11 11
1 ay, _ _ Gop
9422 = 23 T e 2n
yyy1 Ao s
a a a
2 13 In
12 =~ 922 g3 =T 2
11 11 11
1 a a a
12 13 In
qi=——— 92— qi3 — T in
app ap ap, ap,

her bir eleman1 dogrudan hesaplanarak; A gibi kare simetrik bir matrisin =~ 4™
inversine daha basit bir sekilde hesaplanmis olur.

Ornek:
16 -4 5
A=|-4 g8 -2
5 =2 12

kare simetrik matrisinin inversi; Gauss yontemine gore ticgen matrislere ayrilarak
hesaplanmasi istenmektedir.

Coziim: Bu amagcla; A matrisi simetrik bir matris oldugu icin, yukarda anlatilanlara
benzer bir hesap algoritmasi diizenlenir. Bu tabloda; her bir satir ardi sira
indirgenerek Once iist liggen matrisinin elemanlari, sonra da indirgenmis her satir
kosegen terimlerine boliinerek ters isaretlilerinin alinmasi ile, alt licgen matrisinin
transpoze matrisinin ters isaretlisi elde edilir.
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16 -4 5
-1 0.25 |-0.3125
8 -2
7 -0.75
-1 0.1071
12
10.357
Sonugta;
16 -4 5
A=| -4 8 -2
5 =2 12

matrisine iliskin B alt tiggen matrisi;

1 0 0
B=| -025 1 0
0.3125 -0.1071 1

ve C {st liggen matrisi de

16 -4 5
cC= 0 7 =075
0 0 10.357

olarak hesaplanir. Yapilan islemlerin dogrulugunu denetim igin; BC=A olmasi
ozelliginden,

1 0 0] 16 -4 5 16 -4 5
BC=4=| -0.25 1 0 0 7 =075 |=|-4 & -2
0.3125 -0.1071 1 0 0 10.357 5 =2 12

oldugu goriiliir. Buradan; genel kurala gore; B alt liggen ve C st iiggen matrisleri
icin hesaplanacak olan B~' ve C~' invers matrisleri,

1. 0 0 0.0625 0.0357 -0.0276
B*=| 0.2500 1 0| ve C'=| 0 0.1429  0.0103
-0.2857 0.1071 1 0 0 0.0965

olarak hesaplanir. Bunlarn A~ = C'B™' seklindeki garpimindan, A™ matrisinin
inversi (tersi),
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0.0625 0.0357 -0.0276 1. 0 0
A'l'=c'B'=] 0 0.1429  0.0103|| 0.2500 1 0|~
0 0 0.0965||—0.2857 0.1071 1

0.079 0.033 -0.028] [g, G, Oy
~| 0033 0144 0010 =|q, G, Gy|=A"
~0.028 0010 0.097| |Gy Gy G

olarak hesaplanir. Ayni inver matrisin elemanlart daha kisa yol olan; Gauss
algoritmasi tablosundaki degerlerden, dogrudan,

=0.097

133710357

¢»3 = (0.1071)(0.097) = 0.010
g, = (0.25)(0.010) + (-0.3125)(0.097) = —0.028

Gy = % +(0.1071)(0.010) = 0.144
q,, =(0.25)(0.144) + (—0.3125)(0.010) = 0.033
q, = % +(0.25)(0.033) + (-0.3125)(—0.028) = 0.079

olarak da hesaplanabilmektedir. Sonucta; A kare-simetrik matrisinin inversi;

0.079 0.033 -0.028
A" =| 0.033 0.144 0.010
—-0.028 0.010 0.097
olarak elde edilmis olur.

4.8 Bir Kare Simetrik Matrisin inversini Cholesky Yontemine Gore Uggen
Matrislere Ayrilarak Hesaplama

Cholesky yontemine gore bir kare simetrik matrisin iiggen matrislere ayrilarak
inversinin hesaplanmasinda; Gauss yonteminde yapilan iglemlerin ayni yolu izlenir.
Ancak, bu yontemde; Gauss yontemindeki bir kare matrisin  A=BC seklindeki alt
ve {ist tiggen matrislere ayirmadaki islemlere benzer sekilde; B =C” olacak sekilde
bir 4=C”C alt iiggen ve iist {iggen matrise ayrrma s6z konusu olmaktadir. Bu
haliyle; Cholesky yontemi, Gauss yontemine gore kare simetrik matrislerin ii¢gen

matrislere ayrilarak inversinin hesaplamasindaki 6zel bir uygulamasi olmaktadir. A
matrisi;

all a12 ----- aln
A — alz a22 ..... azn
a;, Ay e a,,

97



kare simetrik bir matris olmaktadir. A  matrisinin, Cholesky yontemine gore
hesaplanacak iist tiggen matrisi de;

Cly Cip e Cin
Co 0 ¢y .o Cy,
0 0 ... c

c; 0 ... 0
c Coy e 0
T 12 €22
C' =
Clp Cap  woeee Cun

seklinde olur. Bu matrislerin elemanlarmi hesaplamak icin, 4=C’C bagintisina
gore;

c¢; 0 ... 0 [lcyy ¢p e Cin ay Ay e a,,
Cla Cyp e 0 0 ¢y e Cop | |1y @yp e a,,
Cly  Copy  weeee ¢l 0 0 ... Con a,, Q, - a,,

matris ¢arpimlar1 yapilip elde edilen ¢arpim sonuglarin, A matrisindeki karsiligi
olan eslenik elemanlar esitlenmesi neticesinde tiggen matrisin biitiin ¢;; elemanlari
hesaplanabilir. Cholesky yontemine gore bir kare simetrik matrisin, iiggen matrislere

ayrilmasinda yapilacak bu tiir igslemlerin ¢6ziimii sonucunda elde edilecek bilgilerin
genellestirilmesinden, liggen matrislerin elemanlarinin hesaplanmasi igin,

a; )
c =4/ay X cljz\/_ ; J=234,.....,n
ap

f i-1
2 . .
Cij =i — 2ZCli ; i=234,...n
k=1

1
Cj=—

i
genellemeleri kullanilabilir.
Boyle bir ¢oziim iginde, kare simetrik matrislerin Gauss yontemine gore licgen

matrislere ayrilmasinda yapilan islemlere benzer sekilde; bir hesap algoritmasi
tablosu diizenlenerek,
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a,, Ary | e a,,
ar Aoz | eeeeee Arn1
[y, IeXA N I Yan1

V221 V@221
Az | e as,
Az3p | e A3

V Appn-1

gibi tiim hesaplamalar bir arada daha pratik bir sekilde yapilabilir. Tabloda; matrisin
bu sekilde yapilan satir indirgenmesi sonucunda elde edilen katsayilar;

a a
_ 13 12 231 2
A, 2 Ay3p = asz; —( )" —( )
a —a _( 12 )
221 = %22 apy sz
a‘ll . .
a,, a ’
_ Y 13
Ap31 = ay _ 43 a4, Gy Gy
ay,; /4y, A3y = A3, \/— \/— \/— \/—
app A9 Ay G221
a a a a a,_ |,
_ 12 1n . _ In 2 2n.1 2 n=lLnn-2 2
a2n.1 - a2n - \/— ) Aypna = Ay _( ) _( ) EREETTIEI _( )
a4y Vay VAl V1102

olarak hesaplanmaktadir.

Bu sekilde yapilan ¢oziime; Cholesky Algoritmasina gore ¢oziim denmektedir.
Bunun genel ¢oziimde sOylenenlerden farki; her satir indirgeme adimi sonucunda
elde edilen iist licgen matrisin her bir satirindaki elemanlari, bu satira iliskin

kosegen lizerindeki elemanlariin karekokiine boliinmiis olmasidir. Sonugta, A kare
simetrik matrisinin iist liggen matrisi;

99



ay, Ay A3,

L Va1 4221 49332

matrisleri olmaktadir.

Bu licgen matrislerden faydalanarak; A kare simetrik matrisinin,

q9i1 912 - 9in
4! = 912 Y2 e 9on
qln q2n """ qnn

seklindeki inversi; C liggen matrsinin inversi hesaplandiktan sonra,

iicgen matrislere gore invers alma bagitisindan hesaplanabilir. Bunun yerine,
uygulamada daha ¢ok, ayni islemleri kullanan ve ayn1 sonucu veren pratik ve daha
basit bir yol olan; satir indirgemelerinin yapildigi hesap algoritmasi tablosunda
mevcut  degerlerden  faydalanarak inversin  dogrudan tablo iizerinden
hesaplanmasidir. Bu amagla, asagida verilmis olan Cholesky algoritmasinda yapilan
satir indirgeme islemlerinin sonucunda kdsegen elemami kare koklii olan satir;
kosegen iizerindeki kare koklii elemanina boliinerek ters isaretlisi bu satirin altina;
yeni bir satir olarak yazilir. Bu satir Gauss algoritmasinda kdsegen eleman1 —1 olan
satirin aynisi olur.

100



all a12 a13 ------ aln
‘w all 12 ...... —n
Var \Va VA
1 _ap 43 A1y
ap ap apy
a22 a23 ------- azn
a221 a23.1 ------- a2n.1
a a
[ 23.1 2n.1
azz_l — | ﬁ
V2.1 ar
a a
. 2n.1
-1 — 223 — =
a1 ari
a33 ------- a3n
a33.2 ------- a3n.2
a
| 3n.2
a332 ........ ppy——————
V4332
1 _ %2
asss
ann
ann.n—l
\V ann.n—l

Bu satirlarda kullanilarak Gauss algoritmasi tablosundan invers nasil hesaplaniyor
ise; benzer sekilde bu tablodan da satir indirgeme islemlerinin tersi yoniinde;

1 1
9un = =
2
ann.nfl ( ann.nfl )
a
_ 3n.2
q3l’l T eeeses nn
a33)
Q31 _ on.1
Q2n - 3n e nn
s ar 1
a a a
12 13 1n
91 - 92, — 3 e - nn
apg 11 11
1 a
3n.2
q33 = T T eeesesssees - an
332 asso
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q23 - — q33 T eeseees - q3n
22.1 ari
a
_ 2 43 _ 1n
q13 = 23 33 —eeeen 3n
11 apg 11
_ L ay, ) _ Gop
CI22 - 23 e 2n
dyy1 Ao ar
a a
12 1 1n
9o =" 9490 — 923 =T 2n
11 11 11
1 ap a3 _ A
dii1=——"— 412 qi3 n
ap an ap, 11

islemleri yapilarak invers matrisin tiim elemanlari, “ A" invers matrisinin kare
simetrik bir matris oldugu da goz dniinde bulundurularak”, kolayca hesaplanabilir.

Burada, tekrar vurgulamak gerekir Ki; ticgen matrislerin hesaplanmasinda, kosegen
terimlerinin karekokleri alindigindan, indirgeme iglemleri sirasinda olusacak
yuvarlatma hatalarinin hesap sonuclari tizerindeki etkileri; “ondalikll sayilarin kare
kokleri kendisinden biiyiik, biiyiik degerli sayilarinki da kiigiik olacagindan,” belli
oranda az olacaktir. Bu nedenle, determinanti sifira yakin kiiciik degerli matrislerin
bu yontemle inverslerinin hesaplanmasi;, Gauss yontemine oranla daha dogru
sonuglar vereceginden onerilmektedir.

Ornek:
16 -4 5
A=|-4 8 -2
5 =2 12

kare simetrik matrisinin inversi; Cholesky yontemine goére iiggen matrislere
ayrilarak hesaplanmasi istenmektedir.

Coziim: Gauss yontemiyle yapilan ¢éziimde izlenen iglem yoluna benzer sekilde,
once bu matris Cholesky yontemine gore;

16 -4 5
4 -1 1.25
8 -2
7 -0.75
2.6458 | -0.2835
12
10.357
3.2182

102



olarak indirgenir. Sonugta; {ist liggen matrisleri;

4 -1 1.25
C=|0 2.6458 —0.2835
0 0 3.2182

ve alt liggen matrisine de; {ist liggen matrisin transpozesi alinarak,

4 0 0
cl =] -1 2.6438 0
1.25 —0.2835 3.2182

hesaplanmis olur. C”C = 4 denetiminin yapilmasi ile;

4 0 0 4 -1 1.25 4 -1 5
-1 2.6438 0 0 2.6458 -0.2835|=|-1 8 -2
1.25 —-0.2835 3.2182|| 0 0 3.2182 5 =2 12

oldugu goriiliir. Buradan; genel kurala gore; C” alt iiggen ve C iist liggen matrisleri
icin hesaplanacak olan (C*)™' ve C7! invers matrislerinin 47! =c~'(c")™!
seklindeki,
9 912 913
A7 = q12 922 923
913 923 9433

invers matrisinin elemanlar1 Cholesky algoritmasi tablosundaki degerlerin,

16 | -4 5
4 4| 125
1 | 025 |-03125
g | 2
7 | 075
2.6458 | -0.2835
1 |o1072
12
10.357
32182
1 0097
5790357

q,; =(0.1071)(0.097) = 0.010
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q,5 =(0.25)(0.010) + (-0.3125)(0.097) = —0.028

qr, = % +(0.1071)(0.010) = 0.144

q,, =(0.25)(0.144) + (—0.3125)(0.010) = 0.033

q,, = % +(0.25)(0.033) + (-0.3125)(—0.028) = 0.079

olarak hesaplanarak, Cholesky yontemine gore A Kkare simetrik matrisini inversi,

0079 0.033 0.028
A7 =10.033 0.144 0.010
0.028 0.010 0.097

olarak elde edilmis olur.

4.9 Bir Kare Matrisi Gruplara Ayirarak inversinin Hesab1

Bir kare matrisin gruplara ayirarak, daha kiiclik boyuttaki alt matrislerini kullanarak
inversinin hesaplanmasi ¢ogu zaman bazi uygulamalar i¢in tercih edilen bir yol
olmaktadir. Bu amagla, bir matris belli satir ve siitunlar1 yoniinde boéliinerek, alt
matrislere ayrilir.

all a12 : 00000 aln
e ay, Gy ..... a,, _{An Alz}
S : Ay Ay

Burada goriildiigii gibi dort adet alt matrise ayrilmistir. Boyle bir gruplara ayirma
islemini yaparken, A4,, ve A,, matrislerinin kare matris olmasma dikkat

edilmelidir. Clinkii, burada, gruplara ayirarak bir matrisin inversini alma islemleri bu
esasa gore aciklanarak ilgili bagintilar elde edilecektir. A kare matrisinin tersi olan

A~ matrisi de bu boliinmeye paralel olacak sekilde,

911 412 ----- q1n
4! :Lzl 922 ----- ‘1%} :[Qn le}
: - : J Oy O
..... Gnn

|‘qnl qn2

dort adet alt matrislerden olusur.
A4 =A44=1

olacagindan, her iki matrisin ¢arpimi de,
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yada
[An Au} {Qn le}:{fln A12:| {Qn Q12}:[[ 0}
Ay Ay [ On On Ay Ay [ On On 0 1
seklinde alt matrislerine parcalanmis birim matrise esit olur. Burada ilgili ¢arpimlar
yapildiginda;

A + 4,0, =1
Ay 101y + 43,05, =0
A1 Q1 + 4,05, =0
Ay 1O + Ay 0ny =1

matris denklemleri elde edilir. Katsayilar1 ve bilinmeyenleri matris olan dort

bilinmeyenli, dort adet denklem ¢oziildiigiinde, 4~ invers matrisinin alt matrisleri
olan,

Op = _Al_ll 4,05,
Oy = _Az_zl A0
Oy, =(4y, _A21A1_11A1z)_1
O =04, - Ale;Am)_l

olarak hesaplanabilir. Bu degerlerin;

qi1 G912 e q1n

4! = 421 Y922 e 92n =|:Q11 le}
: : : Q)1 O
Qni Gn2 oo 9 nn

yerlerine yazilmasi ile aranan invers matrisi elde edilmis olur.

Ornek:

W ~ W
B~ W W

matrisinin gruplara ayirarak inversini hesaplayiniz.
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Coziim: Bu amagla; 6nce bu matris,

seklinde gruplara parcalanarak dort farkl alt matrise ayrilir. Burada goriildiigii gibi,

4, = 1 3} Ve A22:[4]
1 4

kare matrisler,

4y, = } ve 4y =[1 3]

uygun boyutta dikdortgen matrisler olmaktadir. Bu matrisler kullanilarak, A

matrisinin inversi olan,
A—l — |:Q11 Q12}

QZ] Q22

matrisinin elemanlari,

_ _ 7 -3
O =4, _A12A2;A21) : :{_1 J

Oy, =(4y, — 1421141_111412)_1 = [1]
1 _3

O = _A11A12Q22 = 0

O, :_A2_21A21Q11 = [_1 O]

olarak hesaplanir. Bu degerler yerlerine yazildiginda; A kare matrisinin inversi,

7 -3 -3
4! :|:Q11 le}: 1 1 o0
Oy On 1 0 1

seklinde hesaplanmais olur.

Sonugta; yapilan islemlerin dogrulugunu kanitlamak i¢in, 44~ = A7'4=1 islemi
yapilarak, carpimimn ayni boyuttan bir birim matrise esit olacaglr 6zelliginden
faydalanarak, denetim yapilabilir.

Burada, tekrar belirtmek gerekir ki; benzer sekilde matrislerin iki ve daha fazla
saylida gruplara ayrilarak elde edilen alt matrislerden inversleri hesaplanabilir.
Burada tekrar vurgulanmasi gereken bir diger husus; matrisi gruplara ayirirken
kosegen iizerindeki matrislerin yani; i=] indisli matrislerin kare matris olmasina
veya her birinin inversinin alinabilir bir matris olmasina dikkat edilmelidir.
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4,10 Kare Matrisin Pivotlama Yontemiyle Inversinin Hesaplanmasi

Kare matrislerin inverslerinin hesaplanmasinda kullanilan bir diger yontemde
pivotlama islemine gore invers hesaplamadir. Bu yontemde; temel ilke olarak,
dogrusal yapidaki denklem sistemlerinden bilinmeyenleri hesaplamada kullanilan
¢oziimde, denklem sisteminin sabit degerini elimine edilen bilinmeyenin “yerine
koyma” ile katsayilar matrisinin inversini elde edilmesinden faydalanilmaktadir.

Boyle bir islem, basit olarak ii¢ bilinmeyenli bir dogrusal denklem sistemi igin
kisaca 6zetlenmek istenirse,

dogrusal denklem sisteminde, birinci adim olarak, ilk denklemden x, bilinmeyeni,

b a a

1 11 13

Xy — X X,
ap ap ap

olarak cekilir. Sonra; elde edilen bu x, degerinin, diger 2. ve 3. denklemlerde
yerine yazilarak, arda kalan bilinmeyenlerden olusan,

a,a a a,~a
11922 22 13922
—=)x +—= )X

b, = (ay, — by +(ay; -

ap app ap

aa a a-a
_ 11432 32 13932
by = (a3 ———=)x; +—=b, +(as; — )X;
ap app ap

denklem sistemi bulunur. Buradan, ilk adimda yapilmis olan indirgemeler
sonucunda sadece; x, bilinmeyeni ile b, sabit sayisina iliskin terimlerin yer
degistirmis olduklar1 goriilmektedir. Benzer sekilde, indirgeme islemlerine devam
edilerek, ikinci adimm sonucunda; x; ile by yer degistirdigi, iiglincii adimin
sonucunda da; x; ile b, yer degistirdigi goriiliir. Neticede; yapilan tiim
indirgemelerin sonucundan da; ilk dogrusal denklemdeki bilinmeyenlerinin
katsayilar matrisi olan,

kare matrisinin ayni boyut ve satir veya siitun indisleri sirasindaki invers matrisi,
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911 Y912 413

-1
A7 =192 92 9
931 4932 433

olarak elde edilmis olur. Burada, tekrar vurgulamak gerekir ki ; 6zel amagla olarak
burada kisaca anlatilmis olan bu sekilde bir invers hesaplama islemleri, A katsayilar
matrisinin  nxn boyutunda bir kare matris olmasi halinde de gegerli olmaktadir.
Ancak, uygulamada bdyle bir islem i¢in ilk Once hangi bilinmeyenden ise
baslanmasi sorusunun bir cevabi olarak, indirgemeler sirasinda olusacak yuvarlatma
hatalarinin sonuglar iizerindeki etkisini en aza indirecek, se¢cim olanagi bulundugu
stirece, yer degistirilecek bilinmeyenler segilirken, katsayisi en biiyiikk olanlar
oncelikle isleme sokulmasi 6nerilir. Bu sekilde yapilacak bir indirgeme isleminde;

b, sabit terimleri ile yer degistirilmesi istenen x; bilinmeyenlerinin  a;
katsayilarina ““ Pivot eleman:” denir. Buna paralel olarak da; bir matris de pivot

elemaninin bulundugu satira pivot satiri, siitununa da pivot siitunu denmektedir.

Buna gore; konuya daha fazla pratiklik kazandirmak amaciyla; bir kare matrisin
pivotlama ile inversini hesaplamada, sirasi ile asagidaki islem adimlart uygulanir.
Bir 6rnek olarak,

ayp 4p a4
A=|ay a5 apy

a3 dzp dij

gibi 3x3 boyutunda bir kare matris secilerek islemler agiklanirsa; asagidaki islem

adimlar1 uygulanir.

a) Bir matrisde pivot elemani segilerek, yerine inversi yazilir. Burada pivot elemant
olarak a,, elemant alinmistir. Bu a,, elemaninin bulundugu satir; pivot satiri

ve stitunda; pivot siitunu olmaktadir.

b)  pivot siitunun diger elemanlar bu pivot elemamina béliinerek isareti
degistirilmeden aym siitunda, satir elemanlart da boliinerek isareti
degistirildikten sonra aymi satirdaki yerlerine yazilir.

b an s
apy apg ap;
a

_| 9

Ay =|—= ayp ass
apy
a
31
as; ass

L 411 J
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C)  Matrisin diger elemanlari, pivot satirmin, bu elemana karsilik gelen, ayni
stitundaki elemani ile pivot siitunun ayni satirindaki elemant ¢arpilip pivot

elemanmina boliindiikten

sonra bulunan degerin

indirgenecek eleman

degerinden farki alinarak hesaplanir.

Burada;

Ay =04y —

A3y =d3p —

1 _ap
ap apy
a
A4y = =21 ar
apy
a
=L a3
L A1
a a
( 21)( 12)
ap apg
1 b
apg
a a
31)(_ 12)
ap; ap
1 b
apg

Gk
ap;
a3y
a33
a a
( 21)(_ 13
_ o an ap
Q31 =dy; - 1
apg
a a
( 31)(_ 13
_ 4 ap
ds31 = ds;3 1
apg

seklinde hesaplanmaktadir. Boylece birinci bir bilinmeyene iligkin indirgeme adimi
tamamlanmig olur. Sonra, benzer islemler, ayn1 sirada diger degiskenler i¢in
tekrarlanarak, en son bilinmeyene kadar devam edilir. En son bilinmeyen iginde
benzer islemler tamamlandiginda; A matrisinin inversi,

911 4912

-1
A7 =gy 9
931 432

913
q73
933

olarak hesaplanmis olur. Burada, konuya bir sayisal 6rnek olarak;

1 33
A=1 4 3
1 3 3

matrisinin pivotlama ile inversinin hesaplanmasi verilebilir.

a) Bu amagcla, ilk adimda pivot elemani olarak q,,

elemanina karsilik gelen 1

degeri seg¢ilir. Buna karsilik gelen birinci satiri; pivot satiri, siitunda pivot siitunu

olarak alinir.
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b) pivot siitunun diger elemanlar;; bu pivot elemanma béliinerek isareti
degistirilmeden ayni siitunda, satir elemanlar1 da; pivot elemanina boliinerek isareti
degistirildikten sonra ayni satirdaki yerlerine yazilir.

1 -3 -3
4=1 4 3
1 3 3

C) Matrisin diger elemanlar1, pivot satirinin, bu elemana karsilik gelen, ayni
situndaki elemani ile pivot siitunun aym satirindaki elemani carpilip pivot
elemanina boéliindiikten sonra bulunan degerin indirgenecek elemanin degerinden
farki alinarak hesaplanir.

1 -3 -3
A =1 1 0
1 0 1

Daha sora benzer islem adimlari; ikinci adim olarak, once A4, matrisinde a,,
elemanina karsilik gelen 1 degeri pivot elemant segilerek yapildiginda;

4 -3 -3
A =[-1 1 0
10 1

ve Uglincii i1slem adim olarak da, ikinci indirgeme adimindan elde edilen A4,
matrisinde a5, elemanma karsilik gelen 1 degeri pivot elemant secilerek
yapildiginda;

7 -3 -3
A, =|-1 1 0
10 1

olarak elde edilirler. A matrisi 3x3 boyutunda bir matris oldugundan iigiincii
indirgeme adimi son indirgeme islemi adimi1 olmakta ve bunun sonucunda

hesaplanan A4, matrisi de hesaplanmas: istenen; yan1 A matrisin inversi (A4, = A
olan,

7 -3 -3
A=|-1 1 0
100 1

invers matris olmaktadir.
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ORNEK PROBLEMLER

Problem 1) Bir

>

Il
NN
w +~ o

matrisi olarak verilmektedir. Bu matrisin N = A"A seklindeki ¢arpimindan elde
edilen N kare-simetrik matrisinin, N~ inversini(tersini) hesaplayiniz.

Problem 2)
36 6 12

A= 6 17 14
12 14 38

matrisinin Inverisini(tersini); Modernlestirilmis Gauss ve cholesky Algoritmalarina
gore hesaplayiniz.

Problem 3) Inversi;

037 -033 002 -011
. |-033 043 -018 -018
| 002 -018 053 0.00
~011 -018 000 0.12

olan matrisi hesaplayiniz.

Problem 4)
11 -6 4 -2
4 1 0 O
A:
-9 9 -6 5
-6 6 -6 7

matrisinin, determinantin1 hesaplayiniz, inversini hesaplaymiz. Bu matrisi alt
matrislere ayirarak inversini hesaplayiniz.

Problem 5)
1 00 36 6 12
A=l2 -1 2| ve B=|6 17 14
4 -4 5 12 14 38

matrislerinin 6z degerlerini ve 6z vektorlerini hesaplayiniz.
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