4. MATRISLER

4.1 Matrislerle ilgili Baz1 Tanmmlar

X{>Xy,.....X, QiDI; N adet bagimsiz degiskenler kiimesi ile y,, y,,......y,, Qibi; m
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mxn elemandan olusan katsayilar tablosuna matris denmektedir. Geometrik olarak,
matrisler boyle gosterilebilecegi gibi,

8y 8 e &, 8y 8p e 8,

Ay Ay e a,, Ay, 8y e a,,
A - . . - .

Ay App e An A App e An

seklinde de gosterilebilirler.

Matrisler nasil gosterilirse gosterilsinler; her birinde, m satir sayisini, n de siitun
sayisini ifade etmektedir. Ayrica, tabloyu olusturan her bir terimine matrisin elemani
denmektedir. Genel bir ifade ile matris elemanlar1 a; seklinde gosterilmektedir.

Bu gosterimde;
i @ indisi  a; elemaninin hangi satirda,

J ¢ indisi de hangi siitunda oldugunu ifade etmektedir.

Alisila gelen bir kural olarak matrisler; A veya daha sade olarak A, yada

mxn

A veya A gibi biiylik veya biiyliik ve alti ¢izili harflerle, boyutu da ifade

edilerek yada ifade edilmeden gOsterilebilecekleri gibi, bazen de sadece
elemanlarina gore de ifade edilmektedirler. Boyle bir ifade tarzi genel olarak;

(@) en V€ [ai/men yada (a;) ve [a,.jj
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seklinde yapilmaktadir.

Bunlardan hangi gosterimin digerine oranla tercih edilmis olmasi, ¢ogu zaman
uygulamacilarin kendi aligkanliklarina bagli olarak degisiklik gostermektedir.
Elemanlarinin rakam ya da sadece sayilardan olusan matrislerde, bazen tablo
bicimindeki benzer gosterimlerin sag alt kdsesine matrisin boyutlar1 yazilarak,
matrisin satir ve siitun sayisi da belirtilerek,

(3 1 4]
2 7 -1 8 2 6 0 1
A=/6 3 -4 0 5 yada A=|5 6 7
0 4 1 41, 1 -2 4

_5 O 1_5x3

bir gosterim sekli kullanilmaktadir. Ancak, bu gdsterim, genel bir gosterim olmayip,
daha ¢ok sayisal uygulamalarda karsilasilan bir gdsterim tarzi olmaktadir.

Bu sekilde genel olarak tanimlanan matrislerde m-satir ve n-siitun sayist;
e m=n farkli ise; bunlara dikdortgen matrisler,

e m(n, kiiciik ise, boyle matrislere yatay(normal) dikdértgen matrisler,

e Tersi durumda m ) n ise; boyle matrislere de diisey(transnormal) dikdortgen
matrisler,

e m=n ise; yani siitun sayisi satir sayisina esit ise, bunlara kare matrisler
denmektedir.

Transpoze matris (yada Devrik matris); bir A matrisin satir elemanlarini siitun

elemani, siitun elemanlarini satir elemani yaparak elde edilen yeni 4’ matrisine
denir. Bu isleme de matrislerde transpoze alma islemi denir.

Buna gore m ( n olmasi halinde;

all a12 ----- aln
A — a21 a22 ----- azn
Ay Ay oo Ay

seklindeki bir yatay dikdortgen matrisin transpozesi; matrisin satirlarint siitun,
stitunlar1 satir yapilarak elde edilmis olan,
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ayp a4 a1
. ajp Ay - Gy
AT = - . . .
_aln a, . amn_

seklindeki bir diisey dikddrtgen matris ve ayni sekilde; diisey dikdortgen matrisin
transpozesi de yatay dikdortgen matris olmaktadir. Sonugta buradan; bir matrisin
transpozesinin transpozesi,

A — ( AT )T
kendisine esit bir matris olmaktadir.

Eger bir matris, bir dizi ya da tek boyutlu matris ise, buna vektdr matris yada kisaca
vektor denir. Bir vektor matris,

seklinde tek bir siitun matris ise, buna da siitun vektér matris veya siitun vektor
denmektedir.

Bu gosterim sekillerinden hangisinin uygulamada kullanilacagi, cogu zaman daha
cok uygulayicinin tercihine bagli olmaktadir. Buna ragmen, genel bir aligkanlik
olarak, uygulamada daha ¢ok vektdr matrisler; b gibi kiiciik harflerle yada alti
cizili b gibi kiigiik harflerle gosterilirler. Bunlara sayisal birer 6rnek olarak;

4
-2
a=2 -5 3 §] ve a=
5
gosterimleri verilebilir.
Eger bir satir yada siitun vektér matrisin elemanlart a, = a, = ... = a,=1

seklinde birbirine esit ve bir ise; boyle matrislere,
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e=[1 1 ... 1] e e=

birim vektér matris, kisaca birim vektor denir. Genel bir aligkanlik olarak, bazi
meslek disiplinlerinde, birim vektorler e harfi ile gosterilirler.

Neticede; dikdortgen matrislerdeki ozellige benzer sekilde; bir satir vektoriin
transpozesi, siitun vektor, yada tersi durumda; siitun vektoriin transpozesi, satir
vektor olmaktadir. Bu duruma bir 6rnek olarak,

a=[4 20 -1 ; a'=

veya

e=1 1 1 1] ;e =

_.
e

verilebilir.

Bir matrisin, m-satir ve n-siitun sayisi esit, m=n ise; boyle matrislere kare matris
dendigi daha 6nce soylenmistir. Boyle bir kare matris de tablo halinde,

ay,  ay e a,,
énxn _ Anxn _ 4 Y= ay ayy e a%n
A, Ay e a,,
seklinde ifade edilebilir.
Bir kare matrisin; i=j indisli elemanlar1 olan; a;,, a5, ........ , a,, elemanlarini

tizerinde bulundugu eksene de bu matrisin kdsegeni ve elemanlara da kosegen
elemanlart yada izi denmektedir.

Bir kare matris; kosegen disi elemanlar1 sifir, sadece kosegen elemanlarindan
olusuyor ise,
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0 ay ... 0
A= 2
0o 0 ... a,,
yada
A= k5§egen[a11 Ayy e a,m]

seklindeki boyle matrislere kdsegen matris denir. Bir kosegen matrisin kosegen

tizerindeki elemanlari, a;, = a,, = ... = a, =k Ise
k0 .. 0 1 0 ... 0
0 k& ... 0 | 0
4= | =k
0 0 ... k 0 0 ... 1

boyle matrislere skaler kosegen matris denir. Bir skaler kosegen matris de eger k=1
ise; boyle matrislere,

I 0 ... 0

0 1 ... 0
I1=F-= .

0 0 .. 1

birim matris denmektedir.

Uygulamada birim matrisler genel bir ifade tarzi1 olarak, | yada E gibi biiyiik
harfleri ile gosterilmektedirler.

Eger bir kare matrisin biitiin elemanlart a; =1 ; i=12,..,n ;j=12,..,n bir

birine esit ve bir ise;

I 1 .. 1

I 1 .. 1
A= .

I 1 .. 1

boyle matrislere skaler matris denmektedir.

Kare matrislerle ilgili benzer bir diger tanimda; eger bir kare matrisin kosegen
istiindeki kosegen dis1 biitiin elemanlart sifir ise, bdyle matrislere,
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alt tiggen matris, veya tersi durumda; eger kosegeni altindaki kosegen dis1 diger
biitlin elemanlari sifir ise, bdyle matrislere de

a,; 8, e a,
0 a, ... a

A — .22 .Zn
0 0o ... a

iist tiggen matris denmektedir.

Yine kare matrislere ilgili benzer bir tanim; eger bir kare matrisin tiim kosegen dist
elemanlar1 kosegene gore simetrik, bir diger ifade ile matris transpozesine esit ise,
bdyle matrislere,

al ] a12 ----- aln
A _ a12 a22 ''''' azn
a,, A, ... a,,

kare-simetrik matris denir. Matrisler arasinda bir ayirim olsun diye; baz1 meslek
disiplinlerinde bu tiir matrisler N harfi ile gosterilmektedir.

3 2 -5 -7
26 6 1
A:N:
-5 6 2 -2
-7 1 =2 6

Boyle matrislerin;

1. kosegen iizerindeki elemanlari daima pozitif degerlidir. Negatif isaretli
olamazlar.

2. Buna karsilik; kosegen disi elemanlart esit ve pozitif, negatif veya sifir
degerli olabilirler.

Bir kare matris; transpozesinin ters igaretlisine esitse,
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0 2 4
A=-2 0 -7
-4 7 0

yan1 kosegen dis1 elemanlart mutlak degerce esit fakat ters isaretli, kosegen
elemanlar sifir ise; béyle matrislere yari-simetrik matrisler denmektedir.

Benzer sekilde, bir diger matris sekli de Bant matrislerdir. Asagidaki ornekten de
goriilecegi gibi Bant matrislerin;

S O B~
S L QW
0 NN = O
— O O O

kosegene gore simetrik, ancak sag iist ve sol alt tarafindaki kosegene uzakta bulunan
biitiin elemanlar sifir, kdsegen ve kosegene komsu elemanlart bir sayr olmaktadir.
Yani bu elemanlar kdsegene gore bir bant olusturmaktadirlar. Boyle matrislere bant
matrisler denmektedir.

Ortagonal matrisler; eger bir matrisin tersi yada inversi A4~ = 4" transpozesine
esit yada bir diger ifade ile transpozesi ile sagdan veya soldan ¢arpimu,

ATA=AAT = AAT = ATA=|
seklinde, birim matrise esit ise; boyle matrislere ortagonal matrisler denir.

Genelde boyle matrislere; ortogonal c¢atili koordinat sistemlerinin arasinda
benzerlik doniisiimii yapilirken, rastlanilmaktadir.

Bu matrisin ozelligi geregi,

e satir yada siitunlarinin ¢capraz ¢arpimlarimin toplami sifir,
e her satir yada siitundaki elemanlarinin karelerinin toplami da bire,
o Aymi sekilde; determinantlari da bire esit

olmaktadr.

Hermisyen matrisler; Bir Hermisyen matrisin tanimlanabilmesi i¢in 6nce eslenik
matrisin ne oldugunun bilinmesi gerekir.

Bu nedenle; bir matrisin eslenigi; a, b gergel ve i=+/—1 sanal sayilar olmak
lizere; z=a+xbi seklindeki ifade, bir karmasik yada kompleks sayiy1 ifade

etmektedir. Bu sekilde tanimlanan karmasik sayilardan;, z=a+bi ve z=a—bi
ozelligine sahip, yani gercel kisimlar1 esit sanal kisimlart mutlak degerce esit ancak
isaretce ters olan, karmasik sayilarma birbirinin eslenik sayilari denir. Aym
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zamanda, bunlarmn her biri digerinin eslenigi olmaktadir. Neticede; z, =a+bi ve
z, =c+di iki karmasik saymin toplami olan;

zy+z, =(a+c)+(b+d)i

Z, +2, toplami da; Karmasik bir sayr olur. Benzer sekilde; bu karmasik sayinin
eslenik degeri de;

zi+z, =(a+c)—(b+d)i

olarak verilebilir. Bu tanim matrislere uygulanirsa,
1+2i  —i
A=
3 2-3i

gibi elemanlar1 karmagik sayilardan olusan bir kare matris de, her bir karmasik say1
yerine eslenikleri kullanilarak elde edilen matrislere,

— -2 i
A= _
{ 3 2+3J

Eslenik matris denmektedir.

. . . e T " oo ..
Bu tanima uygun olarak; eger bir matrisin eslenigi A4 = A 06zelligine sahip Ise,
yani esleniginin transpozesi kendisine esit ise, boyle matrislere Hermisyen matris
denmektedir.

Bu durum ancak; kosegenine gore kare-simetrik yapidaki matrislerde rastlanilmak
miimkiin olabilir. Neticede; her hermisyen matrisin eleman: igin, a; =a ;i ozelligi
mevcut olur. 6zellikleri geregi, bir hermisyen matrisin kdsegen elemanlari,

I 1-7i 2
A=|14+1 3 i
2 -1 0

gergel sayilar olmaktadir.

Alt matrisler: Bir diger matris ¢esidi de, Alt matrislerdir. Bir matrisin siitun ve
satir yoniinde,

2 312 1
6 5.1 3

A=
72 4 6
TET
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seklinde pargalanmasindan elde edilen daha kii¢iik boyutlu,

A4 =06 i 4= 1]

N
Il
~N O DN
N D W
'
(3]
Il
N
AW =

her bir matrise alt matris denmektedir. Bu isleme de matrislerde gruplara ayirma
islemi denmektedir. Bu durum bazi 6zel problemlerin ¢ézlimiinde biiylik faydalar
saglamaktadir.

Idempotent matrisler; Izi rangina esit olan matrislere ldempotent matris
denmektedir. Bir kare matrisin  kdsegeni  {izerindeki  elemanlarinin
E(a)=a), +ay, + ... +a,, toplamio matrisin izi olarak tanimlanmaktadir.

Matris Normlari; Ayrica matrisler ilgili bir diger tanim da matris normlaridir.
Bunlar tanimlanis sekillerine gore farkliliklar gosterirler. Bunlar;

bir matrisin tiim elemanlarini toplamina matris normu,
satir elemanlarinin toplamina satir normu,

stitun elemanlarinin toplamina siitun normu,

tiim elemanlarinin karelerinin toplamina da karesel normu

seklinde tanimlanarak isimlendirilirler.

Pozitif tanimh matrisler; x bir vektor, A bir kare matris olmak tizere; x! Ax
karesel formunda; det|4 )0 ise; A pozitif tamimhdir denir. Aksi halde;

det|A| =0 ise; A semi-pozitif tanimhidir denmektedir.

Determinant; Matrislerle ilgili kullanilan bir diger biiyiikliik de Determinant
degeridir. Bu amacla;

all a12 uuuuu a‘ln
A — azl a22 ----- azn
Ay Ay oo Ao

seklindeki bir kare matrisin determinantin1 hesaplayabilmek i¢in, dnce bu matrisin
her satirinda bir ve yalniz bir eleman1 ve her siitununda bir ve yalniz bir eleman
aliarak

a jy Ay -y,
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carpimi yazilir. Bu ¢arpimda; carpanlarin ilk alt indisler dizisi 1, 2, 3, ..... ,n dogal
sirasinda ve ikinci  ji, j,,....., j, alt indisler de 1, 2, 3, ..... ,n tamsayilarmin 7!

Permiitasyonundan biri olacak sekilde diizenlenmistir. Ikinci alt indislerin verilen bir
JisJasesj, permiitasyonu; permiitasyonun ¢ift veya tek olusuna gore

Ejnngy =1 veya —1 olarak tanimlanir ve isaretiyle birlikte ¢arpimu,

€ 2 ayj,arjy e A, J,
seklinde ifade edilir.

Buna gore; A kare matrisinin determinanti |A| veya detA seklinde gosterilerek,
detA:ngjl’j2 ______ G Qads ey,
)

olarak tanimlanabilir.

Burada; j,,/,,--nj, deki 1, 2, 3, .., n tamsayilarinin p =n! permiitasyonu
izerinden alinmaktadir.

Neticede; bu sekilde bir yol izlenerek;

& 8 e &y

a d,, a
A= T

dy Qe a,,

gibi bir kare matrisin determinantin1 hesaplamak i¢in dnce determinant hesaplama
isleminin; hangi satir yada siituna gore yapilacagina karar verilir. Sonra bu satir veya
stitunda bulunan her bir elemana karsilik gelen satir ve siitun matristen ¢ikartilarak,
bu eleman, (1)’ bagntisindan hesaplanan deger ve arda kalan elemanlardan
olusan matrisin determinanti ¢arpilarak, bu islemler determinant agilim1 yapilan satir
yada siitunun tiim elemanlar icin tekrarlanip elde edilen sonuglarin toplanmasi
neticesinde determinant hesaplanmis olur. Bu duruma bir 6rnek olarak; n-boyutlu

app 4y a3 ai,

ayp dyy dys ay,

A=|ay; a3 azy as,
_anl anZ an3 ann_

bir kare matrisin birinci satirina gére determinant a¢ilimi olan,
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8y Ay . Ay 8y 8y .- Ay

. a a Y - a a .o a
detA=(-1)"a,det| * T+ (-DMa,detl T o+
d, Qa3 ... 4 d, Q3 .. 4,
a21 a‘22 aZn a21 aZl a2n—1
- a a .. a - a a I >
+(-D"a,det| ¥ M ()M e, det] T -
a'nl an2 a'nn an1 an1 ann—l

determinant hesaplama sekli verilebilir. Aynm sekilde, islemler yapilarak, bir kare
matrisin, diger satir yada siitunlara gore de determinant hesaplamak miimkiindiir.

. a,, a o
Ornek 1: 4 ={ H 12} matrisinin detA=? , hesaplaymiz.
dy Ao

Coziim 1: Determinant birinci satira gore hesaplanarak,
detA=(-D)""a,, det[a,, ]+ (-1)"?ay, detlay]=a,,a5 —aya,,

degeri elde edilir.

Bu ¢6ziim incelendiginde 2x2 boyutlu bir kare matrisin determinantinin; kdsegen
iizerindeki elemanlarinin yukardan asagiya dogru ¢arpimlarinin arti, asagidan yukari
carpimlarinin eksi isaretli alinarak,

toplanmalar1 oldugu goriilmektedir. Benzer sekilde; aymi ¢oziim, diger satir ve
stitunlara gore de yapilarak determinant hesaplanabilir. Sonuglar ayn1 olur. Sayisal
bir 6rnek olarak 2x2 boyutundaki;

o 1

kare-matrisinin determinant1 hesaplanirsa;
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det 4 = (=1)""'1 det[4]+ (-1)'"?2 det[3]= (1)(4) - (3)(2) = -2

olarak elde edilir.

Ornek 2: Bir diger 6rnek 3x3 boyutundaki bir kare,

ay; dip 43
A=|ay ay ap

a3y dzp di;

matrisinin detA=?. hesaplanmasi ile ilgilidir.

Coziim 2: Birinci satira gore determinant hesaplamasina iliskin benzer islemler bu
matris i¢in de yapilirsa;

detA:(—l)l”all{ . 23}(—1)”26112[ X 23}+(—1)1+3a1{ . }
a3 8 Ay, QAg a; A

=ay (azzass - aazaza) —a, (a21333 - a31a23) +a; (a21a32 - a31a22)

olarak hesaplanir. Bu durumla ilgili sayisal bir 6rnek;

A=

N = N

35
0 1
1 0
kare-matrisinin  detA=? hesaplanmasi verilebilir. Bunun i¢in yukarida anlatilanlara
benzer sekilde; birinci satir esas alinarak determinant agilimi yapilarak determinant,

th_ 11+120 1 11+231 1 1l+351 O
wrecrdl Soefy Joords

~ 2(0-1)-3(0-2)+51-0)=-2+6+5=9

olarak hesaplanir. Ayni ¢6ziim; sadece 3x3 boyutundaki kare matrisler icin
uygulanabilen Sorus kuralina gore; matrisin ilk iki satir yada siitunu; matrisin
sonuna tekrar yeni iki satir olarak eklenerek,

+

veya
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yukaridan asagiya, soldan saga dogru {iglii ¢arpilarin toplami art1, asagidan yukari
icli carpimlarinin toplami negatif alinarak toplamlari seklinde,

detA= 0+5++6+0-2-0 =9
olarak hesaplanir.

Daha biiylik boyutta olan matrislerin determinanti, bazi 6zel durumdaki matrisler
icin, 6zel determinant hesaplama yollar1 olsa bile, yukaridaki genel kurallara gore
hesaplanir. Sonucta determinant ilgili agagidaki 6zellikler sdylenebilir

a) i. Satrndaki yada j. siitunundaki biitiin elemanlart sifir olan matrisin
determinantt da sifir olmaktadir.

b) Bir matrisin bir satir yada siitunu k gibi skalerle ¢arpilarak elde edilen
matrisin determinanti, ilk matrisin determinantinin k gibi bir sayt ile ¢arpilmis
degerine egittir. B=K A ise; detB=k detA olur.

C) Bir matriste; iki satr yada siituna yer degistirilir ise, determinant da isaret
degistirmis olur. Yami; B matrisi A matrisinin iki satir yada siitununun yer
degistirmesi neticesinde elde edilmis bir matris ise, detB= - detA olur. Buna
gore; B matrisi eger A matrisinde i. satirin yada stitunun arka arkaya p kez

yer degistirmeleri sonucunda elde edilmis bir matris ise, detB=(—1)" detA olur.

d) Bir matrisin iki satir yada stitunu bir birine esit yada sabit bir say ile ¢arpimis
degerine esit ise, determinanti sifirdir.

e) Determinanti sifir olan matrislere singiiler(tekil) matris denir. Bu matrislerin,
bilinen yollarla inversleri hesaplanamaz.

Kofaktorler Matrisi; Bir matrisin kofaktorlerinden olusan matrislere denmektedir.
Boyle bir matris; bir kare-matriste herhangi bir elemana karsilik gelen satir yada
stitunlar matristen ¢ikartildiktan sonra geriye kalan elemanlarindan olusan matrisin
determinant1 hesaplanarak her elemaninin minérleri bulunur. Sonra her bir elemana
karsilik gelen mindr degerleri, bu elemanlarin bulundugu satir yada siitunu gosteren

i vej indislerine gére (—1)""/ seklinde hesaplanan degerle carpilarak o elemanlara

karsilik gelen kofaktor degerleri bulunur. Buna gore; bir

i

matrisinin kofaktorler matrisiyle ilgili hesaplamalar, benzer sekilde,
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a;, = (1) det[4]= 4
ay, = (1) detfl] = -1
a,, = (=1)*" det[6] = -6
ay, = (-1)* det[5]= 5

hesaplanarak kofaktorler matrisi,

4 -1
Kofaktor A=
-6 5

olarak hesaplanmis olur.

Adjoin(ek) matris: kofaktorler matrisinin transpozesi Adj A = (kofaktor A)"
olarak tanimlanir. Bu tanima gore de;

|5 6
11 4
matrisinin adjoint(ek matrisi) matrisi olarak,

. . T 4 -6
Adj A= (kofaktor A)' = | s

hesaplanir.

Ters yada diger adiyla Invers(Evrik) matris; Bir A kare matrisinin
AA™' = 47" A =1 &zelligini saglayan A4~ matrisine ters yada invers matris denir.

Boyle bir matris, genel sekli ile,
4 Adj A
det 4

seklinde hesaplanir.

Buna gore; yukarida verilmis olan,

5 6 s et
A= kare matrisinin 4~ = tersi,
1 4 1 4

4 -6
A Adji A |1 4 -6|
20-6

detA { } 1 5|

63



4 6
_1 { 4 —6} | 14 14
14/-1 5 1 S
14 14

islemleri yapildiktan sonra,

L[5 6] 1[4 -6
|1 4| 14]-1 5

Burada yapilmis olan islemlerin dogrulugunun denetimi igin bir kare matrisin inversi

ile sagdan veya soldan carpmmi AA' =A'A=1=E birim matris olacaktir
ozelliginden faydalanarak asagidaki islemler yapilir. Boyle bir carpma islemi
neticesinde,

AA*l—A*A—561 4 -6 1[ 4 65 6] [1 0
- 11 40141 5| 14/ -1 5|1 4] |o 1

sonu¢ birim matris oldugu sayisal olarak da kanitlandiktan sonra, invers almak i¢in
yapilan islemler, dolayis1 ile matrisin inversi dogru hesaplanmistir denebilir.

olarak bulunur.

Bir matrisin rangi; Bir kare matrisin mindrlerinden, determinanti sifirdan farkl
degere sahip olan en biiyiik boyutlusunun mertebesi, matrisin rangi olmaktadir. Bu
durumda, bir A matris i¢in rang degeri r ise; rang(A)=r olarak gosterilir. Ornegin;

1 2 3
A=|1 2 5
2 4 8

matrisinin rangi; det A=0 oldugundan; mindrlerinden a,; =1 elemanma karsilik
gelen bir alt dereceden minériiniin

2 5
det =16-20=-4=0
4 8

oldugundan, rang(A)=r= 2 olmaktadir.

Buradan; bir A kare matris i¢in; r rangi matrisin boyutu olan n degerine esit,
r=n ise; matrisin determinanti, det 4 = 0, sifirdan farkli bir deger olur.
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4.2 Matrislerle Ilgi Baz1 islemler
a) A ve B gibi iki matrisin boyutlar esit ise; ancak bu matrisler,
C=A4A+tB

toplanip ¢ikartilabilir. Burada; her iki matrisin karsilikli elemanlarinin toplami veya
farki seklinde biitiin elemanlar1 hesaplanmis olan C matrisi de A veya B
matrisleri ile ayn1 boyutta olur.

b) Iki matrisin birbiriyle ¢arpilabilmesi igin,
Amxk kan = men

carpima igleminin solunda yer alan matrisin siitun sayisi, sagda bulunan matrisin
satir sayisina denk olmalidir. Sonucta, elde edilen matrisin satir sayisi; birinci
matrisin satir sayina, siitun sayist da ikinci matrisin siitun sayisina denk olur. Buna
gore de matrisler; AB # BA, carpim Ozelligine sahip olduklar1 sGylenebilir. Benzer
sekilde; esit boyuttaki iki;

by

2 . -
a=[a1 a, .. an] satir; b= stitun vektorin,

sagdan ve soldan carpimlari farkli olmaktadir. Buradan;

b,
b2 .
ab=[a, a, a, ] CF [ab, +ab, +....... +a,b,] birsayi,
bl’l
b, ba, ba, .. ba,
b b bya, ... b
ba=|"7|la, a, a]=|"" z‘az 2% | bir matris
b, b,a, b,a, ... b,a,
olmaktadir.

c) AveB gibi iki matrisin bolimd,

gz C ise: buradan 4 =BC ve B~ invers matrisi: B matrisinin tersi ise,
B'4=B'BC ve B'B=1I birim matris oldugundan B~'4 =C olur.

d) Matrislerin ¢arpiminin transpozesi,
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(ABCD)Y =D"C"B" A"

her birinin transpozesinin tersi sirada ¢arpimlarina esit olmaktadir. Benzer sekilde;
kare matrislerin ¢arpimlarinin inversi de,

(A4BCD)'=D'c'B'47!
her birinin inverslerinin tersi sirada ¢carpimina denk olmaktadir.

e) Bir matrisin, t gibi bir degiskene gore tiirevi, tim elemanlarinin bu degiskene
gore,

da,, day, day,, |
dat dt T dr
d4 |9 day day,
7
da, da, da,,
L@ dr dt |

tiirevine esit olmaktadir. Netice itibariyle ; matris islemleri ile ilgili tiirevler de,

—(A+B) _d_A+d_B
dr dt
—(AB)—d—AB dBA
dt dt
dt dr
i(AZ):d_A Ad_A
dt dt dt

seklinde Ozetlenebilir. Ayni sekilde; bir matrisin entegrali; tiim elemanlarinin
entegrali alinarak,

[aydt [a,dt .. [a,,dt
(4 di - [aydt [aydt ... [a,,dt
[a,dt [a,dt ... [a,,dt

seklinde hesaplanabilir.

f) Bilineer ve karesel formlarin tiirevi; Bir a; eleman1 X vey gibi iki degiskenin

fonksiyonu iseler, bunlardan yalniz birine gore alinan tiireve kismi tlirev denir. Buna
gore;
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seklinde verilen bir bilineer form olmak iizere; bunun X vey degiskenlerine gore
kismi tlirevleri alinarak;

6—B=[1 0 ... 0]ax
oy
a—Bz[o 1 ... 0]ax
0y,
8—Bz[o 0 ... 1]ax
Wy

elde edilen ifadelerin bir arada matris seklinde yazilmasindan,

o8
vl 10 .. 0
9B 1o 1 .. 0
o = |AX =1 A4X = 4X
B | |0 0 .. 1

olur. Benzer sekilde X gore kismi tiirevleri de alindiginda her bir degisken i¢in,

1 0 0

0 1 0
a—BzyTA : a—BzyTA ve a—B:YTA
Ox, : 0x, : ox,, :

0 0 1

olacagindan, sagdaki ilk matris satir, son matris de siitun matris oldugundan kendisi
yerine transpozesi yazilarak,

B o . 0]47Y
ox,
a—Bz[o 1 ... 04"y
0ox,
a—Bz[o 0 ... 1|47y
ox
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seklinde yazilabilirler. Buradan, hepsi bir arada matris seklinde yazildiklarinda;

o8]
Ox, 1 0 ... 0

oB

DBllo1 .. 0

o, |=| . |A'y=14"y=4"Y
B | |0 0 .. 1

| Ox,, |

elde edilir. Burada, kisaca

9B _ 4ty

ox
olur. Buradan artik, benzer sekilde hareketle; B= X" AX seklindeki bir karesel
formun kismi tlirevinin, yukaridaki islemler de Y "= xT almarak,

(Z—B:ATXJrAX:(AT + A)X
X

oldugu soylenebilir. Bu ifadelerdeki A matrisinin, A" = A, bir kare simetrik matris
olmasi halinde kismi tiirevi,

8_B =2A4X
ox

olur.

g) Bir matrisin mertebe ve rangmni degistirmeyen transformasyonlara elemanter
transformasyonlar denir. Bir matris i¢in yapilabilecek satir yada siitun elemanter
transformasyonlar1 yada doniigiimlert;

1) i. satirindaki elemanlart ile ve j. satirlarindaki elemanlarinin yerlerinin
degistirilmesi, satr doniistimi, H;, buna benzer sekilde, i. siitun
elamanlarvmin j. siitun elemanlart ile yerlerinin degistirilmesi, siitun

doniisiimi, K,

2) i. satirindaki tiim elemanlarimin k gibi bir degerle carpilmasi H,(k), ve
benzer sekilde, j. siitunundaki biitiin elemanlarmin k gibi bir degerle
carpilmast K ;(k),

3) i satirindaki elemanlarimin k gibi bir degerle carpilarak j. satirmdaki
elemanlarina eklenmesi H;(k), ve benzer sekilde, j.  stitunundaki

elemanlarimin k gibi bir degerle ¢carpilarak i. stitunundaki elemanlarina
eklenmesi K, (k)
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seklinde siralanarak bunlarin her biri i¢in verilen gosterimler kullanilabilir.

Ozetle, buradan goriildiigii gibi bir matris i¢in; H elemanter déniisiimleri satir, K
elemanter doniisiimleri de siitun donilistimlerini ifade etmektedir. Sonugta buradan,
bir elemanter doniisiimiin tersi, zit etki yapan doniisiim oldugu sdylenebilir. Buna bir
ornek olarak,

2 3
A=|6 5
8 6

O 3 W

matrisinde; H,,(—2) seklindeki bir satir doniisiimii uygulanirsa, ters doniisiim
matrisi

elde edilmektedir. Buradan elde edilmis olan B matrisini tekrar ters doniisiimle A
matrisi haline doniistirmek i¢in de H,,(+2) satir doniisiimii uygulanarak ayni

islemler yapilir. Sonu¢ olarak, H,,(-2) ile H,,(+2) birbirinin tersi islemler
olduklar1 sdylenebilir.

Bu agiklamalardan sonra artik, Matris esdegerliligi; bir A matrisinden, elemanter
dontistimler yardimiyla B gibi bir matrise gecilebiliyorsa bu iki matris esdeger
matris olduklar1 seklinde tanimlanabilir. Matrislerle ilgili olarak verilen bu islemleri
matematik olarak, kisaca, A~ B seklinde gostermek miimkiindiir. Ve buradan;
esdeger matrislerin boyutlar1 ve ranglarinin da esit olduklar1 sdylenebilir.

Ornek;
2 1 3 -1 5
3 0 -2 1 0
A=
0 4 1 3 -1
1 2 3 0 4

matrisine H,,(+3) elemanter doniisiimii yapildiktan sonra ele edilen doniistiiriilmiis
matris,

2 1 3 -1 5

30 -2 10
B=

6 7 10 0 14

1 2 3 0 4

olmaktadir. Bir A matrisiyle ilgili elemanter doniisiimler sonucunda; doniistiiriilmiis
B matrisi; A matrisinin soldan bir takim, ardi sira her bir satir doniisiimlerini ifade
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eden H,,H,,...,H , matrislerin tersi sirada ¢arpimlar1 ile ve sagdan diger bir takim
olan situn doniigiimlerinin  K,K,,...,K, doniisim islemlerinin sirasinda

carpilmasindan,
B:HS ------ H2H1AK1K20.-0KI :SAK

olarak elde edilir. Burada; S=H.....H,H, ve K=K,K,....K, ¢arpimlari, elemanter

doniistimleri gosteren ve singiiler yapida olmayan iki matristir. Yapilan islemler bir
sayisal ornekle agiklanmak istenirse;

1 2 -2 -1
23 1 2
A=
-1 4 1 2
3 6 -1 3

gibi bir matris 6nce, H,,(-3) ile ¢arpilirsa;

1 2 -2 -1
Ho3a=| 20 1 2lop,
-1 4 1 2
0 0 5 6
sonra; H,(+1) ile,
12 -2 -1
Hy (+1)B, = 22 1 ? =B,
0 6 -1 1
0 0 5 6
ve sagdan K,,(+1) ile
12 -3 -1
By K3, (+1) = 2022 =B
06 0 1
0 0 II 6
sonolarak da K,,(-1) ile sagdan carpilirsa,
1 2 -3 =2
BKan=| 20 0 Vg,
06 0 1
0 0 11 6

elde edilir.
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Buradan, yapilan elemanter doniisim H5,(+1) H,,(-3) AK;,(+1) K,,(=1) carpim
islemine gore;

S=Hy (+1) Hy(-3) ve K=K5,(+1) Ky (-1)
olur.

Bu doniisiimde kullanilan elemanter doniisiim matrisleri, agik bir sekilde matris
olarak yazilirsa,

1 00 O0ff 1T 0 0O 1 00 0f 1 0 0 -1

01 0 O0f 01 0O 01 00 01 0 O
S= ve K =

1 01 0f 0 O 1O 0 01 0f 001 O

0 0 0 1[[-3 0 0 1 0 01 1] 0 0 0 1

seklinde olduklar1 goriilmektedir.

Burada; B = SAK seklinde verilmis olan elemanter matris doniisiimii esdegerliligin
ifadesi olmaktadir. Ozel durumlar icin bu ifade de; S =S T've K=S5 alirsa,

B=S"4S

seklinde bir elemanter doniisiim bagintist elde edilir, ve bu 6zellige sahip, A ve B
matrislerine Kongruent matrisler denir. Ozel bir yaklagimi olarak da, bu 6zellikteki
matrislerin egdegerlilik ifadesi i¢in
A~B

seklinde bir gosterim kullanilir.
Burada oldugu gibi; eger her iki matris arasinda yapilan elemanter doniisiimde
ST = 87! 5zelligi var ise,

B=S5"4S

olur ve sonugta; A ve B matrisleri Similar matrislerdir denir. Neticede; her iki
durum da, matrislerle ilgili esdegerliligin 6zel bir hali olduklar1 gortiliir.

Yukarida soOylenenlere benzer sekilde, bir elemanter matris doniisiimiinde, A
singiiler olmayan bir matris ise;

SAK=1

bagintisin1 saglayacak, S ve K gibi iki matris bulunabilir. Bu durumda; SAK =1
esitligi soldan S~ ve sagdan K~' ile ¢arparak,

STSAKK =51 Kk '=s"K™!
ve sonucta;

S7's=l ; KK'=l
olacagindan,
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A=S' k!

olur. Her tarafin tekrar inversi alindiginda; bir matrisin bu yolla inversini
hesaplamada kullanilabilen,

A=K H'=KS
A1T=KS

ifadesi elde edilir. Boylece, 4" =K S bagmtis1 kullanilarak, bir matrisin inversi
elemanter doniisiim bagintilari ile de hesaplanabilir. Konuya bir 6rnek olarak;

1
A=|2
3

(O, I SN ]

3
5
6

matrisinin - A~' inversini, elemanter doniisiim bagntilar1 yardimiyla hesaplanmasi
verilebilir.

Coziim; A matrisini sirasi ile; satir ve siitun elemanter doniisimlerinden elde
edilen, satir dOoniisiim matrislerinin tersi sirada, soldan ve siitun matrislerinin
doniisiim sirasinda sagdan,

Hy (=2), H3,(=3), H, (1), K5, (=2), K3 (=3), K3, (=), K53 (+1), K35 (1)
seklinde ¢arpilmalar1 sonucunda hesaplanan matris;

H, (=1), H3,(=3), H,,(-2), 4K (=2), K5, (=3), K3, (—4), K3 (+1), K5 (1) = 1

bir birim matrise esit olacagindan, 4~' = K S bagntisina gore invers hesaplamada
kullanilan S ve K matrisleri,

S =H,(-1),H3(-3), H,,(-2)
K =K5,(=2),K3,(=3), K55(—4), K55 (+1), K5, (=)

seklinde hesaplanabilir. Buradaki her bir ¢arpan matris yerine; matris ifadeleri
yazilirsa S matrisi,

S=H,-1),H,,(-3),H,,(-2)=
0 0 0 1 0 O 1 00 1 00
=0 -1 O0f O I Of-2 1 Of=| 2 -1 0
0 0 1||-3 0 1 0O 0 0 -3 0 1
ve K matrisi de,
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K =K (=2), K3,(=3), K3,(—4), K53 (+1), K5, (-1) =
1 =2 0of1 0 =3|1 0 Of1 0 Of1

=0 1 O0)0 I 0|0 1 —-4(0 1 0
0 0 1[0 0O 10 O 1|0 1 1

0 O 1 3 2
1 -1|=(0 -3 -1
0 1 0 1 0

olarak hesaplanir. Buradan; A matrisini inversi, 4" = KS bagmntisina gore,

1 3 211 o0 0 1 -3 2
A'=KS=|0 -3 —-1{| 2 -1 o|=| -3 3 -1
0 1 0||-3 01 2 -1 0

olarak elde edilir.

h) Kare matrislerde invers hesaplamanin bir diger yolu olarak; 4 'A=AA™" =1
ozelligini saglayan bir A matrisin indirgenmesi yoluyla A4~ invers matrisin
hesaplanmasinda; bu matrisin arkasina ilave edilen ayni boyuttan bir [ birim
matrisinin A matrisinin, satir indirgemeleri sonucunda, birim matris oluncaya kadar
indirgenmesi verilebilir. Bu sekilde; bir

I 2 3
A=-3 =5 1
4 8 13

Kare matrisinin inversinin hesabi i¢in, dnce bu matrisin sonuna,

1 2 3100
[47]=|-3 =5 1] 0 10
4 8 13| 00 1

ayni boyutta bir birim matris ilave edilerek genisletilir. Sonra; A matrisine iliskin
elemanlarin olusturdugu matris, birim matris oluncaya kadar ardi sira satir
indirgemeleri uygulanarak;

1 2 3 1 0 0 2 3 1 00
-3 =5 1 0 1 0|= 1 10 3 1 0f=
4 8 13 0 0 1 0 1 (-4 0 1

1 0 0 |-73 -2 17
0 1 10 3 1 0|=
00 1 |-4 0 1
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elde edilir. Buradan; A kare matrisinin inversi olarak, bu matrisin sonuna ilave
edilmis olan birim matrisin bulundugu alanda

-73 -2 17
A= 43 1 -10
4 0 1

hesaplanmis olur.

4.3 Matrislerde Oz Yonler ve Oz Degerler
Bir U vektori, bir A transformasyon matrisine gore doniisiimii yapilarak;
V=AU
doniisiim sonucunda V gibi bir vektor ve V vektori de;
V=AU
seklinde, yani U vektoriine paralel ve U ile orantili ise; U  vektoriine A

transformasyonunun Oz yonii(degismez yonii) veya karakteristik yonii, A
degerine de Oz degeri yada karakteristik degeri denir. Bu duruma bir 6rnek olarak;

2 4
A=
1 5
matrisine gore; ¥ = AU = A U bagntisi, agik bir sekilde yazildiginda;
2 4
w|_ |
1 5|u, U,
elde edilir. Buradan, gerekli islemlerin yapilmasindan sonra alisila gelen bir
gosterimi olarak,

2u; +4u, =4 u,

u, +5u, =4 u,
esitligi yazilabilir. Buradan;

iki bilinmeyenli bir denklem sistemi elde edilmis olur. Bunun matris seklinde ifadesi
de;
(A-2) -4 Ju | |0
-1 (A=-5]u,| |0
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olur. Bu denklem sisteminin u degerlerinden farkli ¢6ziimlerinin hesaplanabilmesi

i¢in,
A-2) -4
-1 (1-)5

katsayilar matrisinin determinantinin sifir etmesi gerekir. Buna gore;

de{“‘” ‘4}0
-1 (A-5)

P —TA+6=0

hesaplanarak,

denkleminin kokleri hesaplanir. Bu denklemin her iki kokii i¢in,

=1

hesaplanir. Bu sekilde A matrisinin 6z degerleri olarak 4, =1 wve A4, =6 elde

edilmis olur. Burada; u, veya u, degerlerinden biri istendigi gibi secilebilir.
u, =4a degeri secildiginde u, =—a olarak elde edilir. Neticede; U, vektort,

olur. A, =6 igin,
2u; +4u, =6u,

u, +5u, =6u,
sadelestirilirse;

olarak elde edilir. Burada; u, =5 olarak alinirsa, u, =b olacaktir. Sonugta; U,

vektori,
b |
SRR
b 1

olarak hesaplanacaktir. Burada; A matrisi; nxn, V ve

U vektorleri nx1
boyutunda alinarak, durum genellestirilirse,

V=AU
V=AU

sol taraflar1 esit oldugundan, bu iki denklem esitlenerek elde edilen,

AU =AU
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doniistimiindeki, A transformasyon matrisi, nxn ve U vektorii de nx1 boyutlu,

Ay Ay e ay, u,
. dyp Gy oo o . . U | .. .
bir 4= seklinde matris ve U = bir vektor olacaktir.
a, Ay e a,, u,

ay Uy + A, + . +a,u, =4 u
Ay Uy +  Applly + ... +a,,u, =4 u,
AU+ AUy + . +a,u, =4 u,

bagintis1 elde edilir. Bu baginti bir homojen denklem sistemi seklinde ifade
edildiginde,

(/’L—all)ul - a12u2 T eeees —Cllnun =O
—61211/11 + (ﬂ_azz)uZ T eeees _aznun :0
—a, U — AUy = e +(A-a,,)u, =0

seklinde yazilabilir. Bu durum, matris gésterimine gore;
AI1-4A)U=0

seklinde de ifade edilebilir. Benzer sekilde, bu esitligin sifir olmast i¢in U
vektoriinden bagka, det(4A I —A)=0 da sifir etmesi gerekmektedir. Buna gore;

(A-ay) Ay e aj,
det —6221 (/I 6122) ..... _azn _ 0
-a, “Ayy e A-a,,)

seklinde determinantina acilirsa; A degerinin n. dereceden bir karakteristik
denklemi,

Aol o, v, A+, =0

olarak elde edilmis olur. Bu karakteristik denklemin, A,,4,,.....,4, gibi n adet

reel veya sanal kokii bulunmaktadir. Bunlarin hepsine birden A transformayon
matrisinin tayfi denir ve ayni zamanda, her biri de 6z degerlerden biri olmaktadir.
Sonugta, 6z degerlerin sayist A matrisinin boyutuna esit sayida olmaktadir.
A5 Ay ey A, 0z degerleri hesaplandiktan sonra bunlar;
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(/1—6111)1/{1 - alzuz T eeeee _alnu :O

_azlul + (//L_azz)uz T eees _aznu :0

—a, U — Aplly = e +(A-a,,)u, =0

denklemlerinde yerlerine yazilarak, u,,u,,.....u, degerleri hesaplanir. Burada u

n

‘lar; 6z yonleri belirlemektedir. Konuya bir 6rnek olarak;

Wy

Il
—_ = N
NN W N

1
1
2

matrisinin 6z deger ve 0z vektorlerinin hesaplanmasi verilebilir. Coziim igin;
yukarida anlatilanlara gore; A matris Once,

A=2 2 1 A-=-2 2 1
I 1-3 1 seklinde yazilarak, detf 1 A-3 1 [=0
1 2 A-2 1 2 A-2

determinant agilimi sifira esitlenir. Bu agilimdan, A 6z degerlerinin bir fonksiyonu
olan karakteristik denklemi,

272 +114-5=0

olarak elde edilir. Bu denklemin ¢Ozlimiinden, karakteristik kokleri yada 0z
degerleri; A4, =5, A, =1, A;=1 olarak hesaplanir. Bu 6z degerlerin her birine

karsilik gelen birer U 06z vektorleri yada 6z yonleri bulunmaktadir. her bir 6z
degerinin ayri, ayri

(A—ayy) —dap —d3 U
—dy (A—ay,) —dj; u, |=0
—das &Y (A —as;) || u;

denklem sistemine yarine yazilmasi ile aranan sonuca ulasilabilir. Buradan; A4, =5
0z degerine karsilik gelen 6z vektort;

-1 2 -1|u,|=0
1 -2 3|u

seklinde elde edilen homojen denklem sisteminin birinci bilinmeyeni i¢in u, =2
segilen degeri i¢in diger bilinmeyenleri de hesaplanarak elde edilen u, =—1 ve
uy =0 degerlerine gore ifade edilebilen,
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u 2

Uy 0
0z vektori olmaktadir.

Benzer sekilde; A, = 4; =1 i¢inde diger 6z vektori;

1 -2 —1uy
12 1w

denklem sisteminden, veya bunun yerine,
U +2u, +uy =0

denkleminin u, =1 segilerek yapilan bagimsiz ¢oziimden, u, =0 ve u;=-1
degerlerine gore ifade edilebilen

u, 1

vektor olmaktadir.

Gorildiigii gibi burada, bir diger sorun karakteristik denklemin derecesinin fazla
oldugu zaman koklerinin hesaplanmasi olmaktadir. Bu sorun da; polinomlarin yada
fonksiyonlarin koklerini hesaplamada kullanilan yontemlerden birinin uygulanmasi
ile giderilebilir.

4.4 Matrislerde Kosegenlestirme (Diagonalisation)

Bir
all (112 ..... aln
A — a21 a22 ..... azn
a, A,y e a,,

kare matrisinin, matris ¢arpimi yoluyla, késegen matris haline doniistiirmesine
matrislerde kosegenlestirme yada “diagonalisation” denir. Bu A kare matrisinin
karakteristik denkleminin n adet kokii; 4,,4,,.....4, ise, bu matrisin n adet 6z

n
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yonii yada 6z vektorii bulunmaktadir. Bu yonler, yeni eksenler sistemi alinarak, A
matrisinin;

A 0 ... 0
0 A ... 0
d= 2
0 0 ... A

seklinde bir kosegen matris halinde ifade edilerek donistiiriilebilecegini
gostermektedir. Bu sekilde, bir A kare matrisinin kdsegen matris haline
dontstiiriilmesini olanakli kilacak bir diger, U matrisinin nasil hesaplanabilecegi
sorunu; A kare matrisinin karakteristik denkleminin ¢6ziimiinden elde edilen 6z
degerlerinin hesaplanmasindan sonra her biri i¢in hesaplana 6z yonleri yada 6z
vektorleri,

U Ui, u,
v =" U= u?z ey Uy =]
Up U, u,
ile olusturulacak,
Uy Uy .. u,
U= [Ul U2 ..... Un = Upr Upp oo Uy
Uy Uy e Uy,,

0z yonlerin karesi( carré des modes) matrisinden,

d=U"AU
doniistimii yapilarak elde edilebilir. Burada; A matrisinin tim U;; U, ... U,
0z vektorleri; U matrisinin,
AU=AU veya AI-4)U=0

iliskileri ile elde edilen homojen denklem sisteminin det(4 / — A) =0 katsayilar1
matrisine gore elde edilen karakteristik denkleminin ¢dziimiinden bulunan n adet
A5 Ay, A, kok degerlerinin (4 I —A4) U =0 yerlerine yazilmas: ile, yukarida
yapilan islemlere benzer sekilde, her biri i¢in hesaplanmis ve ayni zamanda; U
matrisin de U, U, .. U, 0z vektorlerinden olusan bir matris oldugu i¢in,

genel 4 U =A U ifadesine gore her biri igin,
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AU, =4,U,
yazilabilir. Bu islemin sol tarafi AU, U, .. U,] ve sag tarafi da
LU AU, . A,U,| seklinde gosterilebilir. Her birinin yerine, matris
gosterimi ile kisaca,
u=u, U, .. U, |
ve
Al 0 L 0
0 4, .. 0
LU AU, . 2,U =lu, U, .. U,| . o |=Ud
0 0 ... A

neticede de AU =Ud yazlabilir. Bu esitligin her iki tarafi soldan U™ ile
carpildiginda;
U'4aUu=U"Ud
ve U 'U=1 oldugundan,
d=U"4U

olur. Buradan da; A=U d U™ seklinde ¢ozillebilir. Benzer diisiince ile; bir
matris carpiminin determinanti, ¢arpanlarinin determinantlarinin c¢arpimina esit
olacagindan,

det A = (detU)(det d)det U™")=detd

olugu goriiliir. Bir 6rnek olarak;

56
A=
1 4
matrisinin ele alinarak, determinantinin ve inversinin hesaplanmasi yapilsin. Cozim.
Bu matrisin bilinen yol olan aligila gelen sekilde;

5 6 '
det A= det{1 4} =l4veinverside A4~ = % bagintisindan

et
A—l_i 4 -6
141-1 5
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olarak hesaplanmaktadir.

Ayni ¢oziimler, bu matrisin kosegenlestirmesinden hesaplanabilmesi i¢in, once A
matrisi, det(1 I — A) =0 bagmtisina uygun sekilde,

A-5 -6
det =0
-1 1-4

yazilip determinanti acildiginda, karakteristik denklemi olarak, A*>—-91+14=0
elde edilir. Bu denklemin ¢oziimiinden, 4, =2 ve A, =7 0z degerleri yada

karakteristik kok degerleri elde edilir. Buradan; A4, =2 i¢in 6z vektorleri;
A=-5 -6 |u
=0
deki A degeri yerine yazilarak elde edilen,
=0

veya acik sekildeki ifadesi olan,

homojen denklem sisteminde, u, =2 segilerek, u, =—1 ve neticede;
2
-1
Benzer sekilde; A, =7 alinarak bu matrisin ikici 6z vektori;
=0

olarak hesaplanir.

veya

homojen denklem sisteminde, u, =3 secilerek, u, =1 ve sonugta,
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o]

olarak bulunur. Buradan, 6z deger vektorlerinden olusan U 6z deger matrisi,

U=[u, UZ]:Lzl ﬂ

olmaktadir. Benzer sekilde, U matrisinin de inversi;
U_lea"jUzl 1 1 _ 02 02
detU 5|-3 2 -0.6 04
olmaktadir. Tekrar 6zetlemek gerekirse;

il

kare matrisi i¢in kosegenlestirilmis veya diagonal matrisi,

[y 0l o

ve 6z deger vektorlerinden olusan 6z deger matris de

2 3 . . 4 1 11
U= , inverside U™ =-—
-1 1 51-3 2

olmaktadir. Buradan; A matrisinin determinanti da

A, O 2 0
det(d) = det = det =14
0 4, 0 7

veya
det A = (detU)(det d)(det U™")=detd
bagintisindan,
2 3 2 0 02 02
det 4 = det det det =(5)(14)(0.20) =14
-1 1 0 7 -0.6 04

olarak hesaplanir.
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4.5 Matris Fonksiyonlari ve Cayley-Hamilton Teoremine Gore Bir Kare
Matrisin Inversi

Bilindigi gibi matematikte, X gibi bir cebrik degiskenin n. dereceden fonksiyonu;

n—l1

fX)=a,x" +a, x"" +...+ax* +ax+a,

olarak ifade edilebilmektedir. Boyle bir fonksiyonda; X degiskeni yerine A gibi
bir kare matris kullanilmasi halinde,

(A=a,A"+a, A" +.....+a, A> +a,A+ A
n n—1 2 1 0

elde edilen ifadeye matris fonksiyonu denir. Bu fonksiyon; matris matematiginde,
Neumann serisi olarak bilinir.

Benzer sekilde, bir A kare matrisin 6z degerlere gore,
Ao o, va, A +a, A+a, =0

seklinde ifade edilen karakteristik denkleminde; A 0z degeri yerine, Cayley-
Hamilton teoremine gore, matrisin kendisi yazildiginda,

A"+ A" o, A+ +a, ,A*+a, A+o,l=0
seklinde bir denklem elde edilir. Bu denklem:; A7 ile carpildiginda,
A"+ A7 AT v, ATA v va, (AT A, AT =470

veya

47 = _%{A”‘l +o, A" +052A”‘3 + e +a,,_1l}
a

gibi bir baginti elde edilmis olur. Bu denklem; bir matrisin Cayley-Hamilton
teoremine gore inversini hesaplamada kullanilan bir formiil olmaktadir. Konuya bir
ornek olarak;

2 03
A=|1 1
0 -2 0
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matrisin inversinin Cayley-Hamilton teoremine goére hesaplanmasi verilebilir. Bu
problemin ¢oziimii i¢in; matrisin boyutu n=3 oldugundan yukarida verilmis olan
formiil,

A7 = —O%{A2 rayd+ayl|

olarak yazilir. Once, bu matrisin karakteristik denklemi;

A=2 0 3
det| 1 A-1 0 |=0
0 -2 A-0

dan
232 +24+6=0

olarak elde edilir. Bu karakteristik denklemin katsayilarindan,
olduklar1 goriiliir. Sonra buradan

A= —O%{A2 rayA+ayl|

bagintisina gore invers matrisi,

2 0 3 2 0 2 0 3 4 -6 6
A2=1 1 of =[1 1 1 0|=| 3 1 3
0 -2 0 0 -2 0 -2 0| |[-2 =2 0

3 I 3[-31 I 0(+2(0 1 O

4 -6 6 2 03 1 0 0
-2 -2 0 0 -2 0 0 0 1

olarak hesaplanir.
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