5.2.2 DOGRUSAL OLMAYAN(NON-L/NEER) DENKLEM
SISTEMLERININ COZUMU

Dogrusal olmayan n bilinmeyenli denklemlerden n adetinin birlikte ele alindig
denklem takimina dogrusal olmayan yada non-lineer denklem sistemi denir. Boyle
bir denklem sisteminde; biitiin denklemleri ayri, ayr1 yada diger bir ifade ile tiimiinii
ayni anda sifir yapan, n adet bilinmeyenin birlikte ¢oziilmesinde ¢esitli ¢oziim
yontemleri kullanilmaktadir. Boyle, yontemlerden her biri; az da olsa, s6zii edilmis
olan dogrusal olmayan denklemlerin ¢6ziimii i¢in kullanilan yontemlerin degisik
sekilde kullanilmasindan elde edilmektedir.

5.2.2 Basit iterasyon Yontemine Gore Coziim
Basit iterasyon yoOntemine gore dogrusal olmayan bir denklem sisteminin

¢coziimiinde, dogrusal olmayan bir denklemin basit iterasyon yontemiyle koklerinin
hesaplanmasina benzer sekilde, burada;

S1(x,x5,0.x,) =0

fz(xl,xZ, ...... xn :O

f;1(x19x2, ...... xn):()

seklindeki n bilinmeyenli n adet dogrusal olmayan denklemden olusan bir
denklem sistemi ele alinmaktadir. Boyle bir denklem sisteminin basit iterasyon
yontemine gore ¢ozebilmek i¢in, dnce her denklemden,

%, + 28 + o F ot o (1 veya 5 % (1
ox,| |Ox;| |Ox Ox, o i=1| Ox,
2 + %2 + o2 o + Zf (1 veya i 2:f (1
Ox,y| |Ox,| |[Ox, x|, i=110x,
%, + 28 + og; +oeet o, (1 veya 5 o, (1
ox,| |ox,| |ox, ox,, o i=110x,,

kosulunu saglayacak sekilde bir bilinmeyen ¢ekilerek, her bir dogrusal olmayan n
bilinmeyenli denklem i¢in bir tarafi koordinat sisteminin orijininden gecen bir
dogru, diger tarafi bir fonksiyon olan, iki ayr1 bilesen fonksiyona ayrilir. Bu
ozellikleri igerecek sekilde, her bir fonksiyonun iki ayr1 bilesen fonksiyonlara
ayrilmasi neticesinde de;

X =g,(x,%y 0000 X),)

Xy =g,(X], X 5000X,,)

X, =g,(x,%),...x,)



seklindeki bir iterasyon fonksiyon sistemi elde edilmis olur. C6ziim i¢in bu iterasyon
fonksiyonlar sisteminin sag tarafindaki her bir,

g (x,xy,x,) 5 i=123,..,n

fonksiyonlar1, secilen baslangic degerlerine gore yakinsamalar1 gerekmektedir.
Y akinsama kosulunun saglanmasi halinde; bu fonksiyon sistemini,

X =G(X)
seklinde ifade ederek, her bir bilinmeyen i¢in,
Xin =G6(X;)

seklinde bir iterasyon bagmtisi elde edilir. Bu duruma iligkin basit bir hesap
algoritmasi ,

Basla

> |
S
M

seklinde verilebilir.

Bu amagla, ¢ok degiskenli herhangi bir denklem sisteminin Basit iterasyon
yontemine gore ¢oziimiinde; gercek kok degerleri i¢in dnce birer baglangi¢ degerleri
secilerek iterasyona baglanir. Sonra, ilk iterasyondan elde edilen sonuglar ikinci
iterasyonda yaklasik deger kabul edilerek benzer islemler tekrarlanir. Bir sonraki
iterasyondan elde edilen kok degerlerinin bir oOnceki adimdan hesaplanmis
degerlerden farki arzulanan sonuglara ulastifinda iterasyon durdurularak, son
adimdan bulunan degerler denklem sisteminin gercek kokii alinir. Aksi halde;
ardistk komsu iki itersayon sonuglari arasindaki farkin on goriilen kiiciikliikteki
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degere ulasincaya kadar iterasyona devam edilir. Ger¢ek kokler i¢in 6n goriilen bu
deger sifir olmalidir.

Ornek 1:
x+3logx—y? =0
2x* —xy—=5x+1=0

Dogrusal olmayan denklem sistemini koklerini; yaklasik kok degerleri olarak
x, =34 ve y,=2.2 baslangic degerlerini kullanarak basit iterasyon yontemine

gore hesaplayiniz.

Coziim 1: Bu denklem sistemi basit iterasyon yontemine gore ¢oziilebilmesi igin,
her bir satirindaki denklemi, 6nce iki basit bilesen fonksiyonlarina ayrilir. Bu
fonksiyonun basit bilesen fonksiyonlarina ayrilmasi iki farkli sekilde yapilabilir.
Bunlar;

x=y? -3logx
a) 1
y=2x+—-5
X
ya da
‘e x(y+5)-1
b) 2x

y=4x+3logx

seklinde verilebilir.
Bunlardan herhangi birine gore basit iterasyon ¢oziimiiniin gergeklesebilmesi i¢in;
a) sikkindaki bélmeden elde edilen,

g :y2 —3log x

2, =2x+l—5
x
veya

b) sikkindaki bolmeden elde edilen,

_x(y+35)-1
2x

g, =+/x+3logx

sag taraf fonksiyonlarindan her ikisinde yada en az birinde,

1
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agl + ag2 < 1
Oox Oox 0
{agl + agZ } < 1
»ylloyl,

kosulunun saglanmasi gerekmektedir.

Bu kosul, logx=1loge Inx=0.434 In x oldugu dikkate alinarak: a) sikki igin
incelendiginde,

{agl + ag2} ~2.297) ) 1

ox ox ],

{agl + ag2} —[4.4 ) 1
| o],

oldugundan bu sekildeki basit fonksiyonlara ayirmada ¢oziim yakinsamamaktadir.
Bu durum iterasyon islemleri yapilarak da,

i X y
0 3.4 2.2
1 3.25 2.09
2 2.83 1.01
3 |

Iterasyon  yakinsamamaktadir

yakinsamamanin gerceklesmedigi ilgili iterasyon ¢6ziimii sonuglarindan acgikga
goriilmektedir. Sonugta; her islem adimindan hesaplanan iterasyon degerleri,
gittikce denklem sistemini gercek kokleri olan x=3.48 ve y=2.26 degerlerinden
uzaklastig1 agikca gorilmrktrdir.

Buna karsilik; b) sikkinda;

% 1[92 1L _jo300/( 1
ox ox ],

{agl + ag2 } =0< 1
o,

oldugundan, buradan basit iterasyon yontemine gore yapilacak bir ¢ézliim yakinsak
olmaktadir. Neticede, denklem sisteminin kokleri; bu sekildeki basit fonksiyonlara
ayrrmadan, x, =3.4 ve y, =2.2 baslangi¢ degerlerine gore,

i X y

0 3.4 2.2
1 3.45 2.23
2 3.46 2.25
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ikinci iterasyon adimindan X =3.46 ve y =2.25 olarak hesaplanabilmektedir.

Ornek 2;
x2+Siny—-92=0
hx+y+xy—-1.9=0

Dogrusal olmayan denklem sistemini koklerini; yaklasik kok degerleri olarak
X, =2.5 ve y, =0 baslangi¢ degerlerini kullanarak basit iterasyon yontemine gore

hesaplayiiz.

Coziim 2: Once bu denklem sisteminin basit iterasyon yontemine gore
¢oOziilebilmesi i¢in, her bir satirindaki denklemi;

xX=,92-Siny
_19-lnx-y
X

y

bilesen fonksiyonlarina ayrilir. Bu sekilde; basit iterasyon fonksiyonlarina ayrilmis
fonksiyon esitliginin sag tarafindaki iterasyon fonksiyonlari,

g, =+92-Siny
_19-lnx-y
X

§)

olarak elde edilir. Buradan yapilacak basit iterasyon ¢oOziimii, basit iterasyon
yontemi geregi,

{agl + ng} =[-0.32( 1

ox ox ],

{agl + 6g2} —|-0.57)( 1
NESE

kosulu saglandig1 i¢in yakinsayacaktir. Neticede; bu fonksiyonlar kullanilarak
¢ozliim yapildiginda;

i X y

0 2.5 0

1 3.033 0.393
2 2.969 0.131
3 3.011 0.229
4 2.995 0.189
5 3.002 0.205
6 2.999 0.198
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| 7 | 3000 | 0.201 |

7. iterasyonun sonunda x=3.000 ve y=0.201 olarak hesaplanir.

5.2.2.2 Newton-Raphson Yontemine Gore Coziim

Newton-Raphson yontemine gore dogrusal olmayan bir denklem sisteminin
koklerini  hesaplamak i¢in, dogrusal olmayan denklemlerin koklerinin
hesaplanmasinda oldugu gibi, temel ilke olarak Taylor seri agilimidan
faydalanilmaktadir. Bu amagla;

S1(x,x5,00.x,) =0

fo(x,%5,0000x,) =0

seklinde verilmis olan dogrusal olmayan denklem sistemindeki her bir

Xys Xy,yeeeeey X, degiskenleri i¢in birer adet x?, xg,
yaklagik kok degerleri secilir. Bunlarin her birinin gercek kok degerleri ile olan
farklary; dx,, dx,, ...... , dx, secilirken, bunlarin kii¢iik miktarlar olmalarina yani;

0 0 0

X5 Xy Xy yaklasik degerleri ile x;, x,,......, x, degerlerinin birbirlerine

cok yakin degerler olmalarima dikkat edilmelidir. Yani; dx,, dx,, ... , dx
degerlerinin kiigiik degerler olmalar1 gerekmektedir. Ayrica; dogrusal olmayan
denklem sisteminin her bir parametre i¢in X, = x. +dx,,

...... , x, baslangic yada ilk

n

X, =X; +0X,, ...vVe X, =X +dX, yaklagik degerlerine gére secilmis ifadelerine
gore Taylor serisine agilmalari neticesinde, ikici ve daha yiiksek dereceden
terimlerin sonuclar iizerindeki etkileri cok kiigiik degerler olacaklarindan, biitiin
islemlerde g6z ardi edilebilirler. Sonugta, boyle bir kabul neticesinde, birinci
dereceden dogrusal terimlerin kullanildig;

%

F101T5) = A5 5+ (e (afl)odxz+--~ <6f)odx -0
2

n

Fo oty ey) = f (00 x>+<f2>o (f)odxz +(f2>odx -0
2

}’l

f f}’l

(8x2

I
o

n

[ (X1,%0,..x,) = £, (xl,x(z), )odx, ...+ dx, =0

sonuglar elde edilir. Bu ifadenin matris bigiminde ifadesi i¢in;

238



_ _ (8f1 o (00 (L ]
fl(x?,xg,....xg)
0 .0 0 6fz af_z af_z
E()_(O)= So(x],x5 50x,) J - ( )0 (axz)o (8xn)0 Jacabien
()X ) o, 8fn' o,
1y e (G
X, ox, |

d" =|dx, dx, ... dx,]

olmak tizere;
F(X°)+J dx=0

denklemi yazilabilir.

Bu denklemde; F(X") nxl boyutunda bir vektér, J .. nxn boyutunda bir
matris ve dx,,; nx1 boyutunda bir vektorii gostermektedir.

nxl?

Buradan; J~' invers matris kullanilarak yapilacak ¢oziimden yaklasik kok
degerlerine getirilecek diizeltme degerleri,

J dx=-F(X")
dx=-J3" F(X")

olarak elde edilir. Bu degerlerin, yukarida yapilan tanim geregi,
dv=X-X°

olduklarindan dolay1, X ¢6ziim vektorti,
X=X"-J "FX")

olarak bulunur. Bu baginti; Newton-Raphson yontemine gore dorusal olmayan
denklem sisteminin ¢6ziimiinde kullanilan temel ifade olmaktadir. Bu ifade,
dogrusal olmayan denklem sistemlerinin Taylor seri agiliminda ikinci ve daha
yiiksek dereceden terimlerin ihmal edilmesi sonucunda elde edilmis oldugundan,
dogrudan istenen ¢oziimii vermemektedir. Non-lineer denklem sisteminin gergek
koklerinin hesaplanmasinda bu baginti,

X=X -J 'F(X})

seklinde iteratif olarak uygulanarak aranan kok degerleri elde edilmektedir.
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Bu amagcla uygulanacak bir iterasyon islemi; once tiim kokler i¢in baslangic degeri
olan birer yaklagik kok degerleri secilir. Bu degerlerle iterasyon islemleri yapilarak
kokler i¢in gercek kok degerlerine daha yakin degerler elde edilir. Bu degerlerle
baslangi¢c degerlerinin farki; & kok degerleri i¢in 6nceden belirlenmis bir sinir
degeri olmak {izere,

Xiy-X;<¢
olmas1 durumunda iterasyon durdurularak bulunmus olan en son degerler aranan kok
degerleri olarak alinmaktadir. Aksi halde; bir dnceki adimda yapilan islemlere
benzer sekilde tekrarlanarak, iterasyona devam edilir. Kosulun saglanmasi halinde,
tiim iterasyon islemleri durdurlarak en son adimdan hesaplanan degerler aranan
kokler olmaktadir. Boyle bir iterasyon islemine iliskin hesap algoritmast,

Basla

seklinde kisaca 6zetlenebilmektedir.

fl(x,y):x3+10x—y—5=O
£ y)=x+y’ =10y +1=0

Ornek:

dogrusal olmayan bir denklem sisteminin kéklerini; x, =0.6 ve y, = 0.6 baslangi¢
degerlerini kullanarak Newton-Raphson yontemine gore hesaplayimiz.

Coziim: Newton-Raphson yontemi geregi; katsayilar matrisi,

240



o o
S o 1)0 (a_y])‘) :[3x§+10 —1}

<af 2, (L,
4

ve sabit terim vektori,

3

xy +10x) —yy =5
Faxfy=| "

Xo + g =10y, +1

ilk adim yaklasik degerleri vektorii de;

o)

alarak iteratif ¢oziimler yapilir. ilk adimda; katsayilar matrisi x, =0.6 ve

Vo =0.6 icin;
o %
o Cox 1)0 & 1)0 ={3x§+10 —1}{11.08 —1}

kare matrisi hesaplanir. Sonra bu matrisin inversi;

J_1_11.08 ~1 *1_ 1 -892 -1 [ 0091175  0.010221
11 —892|  —978336] 1  11.08| |-0.010221 —0.113254

olarak elde edilir.

Daha sonra sabit terimi de;

Flx®)= x; +10xy — vy =5 :{ 0.616}
Xo + o =10y, +1 —4.184

olarak hesaplanir. Buradan;
x| X N 0.091175  0.010221 0.616 | |0.5866
y 1_ Yo —0.010221 —0.113254||-4.184| |0.1324

hesaplanir. Ikinci iterasyon adiminda, elde edilen, x, =0.5866 ve y, =0.1324 bu
degerler yaklasik kok degeri alarak;

241



0.09148 0.009196}

Je 11.0323 -1 Lo
- 1 —-8.9474 ’ | -0.009196 —0.101453

ve
0.93545}

F(X)) =
0.26492
matrisleri ve vektorli hesaplanir. Benzer hesaplamalardan,

o) ommioe —oforss e e

v y ’ —0.009196 —0.101453]|0.26492 0.1678
kok degerleri elde edilir. Ayn1 sekilde yapilan tigiincii adim hesaplamalardan,
X 0.5056
u3 B {0.1500}
kokler bulunmus olur. Bu islemler ilk yaklasik kok degerleri i¢in x, =0.6 ve

Vo = 0.6 degerlerini alarak,

i dx; dy, Xiyg =% —dX; | Vi =Y, —ay,
0 | 0.0134 | 0.46756 0.5866 0.1324
2 | 0.0856 [-0.0355 05010 0.1679
3 | -0.0046 | 0.01784 0.5056 0.1501

seklinde tablo halinde 6zetlenebilirler. Neticede; bu denklem sisteminin kokleri
x=0.5056 ve y=0.1501 olarak hesaplanmis olur.

ORNEK PROBLEMLER

Problem: Asagidaki non- lineer denklem sistemlerini ¢oziiniiz,

x?=\Bxy+2y =10 =0

x2+y?-1=0
1 2 2) 2 2
X -y =0 4x +3\/§xy+y -22=0
2 2 2 -
3) x“+4y°-16=0 5) - x"+xy—y+T7x-11=0
xy* —4 =0 x2+y? -9 =0
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xyz—1 =0 x> —10x+y—-x+3 =0

3) x*+y*+z"-4=0 5) 3’ +10y—-2x-2z-5=0
X242y =3 =0 x+y—10z+2sinz+5=0

6) x2+y?-4=0 7 2.1sin x+0.6cosy—3x =0
e“+y—-1 =0 2.1Cosx—=0.6sn y—3y =0
y—x =0 x2+y2+22—1=0

8) Sx—y—xz=0 9) x*+z'-025 =0
xy—l6z =0 x2+y?+4z =0
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