1. GIRisS

Tanmmis tarih¢i LAFARA 1973 sdyledigine gore; bugiin bile ilk kullanim tarihi
ve sinirlart kesin olarak bilinmemekle birlikte, Niimerik Analizin ¢ok eski
yillardan beri farkli sekillerde ve isimler altinda kullanildigi ilgili birgok
kaynaklarda yer aldigi séylenmektedir. Bunun agik bir kanit1 olarak; bundan
yaklasik 3700 yil 6nce, Babillilerin ikinci dereceden bir denklemin ¢oziilerek
koklerinin nasil bulunabilecegini, tam sayilarin karekoklerinin yaklasik olarak
nasil hesaplanabilecegini ve bilesik faizle ilgili bazi problemlerin lineer
enterpolasyon yontemiyle nasil ¢oziilebilecegini, bildiklerini ilgili kaynaklarda
rastlamak miimkiindiir (4KTAS, ONCUL, URAL, 1981). Yine bundan yaklagik
2000 y1l once, “giiniimiizde Gauss Eliminasyon Ydntemi” olarak bilinen, lineer
denklem sistemlerinin ¢oziimiiyle ilgi bir Ornekte matris gosteriminin
kullanilmig oldugu bazi Cinli kaynaklarda ayrica ifade edilmektedir. Benzer
sekilde, baz1 Cinli matematikgilerin (960-1279) yillar1 arasinda yiiksek dereceli
denklemlerin  niimerik ¢ozimi  i¢in, iteratif yaklasma yontemini
genellestirdiklerine de ilgili kaynaklarda rastlamak miimkiindir (FAUSETT,
2003). Bunun neticesinde; onceleri lineer denklem sistemlerinin ¢6ziimiinde
kullanilmis olan matris gosterimi ve genellestirilen yeni ¢oziim teknikleri, ayn
zamanda yiiksek dereceli denklemlerin ¢6ziimii i¢in de genisletilmis olmaktadir.
Konuyla ilgili bir diger 6rnek; bundan yaklasik 900 yil 6nce yasamis O. Hayam
‘In liglincii dereceden denklemlerin ¢oziimiiyle ilgili yapmis oldugu arastirmalar
ve neticede kesfetmis oldugu yeni ¢ozim yontemi, yayinlamis oldugu kendi
eserinde yer almaktadir. Bunu takip eden yillarda, halen giiniimiizde Horner
yontemi olarak genel cebir denklemlerinin ¢éziimiinde kullanilmakta olan bir
diger algoritmanin 1436 yilinda oOlen Cemsid El-Kasi, tarafindan kiibik
denklemelerin iteratif ve trigonometrik yontemlerle ¢oziimiinde kullanilmig
oldugunu ayrica ilgili kaynaklarda rastlamak miimkiindiir. Hatirlanacagi gibi, ;
W.G. Horner daha sonra, 1819 yilinda, bu konudaki eski ¢alismalardan habersiz
olarak yapmis oldugu bazi calismalar1 kendi adiyla yeniden yayinlamistir.
Benzer sekilde, Iskogyali John Napier 1614 yilinda logaritma tablosunu
diizenleyerek yaymlamig ve neticede boOyle bir calisma sonucunda bir¢ok
hesaplamalar i¢in kullanilabilecek ve giiniin kosullarina cevap verecek sekilde
bir hesaplama araci hizmete sunulmustur. Bugiin Newton ya da diger adiyla
Newton-Raphson yontemi olarak bilinen bir yontemin; 1700 yilindan 6nce
sadece bir polinomun koklerini iteratif yaklasim yoluyla bulmada kullanildigini
ve daha sonralari, 1740 yillarinda Thomas Simpson tarafindan bu yontemin daha
da genisletilerek genel fonksiyonlar i¢inde kullanilabilir oldugunun kanitlandigi
ilgili kaynaklarda ayrica yer almaktadir. Niimerik analizde, adindan sik¢a s6z
edilen Taylor serisi; Brook Taylor tarafindan 1715 yilinda kuramsal olarak ele
alinarak incelenmis ve sonuclar1 genel hatlar1 ile yaymlanmistir. Ancak, bu



formiiliin kalan terimi hakkinda ilk bilgi daha sonralari, 1797 yilinda Joseph
Louis Lagrange tarafindan incelenerek verilmistir. Giintimiizde adi diferansiyel
denklemlerin ¢oziimiiyle ilgili kullanilan ve bilinen simdiki adiyla Runge-Kutta
yontemi; bundan yaklagik 100 yil 6nce alman uygulamali matematikgilerinden
Carl Runge (1856-1927) ve M. W. Kutta (1867-1944) tarafindan gelistirildigi
ilgili kaynaklarda ayrica belirtilmektedir (FAUSETT, 2003).

Uygulamali matematikte konuyla ilgili bu gibi gelismelere paralel olarak, ¢ogu
zaman sayisal ¢oziimleme ile ayrilmaz bir biitiin olan hesaplama araglarinda da
bu gegen siire igerisinde benzer sekilde cesitli gelismelerden bahsetmek
miimkiindiir. Bu amagla kullanilmig ilk ve en ilkel hesaplama araci; {lizerine
diigiimler atilmig bir ipin oldugu ilgili kaynaklarda sdylenmektedir. Daha
sonralar1 ayni amaca yonelik gelistirilmis bir diger hesaplama araci; Cinliler ve
Greekler “in birbirlerinden habersiz kesfettikleri Abakus’lerdir. Abakusler
bugiin dahi bir¢ok dogu iilkelerinde gesitli pratik amacli aritmetik islemlerin
yapilmasinda bir hesaplama araci olarak kullanilmaktadir. Ancak, Abakusle
yapilan hesaplamalarda eldekileri islemlere katmak oldukca zor ve yetenek
gerektirdiginden bunlar1 kullanmak sanildig1 kadar kolay olmamaktadir. Cogu
zaman, bir hesaplama aract olarak kullanilabilmeleri igin ©6zel beceri
gerektirmektedir. Bu gibi zorluklarda kurtulmak igin daha sonraki yillarda
Abakus ‘lerin yerine, biraz daha pratik sayilabilen bir diger mekanik hesaplama
araci olan siirgiilii hesap cetvelleri’ nin gelistirildigi goriilmektedir. Bu amaca
yonelik konu ile ilgili yapilmis ilk olumlu g¢aligmalar; 1620 yilinda, Ingiliz
matematik¢i, Edmund Gunter, daha dnce 1614 yilinda John Napier ‘in bulmus
oldugu logaritmalari bir dogru iizerinde isaretlemeyi bagsarmasiyla baglanmugtir.
Stirgiilii hesap cetvelleri’ nin de atas1 sayilabilecek bu hesaplama araci ile
¢arpma Ve bolme islemleri yapabilmek igin de bir pergel gelistirilerek
kullanilnugtir. Bundan bir yil sonra, bir baska Ingiliz matematikgi olan William
Oughtred, 1621 yilinda, Gunter ‘in gelistirdigi bu sistemi daha da ileri
diizeylere tastyarak; ¢izgilerinin her ikisini birbiri tizerinde kayabilecek bir
sekildeki diizenekte gelistirerek, hesaplamalarda pergel kullanma ihtiyacini
ortadan kaldirmigtir. Konuyla ilgili bir¢ok ¢aligmalar sonucunda, 1654 yilinda
Robert Bissaker, sabit bir govdenin iki kismi arasinda kayabilen bir siirgiiden ve
iki tarafi sabit bir gdvdeden olusan ilk siirgiilii hesap cetvelini yapmistir. 1850
yilinda, Tavernier-Gravet, stirgiilii hesap cetvellerinde gosterge camu kullanarak
” Mannheim” siirgiilii hesap cetvelini icat etmistir. Hesaplama araglari ile ilgili
farkli yillarda yapilmig bu gibi olumlu gelismelere ilaveten, daha ileri diizeyde
aritmetik islem yapabilen ilk mekanik hesap makinesi; iinlii Fransiz diisiiniirii
Blaise Pascal tarafindan 1642 yilinda gelistirilmistir. Onceleri sadece toplama
islemi yapabilen bu tiir hesap makineleri 1671 yilinda Gottfried Wilhelm
Leibniz tarafindan gelistirilerek ¢arpma islemi de yapabilen mekanik



hesaplayiciyr; yam bugiin “FACIT” ya da “kollu mekanik hesap makinesi”
olarak da bilinen mekanik hesaplama aracini elde edilmistir.

Bilindigi gibi, bu hesaplama araglar1 ile hesap yapmada islemlerin siras1 biiyiik
O6nem tasimaktadir. Bu tiir makinelerin mekanik sistemler olmalari, neticede
bunlara béyle bir yetenegi vermek olduk¢a zor hatta bunlarin ¢ogu pratik
amaclar i¢in kullanilabilmelerini zaman zaman olanaksizlagtirmaktadir. Ciinksi,
bu makinelerde islem siras1 kullanicilar tarafindan digardan idare edilmektedir.

Sonugta bu makinelerde boyle bir islemin hesaplayiciya yaptirilabilmesi igin,
1801 yilinda Fransiz asilli Jacquard‘in gergeklestirdigi otomatik dokuma
tezgahlarindaki sistemin, “makineler; dzerinde belli araliklarda delikier
bulunan bir kartonun her bir deligine siwra geldiginde hangi renk ipligin
kullanacagina karar vermesi prensibi” ¢ok biiylik fikir katkisi saglamistir.
Tarihinde, dokumacilikta devrim sayilabilecek bu bulustan sonra, Ingiliz
Matematikgi; Charles Babbage ‘nin 1821 yilinda islemlerin birbiri ardi sirada
yapabilen bir analitik makine tasarladigi ilgili kaynaklarda mevcuttur. Bu giin
dahi bilgisayarlarin ilk atasi sayilabilecek bir yenilik olan bu diisiince, ne yazik
ki o yillarda hemen uygulama olanagi bulamadig: ilgili kaynaklarda
vurgulanmaktadir. Babbage ‘nin bugiinkii bilgisayarlara diisiince ve kavram
bakimindan ¢ok yakin sayilan bu son derece 6nemli fikirlerinden sonra bu
yondeki aragtirmalar bazi nedenlerden dolay1 bir sure duraklamalar yasamistir.
Ancak, 1890 yilinda, ABD yapilan niifis sayimi sonuglarini daha hizli alabilmek
icin H. Hollerith tarafindan gelistirilen makinenin yapilmasinda, daha once
varlig1 bilinen, Pascal, Jacquard ve Babbage ‘nin bu y6ndeki buluslarindan ¢ok
bliyiik oranda faydalanilmistir. Boylece; delikli kart sisteminin bilgisayarlarda
kullanilmasinin ilk adimi da atilmistir. Bilindigi gibi, bilgisayar teknolojisinde
kullanilmis olan bu delikli kart sistemine uygulamada Hollerith kartlar: veya
kisaca delikli kart sistemi de denmektedir.

Daha sonralari, ilk bilgisayar, 1945 yilinda ABD ‘de askeri amagclar igin
yapilmis ve neticesinde kullanilmigtir. UNIVAC adli bu bilgisayarlar 30 ton
agirhiginda dev bir sistemden olusmaktadir. Onceleri sadece askeri amacli isler
icin gelistirilmis olan bu makinelerden birka¢gi ABD ve Ingiltere de sayih
iiniversitelerde kullanilabildiyse de sivil amagli kullanilmalarina ilk defa 1953
yilinda gegilerek piyasalarda satilmalarma baglanmigtir. Ayni  yillarda,
miknatisl gerit Ve cekirdek bellekler gelistirilerek, hizli yazicilar yapilmaya
baglanmistir. 1958 yilinda bilgisayarlarin yapiminda transistorlerin kullanilmasi
ile de bilgisayar teknolojisinde yeni bir devir agilmistir. Boylece ikinci kusak
sayilabilen bu donemde, daha kiiciik boyutlu ve genis kapasiteli bilgisayarlarin
iiretimi s6z konusu olmustur. 1965 yilinda iiglincii kusak sayilan daha karmasik



fakat ¢ok daha yetenekli, transistorlerin yerine biitiinlesik devrelerin kullandigi
bilgisayarlar gelistirilmistir. Her gecen giin bilgisayar teknolojisinde yeni
gelismeler birbirini takip ederek, Personel computer diye taninan PC ‘ler ve
daha sonralar ilgili her tiirlii yeni gelismeler gerceklestirilerek giiniimiizdeki
duruma ulagilmigtir.

Burada yapilan 6zet bazi aciklamalardan goriildiigi gibi; tarihinin belirli
donemlerinde sayisal hesap yapma yontem ve teknikleri, kisaca niimerik analiz
konular1 ile ilgili gesitli tarihsel gelismeler, eskileri ile birlikte hiyerarsik bir
diizen sirasinda ele alinirsa; Onceleri “Approximate Computation” veya
“Computational Mathematics” gibi isimler altinda ele alinmis olsalar bile, 1950
yillardan sonra bu isimler yaninda son zamanlarda, Numerical Analysis, (son
zamanlarda iilkemizde bu isim yerine yaygin olarak Sayisal Coziimleme
kullanimaktadir), adinin da sik¢a kullanildigr goriilmektedir. Ayn1 zamanda bu
tarih, bilimde siradan bir tarih olmayip, daha 6nce konuyla ilgili yapilmis bazi
aciklamalardan da anlasilacagi gibi, farkli bilimsel ve teknolojik gelismelerin
birlikte hatirlanacagi bir tarih olmaktadir.

Ozetle bu gelismelerden biri; 1947 yilinda Los Angeles ‘deki Kaliforniya
tiniversitesinin biinyesinde kurulmus olan Institu of Numerical Analysis adli
enstitiiniin ilk defa bu tarihte kurulmus olmasidir. Bir digeri ise; Bilgisayar
teknolojisindeki ¢ok 6nemli gelismelerin bu tarihlere rastlamis olmasidir. Bu
durum, her iki farkli yondeki gelismelerin birbiriyle ne derece yakin iligkide
oldugunun bir kaniti olmaktadir. Ayrica bu tarih; uygulamali matematik
konulari ile ilintili olarak matrisler konusunda oldugu kadar birgok diger lineer
cebir konularinda da 6nemli gelismelerin yapildigi tarih olmaktadir.

Bu genel bilgilerin 15181 altinda “Sayisal Coziimleme”; ilk bakista sadece
konusu itibariyle ele alindiginda, matematigin veya uygulamali matematigin bir
alt konusudur gibi diisiiniilebilir. Benzer sekilde, sadece kullanilan hesaplama
araglar1 ve islem algoritmasi yoniinden ele alindiginda bilgisayarlarla olan yakin
iliskisinden dolay1 sanki bilisim veya bilgisayar miithendisliginin bir alt konusu
oldugu seklinde diistiniilebilinir. Ancak, uygulamali matematikte konular
agirlikli olarak; sadece bir problemin ¢oziimii i¢in gerekli olan matematik
modellerin kurulmasi yani algoritma kurma ve ¢6zme islemleri {izerinde
yogunlagmaktadir. Buna karsilik, bu bilgilerin sikca uygulama alan1 buldugu
bilgisayar miihendisliginde ise; sadece modeli veya algoritmasi bilinen bir
problemin bilgisayar yardimla ¢oéziimii i¢in gerekli dillerin gelistirilmesi,
donanimlar1, algoritmik ¢6ziim siiregleri ve g¢esitli sayisal islemler konu
edilmektedir. Sayisal ¢oziimlemede ise hi¢bir zaman amag; sadece ne bdyle bir
modeli kurmak ne de sadece ¢dzmektir. Sayisal ¢dziimlemenin ana amaci, bir



problemin ¢6ziimii icin daha 6nceden bilinen bir modele gore cesitli hesaplama
araglarini bir vasita olarak kullanip en dogru ve etkin sonuglara az emek sarf
ederek en kisa ve hizli yoldan ulagmaktir. Bu durumuyla, sayisal ¢éziimleme
dogrudan ne uygulamali matematigin, ne de bilgisayar miihendisliginin bir alt
disiplinidir. Her ikisiyle belli bir oranda ilintili olan ve kendine 6zgii amag ve
hesaplama 6zelliklerini igeren ortak bir disiplin oldugu sdylenebilir. Konunun
boyle oldugunun daha anlasilir olabilmesi i¢in konuyla ilgili, asagida verilecek
bazi agiklamalarin derinlemesine incelenmesi daha da faydali olur.

Konuyla ilgili basit bir 6rnek olarak, A sehrinden B sehrine dogru kara yolu ile
giden bir aracin hiz1 belli zamanlarda 6l¢iilerek, belli noktalar i¢in,

t 0.1 0.2 0.3 04 |05 0.6 0.7
(sn)

\)
(G 152 |14.1 |140 |150 145 |16.0 |154

olarak elde ediliyor. Bu sekilde analitik bagintilar yerine gozlemlere dayali
deneysel veriler elde edilerek bu aracin t=0,35 saniyedeki hizi, ivmesinin ve
baglangic noktasindan itibaren kat ettigi yolun ne kadar oldugunun
hesaplanmasi istenebilir. Stiphesiz burada bu aracin zamana bagli olarak hizi bu
sekilde degil de analitik bir fonksiyon olan v= f(t) seklinde siirekli tiirden

analitik bir baginti ile verilmis olsaydi; sorunun cevabi bilinen matematik
kurallara gore bu analitik fonksiyonda t =0.35 alinarak hizi, zamana gore tiirevi
alarak ivmesi ve baslangi¢c noktasindan itibaren entegrali alinarak da bu ana
kadar kat ettigi yol dogrudan hesaplanabilir. Ancak, burada aracin hizi bu gibi
bir analitik fonksiyon yerine, gozlemlere dayali deneysel verilerle verilmis
oldugundan problemin ¢éziimii bu yolla gergeklestirilemez. Pratikte boyle bir
sorun ancak, sayisal ¢oziimlemenin bilinen konularindan biri olan basit
Enterpolasyon yontemiyle cevaplandirilabilinir. Benzer sekilde ayni problemde,
aracin belli noktalardaki hiz1 yaninda ivmesi de verilmis olsaydi, iglemler daha
da karmagik bir duruma doniisecektir. Bu gibi durumlarda hiz degerleri ivme
degerleri ile birlikte ele alinarak arzulanan sonuca ancak Hermite ¢oziim
yaklasimu ile ulasilabilinir.

Konuyla ilgili ikinci bir 6rnek, Arazide koordinatlari bilinen bir P(x,,y,)

noktanin Hp yiiksekligi, cevrede H; ;i=1234,5 yikseklikleri ve

P(x,Vi) ;1i=1234,5 koordinat degerleri bilinen noktalara gore sayisal arazi
modeli bigiminde belirlenmek isteniyor(Sekil 1).



R(x, y1, Hy) Po(%2, Y5, Hy)
- Ps(X3, Y3, H3)
*P(Xp, Y Hp)
Py(Xq, ¥4, Hy)

- P5(Xs, 5, Hs)
Sekil 1: Sayisal arazi modeli noktalar

Bu amagla, cevre noktalarin H; yiikseklikleri ve B(x,y;) ;i=1234,5
diizlem koordinat degerleri;

H, (m) 103.6 105.6 107.0 1045 106.9
R(xy) | R(x,¥1) P (%2, Y2) Ps(Xs, Y3) Py(X4,Y4) P (%5, Ys)

olarak verilmektedir.

Burada verilmis olan bdyle bir problemin ¢6ziimii, eger nokta yiiksekliklerinin
koordinat degerlerine gore ylizey denklemi H = f(x,y) bi¢iminde koordinat
degiskenlerinin analitik fonksiyon halinde bilinmis olsaydi, bu denklemde
P(X,,Yp) noktasmin x,,y, koordinat degerlerini yerine yazmakla noktanin H,

yiksekligi dogrudan hesaplanabilirdi. Ancak, sayisal uygulamada boyle bir
analitik denklem hicbir zaman dogrudan bilinemediginden x,,y, koordinat

degerleri bilinen ve H ; yiikseklik degeri bilinemeyen P(x,,y,,H,) noktasinn
yiiksekligi, koordinat ve yiikseklik degerleri dogrudan bilinen PR (x;,y;,H;)

cevre ya da dayanak noktalarina gore uygulanacak bir sayisal arazi modeli
¢oziimii yoluyla kolayca hesaplanabilir.

Benzer sekilde bir diger 6rnek; fizikte magnetik alan problemini formiiliize eden
iki boyutlu Poisson denklemi; A: vektorel potansiyeli, J : Akim yogunlugunu,
Vv ¢oziim yapilacak ortanmin magnetik direncini gostermek tizere,

A 2w y=y

0
—(v
ox ox Oy Oy



olarak bilinmektedir. Burada verilmis olan Poisson denkleminde v degeri A
degerinin dogrusal olmayan bir non-lineer bir fonksiyonudur. Bu denklem
fizikgiler tarafindan uzun yillar bilinmesine ragmen bazi 6zel durumlar disinda,
cozliimii gergeklestirilememekteydi. Bugilin ise yaygin bir sekilde uygulanan
sayisal c¢oziimleme yontemleri ile bu denklem fazla sayida dogrusal
denklemlere doniistiiriilerek, genis kapasiteli bilgisayarlarin da kullanilmasi ile
¢ozlimii artik sorun olmaktan ¢ikmig, kolayca gerceklestirilebilir hale gelmistir.
Ornegin, bu denklem sonlu farklar ya da sonlu elemanlar yontemiyle ¢dziilmek
istendiginde; 100 ile 150 adet dogrusal esitlik kurulmasi gerekmektedir. Bu
gibi fazla sayida dogrusal denklemden olusan bir denklem sistemini elle ¢6zmek
onceleri oldukca zor bir islem olmasi nedeniyle, gliniimiizde gerek matrislerin
alt matrislere boliinmesi ve gerekse genis kapasiteli bilgisayarlarin kullanilmasi
ile artik sorun olmaktan ¢ikmistir (AKPINAR, 1994).

Benzer bir diger drnekte, bir iilke ya da kita biiyiikliigiindeki arazi pargalarini
Olemek icin araziye birka¢ kilometre araliklarla isaretlenen sabit noktalarin
(Nirengi noktalarinin) koordinatlarini tek bir koordinat sisteminde belirlemek
icin; her noktada yapilan gézlemlerden noktalarin kesin koordinat degerlerini;
En kiiclik kareler ¢coziimiine gore hesaplamakta da rastlamak miimkiindiir. Bu
durumda, gozlem sayisi kadar diizeltme denklemleri kurulmakta ve
diizeltmelerin agirlikli karelerinin toplamini1 minimum kilan amag fonksiyonuna
gore de bilinmeyen sayist kadar normal denklemler elde edilmektedir. Bu
denklemlerin, katsayilar matrisinin boyutlari ¢ok biiyiik olacagindan bunlar1 her
hangi bir sekilde ¢6zmenin ¢ok zor olabilecegi gibi, baz1 durumlarda kondisyon
bozukluklarina da rastlanmaktadir. Bu gibi sorunlardan kurtulmak igin; daha
etkin ¢6ziim yontemleri kullanilarak, uygun kapasiteli bilgisayarlar yardimiyla
ancak anlamli sonuglara ulagsmak miimkiin olmaktadir. Boylece; hizli ve genis
kapasiteli hesaplama araci olan bilgisayarlarin ilk gelisme ve kullanma tarihi
olan 1950 yillar; ayn1 zamanda sayisal ¢6ziimlemenin veya matris matematigi
gibi lineer cebir konularmin da biiyiik gelisme ve Onem kazandigi yillar
olmaktadir. Neticede, yapilan agiklamalardan, bu tekniklerin birbiriyle ne kadar
yakin iligkili ve i¢ ice olduklari, her durumda birbirlerini tamamlar konular
olduklan bir kez daha, verilmis olan 6rneklerden agikca goriilmektedir.

Matematikte bir problemin arzulanan ¢6ziimii; gerek bilgisayar, gerekse farkli
hesaplama araclar1 kullanilarak ¢6ziim icin gerekli olan sonlu sayidaki tiim ara
islemlerin belli bir sirada siirekli yapilarak elde edilmektedir. Coziim i¢in bu
sekilde diizenli olarak yapilmasi Ongériilen tiim islem adimlari hesaplama
yonteminin matematik algoritmas1 olarak adlandirilir. Boyle bir algoritma
baslica; fnput, Islem ve Output yada bir diger ifade ile giris, islem ve sonug
bilgilerini i¢eren ii¢ ayr1 {inite halinde ele alinabilir (Diyagram.1)



Girig Bilgileri L _ > Islem Algoritmast L > Cthas Bilgileri
Input Output

Diyagram.1l: Sayisal ¢oziimlemede islem akist

Bir probleme iligkin matematik modelin ¢6ziimii i¢in kullanilabilecek cesitli
algoritmalarindan hangisinin daha elverisli oldugu yargisina, algoritmanin Aizi,
etkin ve dogru sonuglar vermesi gibi 6zelliklerinden faydalanilarak karar verilir.
Zamani en ckonomik kullanarak en kisa siirede sonuca ulagsmaya yarayan
yontem hiz bakimindan ekonomik olmakta ve daima tercih edilmektedir. Buna
karsilik, sonuc¢larin dogrulugu ya da gergeke¢i olmasi, hafizalari en fazla yoran
ve sirekli emek gerektiren bir diger konu olarak her zaman Onemini
korumaktadir. Neticede, bir ¢6ziimde duyarlik kaybina neden olabilecek
faktorlerin kaynagini teskil eden input veri hatalart veya algoritma hatalari
denetim altinda tutuldugu siirece elde edilecek output ya da ¢ikti bilgileri
istenen duyarhikta ve giivenirlikte degerler olmaktadir. Ozetle, bir ¢dziim
algoritmasi i¢in bu durum,

Girig(Input) Bilgilerindeki |- 3| Islem Algoritmasindan- Cikti(Output) Bilgilerindek
Hatalar kaynaklanan Hatalar [ > Hatalar

Diyagram. 2 : Sayisal ¢oziimlemedeki hatalar

bi¢iminde ifade edilebilir (Diyagram. 2)

Sayisal ¢Oziimlemede, ¢esitli problemleri ¢ozmek icin genellikle analitik
fonksiyonlardan elde edilmis kesin veriler yerine, gézlemlere dayali deneysel
veriler kullanildiginda her zaman input ya da girig bilgilerindeki hatalarin
sonuglar tizerindeki etkilerinden s6z etmek miimkiin olur. Verilerdeki bu hatalar
sonug bilgilerine, ¢6zliim icin kullanilan algoritmanin fonksiyonel 6zelliklerine
bagl etki ederek sonuglari olumsuz yonde etkiler. Coziim igin input verisi
olarak kullanilacak veriler hatasiz olsalar bile, her problemle ilgili ¢ziim
islemleri, ¢6ziim algoritmasia uygun belli islem sirasinda bilgisayarlar gibi
cesitli hesaplama araclart kullanilarak yapilmaktadir. Gliniimiizde, biitiin
hesaplama araglar1 her ne kadar genis kapasiteli olsalar bile, onunda bir sinir1
olmast nedeniyle, belli bir dogrulukta islem yapma kapasitesine sahiptirler. Bu
hesaplama araglar1 iglemleri yaparken kapasite sinirini asan terimleri ya dikkate
almadan ya da yuvarlatarak islemlere devam eder. Bu nedenle, algoritma



coziimiinden elde edilecek sonug bilgileri belli bir oranda hatali olarak, gergek
degerden farkli degerler olarak elde edilecektir. Sayisal ¢oziimlemede bu
ozellikteki hatalar yuvarlatma hatalar1 (Roundoff error) ve kesme hatalari
(Truncation error) olarak adlandirilmaktadirlar. Sonugta; sayisal ¢oziimleme
problemlerinin ¢6ziimii sirasinda olusan bu tiir hatalar; yuvarlatma hatalari
(Roundoff error), kesme hatalar1 (Truncation error) ve her tiirlii veri hatalari,
¢Oziim sonucunda elde edilen degerlerin gercek veya gercege en yakin dogru
kabul edilebilecek degerler olmasi yoniinden biiyiik 6nem tagimaktadir. Bu
amagla, hesaplamalarda yapilabilecek bu tiir hatalarin sonuglar {izerindeki
olumsuz etkileri veya sonuglarin dogrulugu, bir diger ifade ile hesaplanan sonug
bilgilerinin gercek degerleri ne derece ifade edebildikleri bazi hata olgiitleri
tanimlanarak ya da kullanilarak denetlenebilir. Sayisal ¢oziilmede bu durum her
tiirlii problem ¢o6ziimleri i¢in bilinmesi gereken bir diger konu olmaktadir.

Konuyla ilgili bu gibi kisa agiklamalardan sonra; sayisal ¢6ziimlemenin amaci,
karmasik niimerik analiz problemlerinin ¢ok daha basit sayisal islemleri
kullanarak ¢6zmek ve eldeki sonlu sayidaki verilerden istenen niimerik
sonuglara ulagsmak i¢in etkin yoOntemleri segerek, mevcut sonuglar
degerlendirmektir diye ifade edilebilir. Buna gore sayisal ¢oziimleme veya diger
adiyla niimerik analiz, matematiksel modellerle ifade edilmis ¢esitli disiplinlere
iliskin problemlerin ¢oziimiinde belli sayida ve swrada belirlenmis islemleri
bilgisayarlar yardimiyla yaparak belli bir duyarliga sahip sonuglarin elde
etmesi i¢in kullamilabilecek yontemlerin bulunmasi, gelistirilmesi ve var
olanlarin irdelenmesi ayrica en etkin olanlarin tespit edilmesi diye tanimlamak
miimkiindiir.

Sonug olarak; yukarida s6zi edildigi gibi sayisal ¢oziimlemenin, fizik, kimya,
biyoloji, isletme, ekonomi ve daha bircok miihendislik dallar1 gibi bazi
uygulamali matematige dayal1 disiplinlerde kullanilmas1 her gegen giin 6nemini
daha da artirmaktadir. Deneysel bilgilere ve uygulamali bilim dallarina dayali
olan miihendislik disiplinleri, her zaman dogada var olan olaylarla
ugrastiklarindan sayisal olarak ifade edilebilen gergek, nesnel degerleri konu
alirlar. Sanal konularla ugrasmazlar. Halbuki, niimerik analizin genel konulari
icerisinde sanal c¢oziimlere de yer verilmektedir. Bdyle bir yaklasim
cergevesinde, farkli miihendislik disiplinleri ile ilgili konular ele alindiginda,
burada daha ¢ok teknik yonden her zaman basitge uygulanabilir ve ¢6ziim
sonuglar1 gercek ya da reel sayilardan olusan sayisal yontemlerin ¢oziim
algoritmalari iizerinde durulacaktir. Yeri geldikge bazi problemler i¢in az da
olsa sanal ¢oziimlerden ayrica soz edilecektir. Bu nedenle burada konu; daha
cok reel problemlerle ilgili ve miihendislik disiplinleri yoniinden 6nemli olan
¢oziim yontemleri iizerinde yogunlastirtlmustir.



1. BOLUM

RAKAM VE SAYILARLA iLGIiLi BAZI TANIMLAR VE TEMEL
ISLEMLER

2. RAKAMLAR VE SAYILAR

Nimerik analizde ya da diger adiyla sayisal ¢6ziimlemede her zaman bir anlami
olan en temel birim sayilardir. Sayilar; belli kantitatif biiyiiklikleri ifade etmek
icin kullanilan kesin ve ayni zamanda 6zel anlam ve degerleri olan miktar
bildiren ifadelerdirler. Bunlar, insan hayatinda olaylari kesin bir dille yani ikinci
bir anlama meydan vermeden, diger bir ifade ile hicbir siiphe ve belirsizlige
neden olmadan, tek anlamli olarak ifade etmek i¢in kullanildiklarindan, ¢ok
biiyiik onem tasimaktadirlar. Her zaman belli bir kural veya sistem igerisinde
tanimlanirlar. Tanimlanmis olduklari her bir kural onun say1 sistemini olusturur.
Hatirlanacagi gibi, tarihte bu amagla kullanilmis ilk say1 sistemi sayag
sistemidir. Bu sistemde bir sayi; sadece yan yana ¢izilmis ¢izgilerle ifade
edilmektedir. Daha sonralar1 gelistirilen, bu giinde ¢esitli sekillerde kullanilan
say1 sistemleri yerel sistemler olarak isimlendirilmektedir. Bu sistemde sayilar,
matematige dayali ilimlerinde sadece ortak bir gdsterim simgesi 6zelligi olan
rakamlardan, rakamlarin yan yana yazilmasi ile olusturulmaktadir. Sayilarin
biiyiikliik ya da miktar degerleri olmasina karsilik rakamlarin bdyle bir 6zelligi
yoktur. Sadece sayilar1 yazili olarak ifade etmek i¢in kullanilirlar.

2.1. Rakamlar ve Farkh Rakam Sistemleri

Rakamlar bir simge olup sayilari yazi ile ifade etmek icin kullanilan
gosterimlerdir. Bu nedenle, rakamlarin sadece sembol 6zellikleri bulunmaktadir.
Ancak, rakamlar biiyiikliikk ya da miktar ozelligi tasidiklari siirece bir say1
niteliginde olurlar. Yani, rakamlar ayn1 zamanda bir say1 olabilir. Rakamlarin
onilinde negatif pozitif isareti bulundugu, diger bir ifade ile deger bildirdikleri
stirece, her rakam bir say1 6zellinde olur. Bu nedenle, ¢ogu zaman rakamlar say1
olarak da kullanilabilir. Ayrica, bir veya birka¢ rakamin belli kurala gore yan
yana getirilmesinden olusan rakamlar toplulugu da her zaman bir Say1
olmaktadir. Bu gibi rakam topluluklari siirekli miktar bildireceklerinde sayi
olmaktadirlar. Sayilar1 ifade etmek i¢in eskiden beri g¢esitli rakamlar
kullanilmigtir. Bu rakamlar tarihin belli donemlerinde belli kiiltiir ve
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medeniyetler tarafindan degisik simge ya da semboller kullanilarak ifade
edilmislerdir. Baz1 medeniyetlerde rakam olarak kullanilan simgeler ayni
zamanda harf olarak da kullanilmistir. Rakamlarin ¢esitli kiiltiirlere gore bir
tasnifi yapilirsa asagidaki Rakam sistemini olusturmak miimkiindiir (Diyagram
3).

- Hint-Arap Rakamlar:
Dogu Arap Brahmi
Bati Arap Hint
Khmer Tay
-_p| Dogu Asya Rakamlar:
Cin Japon
Suzhou Kore
Cubuk Sayma Mogol
Kiiltiirlere Gore |- _j
Rakam Sistemleri
- Alfabetik Rakamlar
Ebced Ibrani
Ermeni Yunan
Kiril Aryabhata
Ge’ez
-—p Diger Sistemler
Miswr Romen
Babil Maya
Atina Etriisk
Ingiliz Umfield

Diyagram 3: Farkl: kiiltiirlere gore rakam sistemleri

Diyagram 1 ‘de sozii edilen ve her bir medeniyetin farkli sekillerde kullanmis
oldugu rakam sistemlerinin incelenmesi sonucunda goriilebilecegi gibi, bazi
kiiltiirlerde kullanilan rakamlar alfabetik harflerden farkli simgeler olmasina
ragmen, bazilarinda dogrudan alfabetik simgelere verilen degerlerle ifade
edilmektedirler. Rakamlarin, alfabetik simgelerden farkli sembollerle ifade
edildigi kiiltlir ve rakam gosterimlerine iligkin bazi 6rnekler Tablo 1°de 6zet bir
bigimde ayrica gosterilmektedir.
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Tablo 1: Baz: degisik kiiltiirlerde kullanilmus rakamlar
Bati Arap (01234 /5|6 |7 8 |9 BattArap |0(1/2|3|4|5 |6 (7|8 |9

Dogu Arap [« [ [¥ |™ & |= [v [¥ |+ |3 Khmerce (Z|(Z|z |22z (= |Z |2 |2
Bengalce |- |s [z e |3 |e |+ |3 [z | Lao Ojojo(ojo@ (o |8 O |
Gince |_|_|[_|_1I|_1|_ I P Limbu Oj0jO(o|O(0 |O (O |0 (O
STEE Malayalam |« |o||m |2 [ (@ | | |t
Cince Zlzlzlolzlz |z |z |z [z | Mengelian |2 ||z |2 |2 (2 |2 (=2 |2 |2
(complex)
Burmese (Z|(T|Z|D|Z (= (= |Z |2 |2
Cince |_|_|_|[_|-|- S D P :
N{huama) ~|~ |~~~ |~ i i e L el el el el el 21212 |=
Devanagari|o ¢ |2 |2 |¥ |9 |& | |¢ |o Roman N TRV AT I AT RN TR
Geez | | | | | | ||| | Tamilce &2 m|& ([B|oa|a 2| &
(Ethiopic) | |~ |~ | |~ I Telugu |ofo|=(z (v |2 |e |2 |0 |F
Gujarati |0 (1 (2 (3 |¥ |U |& (& |¢ |€& Tayca olale|(m|la|a | a|d |o
Gurmukhi |0 |1 |2 [3 |¥ (U |£ |2 [T |¢ Tibetge |Z(T|z |2 (2| o (o |2 [Z
Kannada |c |02 |2 (v |# (= [z |g |& Urduca |- |Y (¥ [¥ ¥ |& |7 |¥ |A |4

Alfabetik simgelerin rakam olarak kullanildig: kiiltiirlerde ise her harfe bir say1
degeri tayin edilerek bunlarin sayilarin yazilmasinda rakam olarak kullanilmas1
saglanmistir. Bu duruma 6rnek olarak; Ermenice ve [Ibranicedeki....vs.
gosterim sekilleri verilebilir (Tablo 2 ve Tablo 3).

Tablo 2: Ermeni rakamliar

Ermeni rakamlart
Ermeni | Ceviri | Arap | Ermeni | Ceviri Arap | Ermeni | Ceviri Arap
U A 1 T X (KH) | 40 2 C* (CH) 700
[ B 2 (0] C(tbz) |50 0 P! 800
Q G 3 q K' 60 9] J 900
2 D 4 2 H 70 n RR 1000
E/
) YE 5 2 DZ 80 U S 2000
9 z 6 gl GH 90 q, \Y 3000
E E 7 & C (TCH) | 100 S T 4000
E .
C @) 8 U M 200 r R 5000
@ T 9 38 Y 300 8 C (TS) 6000
d Z 10 L N 400 b 2|(-|/)| Iv 7000
b I(E) |20 (] S (SH) 500 o} P 8000
L L 30 n o/V 600 £ K 9000
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http://tr.wikipedia.org/wiki/%C3%87eviri
http://tr.wikipedia.org/wiki/Arap_rakamlar%C4%B1
http://tr.wikipedia.org/wiki/%C3%87eviri
http://tr.wikipedia.org/wiki/Arap_rakamlar%C4%B1
http://tr.wikipedia.org/wiki/%C3%87eviri
http://tr.wikipedia.org/wiki/Arap_rakamlar%C4%B1
http://tr.wikipedia.org/wiki/1_(say%C4%B1)
http://tr.wikipedia.org/w/index.php?title=40_(say%C4%B1)&action=edit&redlink=1
http://tr.wikipedia.org/w/index.php?title=700_(say%C4%B1)&action=edit&redlink=1
http://tr.wikipedia.org/wiki/2_(say%C4%B1)
http://tr.wikipedia.org/w/index.php?title=50_(say%C4%B1)&action=edit&redlink=1
http://tr.wikipedia.org/w/index.php?title=800_(say%C4%B1)&action=edit&redlink=1
http://tr.wikipedia.org/wiki/3_(say%C4%B1)
http://tr.wikipedia.org/w/index.php?title=60_(say%C4%B1)&action=edit&redlink=1
http://tr.wikipedia.org/w/index.php?title=900_(say%C4%B1)&action=edit&redlink=1
http://tr.wikipedia.org/wiki/4_(say%C4%B1)
http://tr.wikipedia.org/w/index.php?title=70_(say%C4%B1)&action=edit&redlink=1
http://tr.wikipedia.org/w/index.php?title=1000_(say%C4%B1)&action=edit&redlink=1
http://tr.wikipedia.org/wiki/5_(say%C4%B1)
http://tr.wikipedia.org/wiki/80_(say%C4%B1)
http://tr.wikipedia.org/w/index.php?title=2000_(say%C4%B1)&action=edit&redlink=1
http://tr.wikipedia.org/wiki/6_(say%C4%B1)
http://tr.wikipedia.org/w/index.php?title=90_(say%C4%B1)&action=edit&redlink=1
http://tr.wikipedia.org/w/index.php?title=3000_(say%C4%B1)&action=edit&redlink=1
http://tr.wikipedia.org/wiki/7_(say%C4%B1)
http://tr.wikipedia.org/w/index.php?title=100_(say%C4%B1)&action=edit&redlink=1
http://tr.wikipedia.org/w/index.php?title=4000_(say%C4%B1)&action=edit&redlink=1
http://tr.wikipedia.org/wiki/8_(say%C4%B1)
http://tr.wikipedia.org/w/index.php?title=200_(say%C4%B1)&action=edit&redlink=1
http://tr.wikipedia.org/w/index.php?title=5000_(say%C4%B1)&action=edit&redlink=1
http://tr.wikipedia.org/wiki/9_(say%C4%B1)
http://tr.wikipedia.org/w/index.php?title=300_(say%C4%B1)&action=edit&redlink=1
http://tr.wikipedia.org/w/index.php?title=6000_(say%C4%B1)&action=edit&redlink=1
http://tr.wikipedia.org/wiki/10_(say%C4%B1)
http://tr.wikipedia.org/w/index.php?title=400_(say%C4%B1)&action=edit&redlink=1
http://tr.wikipedia.org/w/index.php?title=7000_(say%C4%B1)&action=edit&redlink=1
http://tr.wikipedia.org/wiki/20_(say%C4%B1)
http://tr.wikipedia.org/w/index.php?title=500_(say%C4%B1)&action=edit&redlink=1
http://tr.wikipedia.org/w/index.php?title=8000_(say%C4%B1)&action=edit&redlink=1
http://tr.wikipedia.org/w/index.php?title=30_(say%C4%B1)&action=edit&redlink=1
http://tr.wikipedia.org/w/index.php?title=600_(say%C4%B1)&action=edit&redlink=1
http://tr.wikipedia.org/w/index.php?title=9000_(say%C4%B1)&action=edit&redlink=1

Tablo 3: Ibrani rakamlar

Ibrani Rakamlar:

. . . | Sayisal . . . | Sayisal
Simge | Harfadi | Ses degeri degeri Simge Harfadi | Ses degeri degeri
X alef - (1) 1 ki lamed [ 30
| bet,vet | b, v 2 *nevn mem m 40
2 gimel g 3 lev ¥ nun n 50
7 dalet d 4 0 samek s 60
hl he h (2) 5 v ayin - (5) 70
) vav v 6 *nev o pe ve fe p, f 80
T zayin z 7 *revy | sadi ts (tz/z) 90

kh (ya da
n khet h) (3) 8 P kuf kyadaq 100
9] tet t 9 q res r 200
” yod y (4) 10 v sin, sin S, S 300
kof ve
Jev kaf, haf k, kh 20 n tof, thof t 400

Ancak, burada genel yoniiyle diger rakam sistemlerinden biraz farklilik gdsteren
ve halen giiniimiizde ¢ok olmamakla birlikte bazi 6zel amaglar i¢in kullanilan
Romen rakamlari Tablo 1°de sozii edilen gosterim sekline ilaveten biiyiik
degerli baz1 sayilarin ifade edilmesi yoniinden de farklilik gostermektedir
(Tablo 4).

Tablo 4: Romen rakamlar:

Romen o Jm v |V VI | Vil VI X X
rakamlari 1 12 3 2 5 6 7 8 9 10
ve onluk SaTTXIT XV | XVI | XIX | XX | XXV | XXX | XXXV | XL
say1 [ 12 |15 |16 [19 |20 | 25 30 35 40
sistemdeki " [Lx [ XC | C CL | CC | CCXC | cD D M
anlamlari 50 [ 60 | 90 | 100 | 150 | 200 | 290 | 400 | 500 1000

Tablo 4 ‘den de goriilecegi gibi bu farkliliklar, Romen rakamlarinda sifir gibi bir
0zel rakamin bulunmamasina karsihk, 7, 2, ...9, 10 kadar olan rakamlarla
sayilarin ifadesi i¢in bunlarin dogrudan kullanmilmis olmasi yeterli olmayip
bunun yaninda bazi 6zel degerlerin; 6rnegin 50, 100, 500, 1000 gibi sayilari i¢in
de farkli yeni sembollerin rakam olarak kullanildigi goriilmektedir. Ancak,
burada sdylemek gerekirse; bu rakamlarla yazilacak sayilar olduk¢a karmasik
olduklarindan, bunlarla hesap yapmak olduk¢a zor bir islem olmaktadir. Bu
nedenle, bunlarin yerine glniimiizde daha sade ve basit gOsterim olan
Avrupa’da Arap rakamlari diye tamnan {0 1 2 3 4 5 6 7 8 9}

sembol ya da simgelerinden olusan rakamlar kullanilarak sayilar bunlarla
yazilmaktadir. Bu rakamlar ilk defa Hint matematikgiler tarafindan tanimlanmig
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olduklarindan Hint kaynakli rakamlar olmaktadir. Ancak daha sonralari, bu
rakamlar kuzey Afrikali Araplar tarafindan yeniden diizenlenerek orta ¢agda
yani; 12. yiizyilda Arap medeniyeti sayesinde kuzey Afrika yolu ile Avrupa
kitasma gegerek yayilmistir. Boylece, Avrupalilarin somiirgecilik faaliyetleri
sonrasi yillarda diinyada yaygin olarak kullanilir hale gelmislerdir. Halen
giiniimiizde bu rakamlar1 en ¢ok kullanilir olmakta ve her sistemdeki sayilar bu
rakamlarla yazilarak ifade edilmektedir. Ancak burada tekrar vurgulamak
gerekirse, bu rakamlar hi¢bir zaman Dogu Arap Rakamlar: ile karigtirilmamasi
gerektigidir. Sonucta bu rakamlar farkli rakamlardir(Tablo 1).

2.2. Sayilar ve Sayi Sistemleri

Hatirlanacagi gibi say: bir ¢oklugu ifade etmek i¢in kullanilan soyut birimdir.
Pratikte, her bir birim sergiledikleri temel 6zellikler bakimindan bazi farkliliklar
gosteririler. Bu gibi farklilar dikkate alinarak her birinin ortak 6zellikleri bir
arada diistiniildiigiinde sayilar farkli gruplar altinda ele alinabilirler. Bu gruplar
asagidaki gibi siralanabilir.

Tablo 5 : Bazi say tiirleri

Ad1 Kiimesi Aciklamalar
Sayma N = {:L 2, 3 4, 5 ... } Bu sayilar sifir hari¢ tiim
sayilari pozitif tam sayilardan

olugmaktadir
Tek sayilar | N = { _____ -5, 3 -1 1 3 .. } 2 ile kalansiz bdliinemeyen
sayilara tek say1 denir.
Cift sayilar | N = { _____ —4, —-2,0, 2 4 ... } 2 ile tam boliinebilen
sayilara ¢ift say1 denir.
Pozitif tam | N = {]_' 2, 3 .. 15 27, .. } Sifir hari¢ tim pozitif
sayilar degerli sayma sayilarindan
olusur.
Pozitif A= {+ 1 +2, +23 +0.7, +2/7, } Isaretce pozitif degerli
sayilar olan biitiin sayilar
Negatif N = { ______ -9, -5 -3 -2 _1} Isaretce negatif degerli
tam sayilar olan biitiin tam ayilar
Negatif A= {_10’ -12, -3, -07, -2/7, } Isaretce negatif degerli
sayilar olan biitiin sayilar
Tam N = {_.___, -5 -1 1 2, 7, } Negatif ve pozitif degerli
sayilar biitiin tam sayilar
Kesirli Isaretce negatif ve pozitif
sayilar A= {_ —5/3, -1/2, 112 213, 713, } degerli olan biitiin kesirli
sayilar
Rasyonel Bu sayillar a _ {i‘a beN Ab= 0} seklinde iki )
Sayilar b| " Tam sayilarin bir
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(oranh tamsayinin orani bigiminde elde edilebilen sayilar | genislemesi olmaktadirlar.
sayilar) olmaktaderz{—...., -5 -1 1/3 3/2 1, }
Irrasyonel | Bu tiir sayilar, rasyonel sayilar kiimesine dahil | Bunlar kesir olarak ifade
sayilar edilemeyen sayilar olmaktadir. edilemeyen, sonsuza kadar
_ degerler alirlar. Devrik
A_{%/S’ \/E’ i e} kesirli sayilar olmaktadir.
Reel Bu  sayilar;  rasyonel
(Gergek) _{1 } sayilarin standart metrige
sayilar A=1/8, 174, \/5, 3 gore biitlinlenmesiyle elde
edilirler.

Sanal Bu sayilar; z=a+bi bigiminde ifade edilebilen Buv sgy.llar daima sana!
sayilar karmagtk sayilarin sanal kismi olan ikinci terimi | degerlidir. Degeri
i¢in kullanilan {I = \/—1} degerli sayilardir. i=+v-1 d.

Komp-leks | Reel ve sanal say1 terimlerinin Z = {aibi} Bunlar kompleks  sayilar

saytlar birlikte kullanildigi karmasik sayilardir.  6rnek olarak da bilinir.
3+2i
Mutlak Bir saymin sifira olan
sayilar {M — |a|} Srnek |+ 2| =2, |_3| =3 uzakligt olarak da
tanimlanabilir.
Asal Bunlar sadece kendisine ve 1 sayisina boliinebilen | Bunlar yalniz iki boleni
sayilar I’den biiyiik pozitif tam sayilar bigiminde de | olan dogal sayilardir.
tanimlanabilir. { 2 357 11
Dogal Bu sayilar sifir dahil,
sayilar N :{ L 2, 3 .. n} sifirdan baslayan tiim tam
sayilardan olugur.
} Bu sayilar Bu say1, bir dogal saymin
Uslii N-=a-a-a---a=a" kendisi ile n>2 olmak
sayilar iizere N kez carpiminin
bigimine ifade edilebilen sayilardir. kisa gdsterimidir.
y Bu sayillar tam say1
Kokli Nn>2 ve a>1 olmak iizere; U_ =a’" | olabilecegi gibi rasyonel
sayilar bigiminde ifade edilebilen sayilardir. sayilar da olabilir.
Transan- 7 J2 .. | Bu sayillar 1851 yilinda
dant Busayllar 77, e €%, 2°7, log2 gibi Fransiz matematikgisi
sayilar sayilarindan olusmaktadir. Liouville tarafindan
kullanilmigtir.

Bunlarin haricinde, pratikte bazi uygulamalar igin sik¢a kullan veya ihtiyag
duyulan ¢ok biiyii ve kiiciik sayilarin gosterimidir. Cok biiyiik ya da kiigiik
sayilar i¢cin bu amagh kullanilmakta olan tislii gosterim sekilleri agik bir ifade ile

N=2500000=25x10° = 2.5+ E6 : A=0.00035=35x10"° =3.5— E4

bi¢iminde verilebilir.
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2.2.1. B-Tabanh Sayi Sistemleri

Biitiin sayilar belli bir kural ya da tabana gore ifade edilirler. Bu taban sayinin
yazildigi say1 sistemindeki rakam adetini gosterir. Genel anlamda bir S
sayisinin; B tabani (kullanilan rakam adeti=Say sistemi) ve T, ‘ler de saymin

tam kismindaki rakamlari, K;’ler ise kesirli kismindaki rakamlari gdstermek

tizere genel ifadesi; tamsay1 olmasi halinde;
Sg =T, ThaThpe i T
ve ya kesirli say1 olmasi halinde de;
Sg =T, Toa Ty g Ty Ty, Ky Ky Ky 3 Koy

seklinde gosterilebilir. Ayni sayilarin taban degeri de kullanilarak daha kisa
gosterimle; toplam bigimindeki ifadesi igin,

n .
i=0
ve kesirli say1 i¢in de,

sBziTiBiJr%KjB*i
i-0 j=1
toplam bigimindeki bir diger sekildeki kisa ifadeleri de kullanilabilir. Bu

ifadeler; terimlere agilmig, acik sekilleri veya seri bigimindeki gosterimleri
kullanilirsa, tam sayilar i¢in,

ve kesirli sayilar i¢in de,

n . m .
Sg=>T,B'+ Y KB =TB"+T, B" " +....+T,B +T,B + KB+ K,B >+ .+ K B
i=0 j=1

seklindeki gosterimler de kullanilabilir. Burada;

0<T;, K;<B-1; i=0,1,23,....,n Ve j=1,23,..,m
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ozelliklerine sahip degerler olmaktadir. Sonugta, buradan B tabanli sayilarin
ortak ozellikleri;

En kiiciik rakam : 0

En biiyiik rakam :  B-1
Rakam sayist  © B

k. basamaga yazilacak en biiyiik say c Bk-1
k. basamaga yazilacak degisik sayt adeti : B*

seklinde siralanabilir.

2.2.1.1. On Tabanh (Decimal) Sayx Sistemi

On tabanli say1 sistemi giliniimiizde en yaygin kullanilan bir say1 sistemidir. Bu

sistemde kullanilan rakamlarin sayis1 10 tanedir. Bunlar; 0, 1, 2, 3, 4,5,6,7,8,9

seklindeki simgelerden olusan rakamlardir. Bu sistemde bir saymin yazilist ve

degeri; yukarida verilmis olan genel gosteriminde B=10 alinarak, tam say1 i¢in,
Slo :Tn Tn—l Tn_2 ....... Tl TO

kesirli say1 igin,

SlO :Tn Tn—l Tn_2 ....... T 1T0 ’ K]_ K2 """ Km—l Km

olarak verilebilir. Benzer sekilde, taban degeri kullanilarak bir diger sekildeki
ifadeleri, tamsayilar icin,

ve kesirli sayilar i¢in de

n . m .
S = .onilo' + le 1070 =T 10" 4T, 00" 2+ To00M 4 107 + K207 4 Kp207% 4. + K107
i= j=

bi¢iminde olur. Burada;

0<T;, K;<10-1; i=0,1,2,3,.....,n ve j=123..m
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ozelliklerine sahip degerlerdir. Sonucta, benzer sekilde B=10 tabanli sayilarin
ortak ozellikleri;

En kiiciik rakam : 0
En biiyiik rakam : 9
Rakam sayist1 © 10

k. basamaga yazilacak en biiyiik say! c10% -1
k. basamaga yazilacak degisik say: adeti : 10*

olarak siralanabilir. Sonugta; konuya iligkin sayisal birer 6rnek olarak, tam say1
i¢in,

7842, = 7*10° +8*10° + 4*10" + 2*10°
ve kesirli say1 i¢in de,
1234617,, =1*10* + 2*10° +3*10% + 4*10" + 6*10° +1*10°* + 7*107?
ifadeleri verilebilir.

Ancak, glinlimiizde, on tabanli say1 sistemi ile ilgili olarak bdyle gosterimler
yerine; alisila gelen ve daha sade bir gosterim sekli olan, tam sayilar i¢in 7842
ve kesirli sayilar i¢in de; 123456,17 seklindeki gosterim sekli, saymin tabanini
belirtmeden herkes tarafindan ortaklasa kullanilir. Alisila gelen bir aligkanlik
olarak da bu sayilarin B=10 tabanli say1 sisteminde olduklari, (hi¢ kimsenin
taban konusunu diisinmeden) biitiin sayilarin on tabanli sayi sisteminde
olduklarini kabullenmis olurlar. Aksi durumlarda, alisila gelen kural dig1 olarak
0zel amaglar i¢in kullanilan diger sayilarin hangi say1 sisteminde olduklar taban
gosteri ile belirtilir.

2.2.1.2. iki Tabanh (Binary) Say1 Sistemi

Iki tabanli, diger adiyla Binary say: sisteminde kullanilan say1 taban1 B=2 dir.
Buna paralel alarak da kullanilan rakamlar {0 1} gibi iki farkli sembolden

ibarettir. Sonugta bu say1 sisteminde bir sayinin degeri, on tabanli say1 sistemine
benzer sekilde, genel gosterimdeki ifadelerde B =2 alinarak tamsayilar i¢in,

SZ = Tﬂ Tn—l Tn72 ....... Tl TO
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kesirli say1 i¢in de
SZ :Tﬂ Tn—l Tn_2 ....... Tl TO ) Kl K2 ..... Km—l Km

olarak yazilabilir. Ayni sayilarin taban degeri kullanilarak diger sekildeki
ifadeleri, tamsayilar i¢in

n .
S, =>T2 =T, 2"+T, ;2" . +T,28+T,2°
i=0

ve kesirli sayilar i¢in de

n . m .
Sy =YTi2' + Y K2 =T 2" 4T, 2" 4 T2+ 20+ K 2T K2 P K2
i=0 j=1

bi¢iminde olur. Burada;

0<T, K;<2-1; i=0,1,2,3,...,n ve j=123..,m

Ozelliklerine sahip degerlerdir. Sonucta, benzer sekilde B=2 tabanli sayilarin
ortak Ozellikleri;

En kiiciik rakam : 0
En biiyiik rakam : 1
Rakam sayist 1 2

k. basamaga yazilacak en biiyiik say! |
k. basamaga yazilacak degisik sayt adeti : 2

olarak siralanabilir.

Bu durumlara iliskin sayisal bir 6rnek olarak tam sayi igin, 10110, ve Kkesirli
say1 i¢in de, 10010,011, sayilar1 verilebilir.

2.2.1.3. ki Tabanh Bir Sayimin On Tabanh Bir Sayiya Déniistiiriillmesi
ki tabanli bir tam saymmn veya kesirli bir saymin on tabanli sayiya

donistiiriilmesinde izlenmesi gereken islem yolu asagida verilen iki 6rnekle
aciklandigi gibi gerceklestirilebilir.
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2.2.1.3.1. iki Tabanh Bir Tam Saymnn On Tabanh Sayiya Déniistiiriilmesi

Pratikte, 101001, = (?),, big¢imdeki problemde oldugu gibi iki tabanli bir

sayinin on tabanli bir sayiya doniistiiriilmesinde izlenecek islem yolu; bu
saymin oncelikle B=2 taban degerine gore agik bir sekilde ifade edilmesi ile
baglanilir. Iki tabanl sayilar i¢in bdyle bir ifade,

101001, =1*2° +0*2* +1*2% 4 0*2% + 0* 2! +1*2°

seklinde olur. Daha sonra, bu ifadenin biitiin terimleri teker teker hesaplanarak
her bir terimin onluk sistemdeki karsilik degerleri

10100, =1%2° +0*2% +1*2% + 0*22 + 0*2" +1*2° =32, + 8,5 + 1
olarak elde edilir.

Sonugta bu degerlerin toplanmasindan da onluk say1 sistemindeki karsiligi,
101001, =32 +8+1=41,, =41 olarak hesaplanmis olur. Boylece, iki tabanl

101001 , saymin on tabanlt say: sistemindeki karsilik degeri; 41 olarak elde
edilmis olur.

2.2.1.3.2. iki Tabanh Kesirli Bir Sayimin On tabanh Sayiya Déniistiiriilmesi

Benzer bir 6rnek problem de 101001,011, =(?),, Qibi iki tabanli bir kesirli

sayinin on tabanli sayr sistemindeki karsilik degerinin ne oldugunun
hesaplanmasi seklinde verilebilir. Boyle bir problemin ¢oziimiinde bir dnceki
paragraf 2.2.1.3.1 verilmis olan 6rnek problem ¢6ziimiine benzer sekilde hareket
edilerek asagida c¢oziimii gerceklestirilmis olan 101001,011, = (?);, Ornek
probleminin ¢éziimii gibi agiklanabilir. Konuya bir 6rnek: 101001,011, = (?),,
iki tabanli bir sayinin on tabanli say1 olarak karsiliginin hesaplanmasinda once

bu say1 taban degerine gore acik bir sekilde;
101001011, =1*2°% +0*2% +1*23 4+ 0*22 4 0*2! +1*20 4+ 0*271 +1%272 41%27°
olarak ifade edilir. Sonra, her terimin onluk say1 sistemindeki karsiliklart
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hesaplanarak bunlar toplanur.

Sonugta, bu sekilde yapilmis hesaplamalar neticesinde 101001,011, iki tabanlt

bir saymin on tabanli say1 sistemindeki karsilik degeri; 41,375 olarak elde
edilmis olur.

2.2.1.4. On Tabanh Bir Sayimin iki Tabanh Sayiya Déniistiiriilmesi

On tabanli say1 sistemi ile iki tabanli say1 sistemi arasindaki doniisiim; gerek
tam sayilar ve gerekse kesirli sayilar i¢in paragraf 2.2.1.3 de anlatilmis olan
islemlerin tersi bir islem yolu dizisi takip edilerek, amaca uygun doniisim
asagida verilen 6rneklerde agiklanacagi gibi gergeklestirilebilinir.

2.2.1.4.1. On tabanh Bir Tam Saymn iki Tabanh Sayiya Déniistiiriilmesi

41,, =(?), gibi bir problemde, bdyle bir islemin gerceklestirilebilmesi igin on
tabaninda verilen say1 siirekli Binary say1 sisteminin tabani olan ikiye boliinerek
her bolme isleminde elde edilen kalan degerleri say1 yazmanin tersi sirada
sagdan sola dogru sirada yan yana yazilarak bu saymin iki tabanli sayi
sistemindeki karsiligi elde edilmis olur. Bu doniisiime bir ornek; 41,,=(?),

probleminin ¢6ziimii verilebilir.

Sayt Kalan
41 1A . >
20 0--qm=====-------- > !
10 0 >
I mo
2 0-cde-eeecnnn- >
r-q----- SRR SRR
oS SRR
\AAAAA/
4,,=101001,

Boyle bir ¢oziim i¢in B=10 tabaninda yazilmis olan say1 her seferinde ifade
edilmek ya da doniistiiriilmek istene B=2 tabanli say1 sisteminin taban degerine
ardisik bir sekilde boliinerek kalan degerleri elde edilir. Sonra bu kalan degerleri
bdlme isleminde takip edilen islem adimlari sirasinin tersi yonde, sonundan
basina dogru soldan saga yan yana yazilarak 41,5 =(?), SOrusu i¢in ¢oziim olan
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iki tabali say1 sistemindeki karsiligi  41,,=1010 01, olarak elde edilmis
olur.

2.2.1.4.2. On Tabanh Kesirli Bir Sayimn iki Tabanlh Sayiya
Doniistiiriilmesi

Burada paragraf 2.2.1.4.1 de tam say1 doniisiimii i¢in anlatilanlar kesirli sayilar
icin genisletilerek konu, 41,375,, =(....) , seklindeki on tabanli kesirli sayilarin
iki tabanli say1 sistemindeki karsiliklarinin hesaplanmasi bi¢imine doniismiis
olur. Boyle bir problemin ¢6ziimiiniin gergeklestirilebilmesi igin; on tabanli say1
once tam ve kesirli kisimlar1 bigiminde iki ayr parca halinde disiiniiliir. Bu
duruma bir drnek olarak; 41,375,, gibi kesirli bir saymnin birinci parcasi olan 41

tam say1 kismi, bir onceki paragraf 2.2.1.3 de oldugu gibi 41,,=101001,
olarak iki tabanli sayiya doniistiiriiliir. Daha sonra, kesirli kismindaki 0,375,

sayist da stirekli Binary say1 sisteminin tabani olan B=2 sayisi ile ¢arpilarak,
her ¢arpim sonucunda elde edilecek saymin tam kismi (0 ya da 1 sayilarindan
olur) on tabanli sayinin tam say1 kisminin donistiiriilmesinden elde edilmis iki
tabanlt 41,,=1 010 0 1, sayisinin sagina (ya da sonuna) virgiilden sonra sirasi
ile yazilir. Bu isleme sonug sifir oluncaya kadar devam edilir. Sonug, sifir
oldugunda arzulanan doniisiim gerceklestirilmis olmaktadir.

Konun daha kolay anlasilir olmas1 amaciyla boyle bir problem asagida ¢6ziimii
verilmis olan 41,375,, = (?), kesirli sayisinin iki tabanli sayiya doniistiiriilmesi
islemi yardimiyla tekrar 6zetlenmektedir. Pratikte boyle bir doniisiim islemi,
sirast ile

Sayt | Kalan 0,375, Donlisimiic ~ Tam kismu
a1 | 1* 03752=0750  m---0
20 0 ! 0,750*2 = 1,50 | - -1
10 0. 0,50*2 = 1,00 .
5 1! Lo
2 | o L
1_ == ! ] : ]

Bu rakamlar tersi szra} _________ > : ! X
yazilarak tam kisim igin | | |
) ¢ v * v
413%,,=101001, 01 1,

islem adimlar1 izlenerek gergeklestirilir.
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ikte, bu gibi islemlerin yapilmasi neticesinde, on tabanli 41,375, sayisinin iKi
tabanli say1r sistemindeki karsilik degeri 101001, 011, biciminde
hesaplanmis olur.

Sonugta tekrar 6zetlemek gerekirse; on tabanli say1 sistemindeki bir sayinin iki
tabanli say1 sistemine doniistliriilmesinde; on tabanli saymin tam kismindaki
say1 Once slirekli ikiye boliinerek elde edilen kalanlarin tersi sirada yan yana
yazilarak iki tabanli saymin tam kismi, on tabanli sayinin ondalik kism iki ile
carpilarak her ¢arpma islemi sonucunda elde edilen sayilarin tam kismindaki
sayilar islem sirasinin yoniinde yazilarak kesirli kismi (bu carpim islemi
sonucun 0,00 oluncaya kadar devam edilir) bulunarak tam ve Kkesirli
kisimlardan olusan iki tabanli say1 elde edilir.

2.2.1.5. Iki Tabanh Say: Sisteminde Dort Islem

Iki tabanl say1 sisteminde dort islem aynen 10 tabanl say1 sisteminde oldugu
gibi yapilir. Ancak, bu sistemde biitiin sayilar iki adet; 0, 1 gibi iki farkli
rakamla yazildigindan ve bir basmaktaki en biiyiik say1 1 oldugundan her islem
icin agagida belirtilen kurallar gecerlidir.

2.2.1.5.1. Toplama islemi

Iki tabanli say1 sisteminde bir toplama isleminin yapilabilmesi igin;

1+1=0 (eldevar 1) 0+1=1
1+0=1 0+0=0

toplama kurallarindan faydalanilir. Buna gore; asagidaki 6rnekten de goriildiigii
gibi iki saymin toplami;

Iki tabanli say1  on tabanli say:

111, 710
Toplam1 1101, 13,, (‘kontrol)

seklinde yapilmaktadir.
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2.2.1.5.2. Cikarma islemi
Benzer sekilde, iki tabanli sayilara iligkin ¢ikarma isleminde kurallar

1-1=0 1-0=1
0-0=0 0-1=1 (soldan 1 édiing al)

seklinde verilebilir. Buna gore; asagidaki 6rmekten de goriildiigii gibi iki tabanh
sayinin farki;

Iki tabanli sayr  On tabanli say

1100, 1240
101, 500
Fark 111, 7,0 (kontrol)

olarak bulunabilir. Cikarma islemine bir bagka 6rnek ise;

Iki tabanli sayr ~ On tabanli say:

10101, 21,
110, 610
Fark 1111, 15,5 (kontrol)

seklinde verilebilir.

2.2.1.5.3. Carpma islemi

Matematikte toplama islemin kisa sekli olarak tanimlanan c¢arpma islemi,
glinlik kullanilan onluk sisteminde oldugu gibi iki tabanli say1 sisteminde de
benzer sekilde yapilmaktadir. Ancak, iki tabanli say1 sisteminde c¢arpma
islemini gerceklestirebilmek icin bu sistemin rakam Ozellikleri geregi,
carpimina islemine iliskin bazi kurallarin dikkate alinnmus olmasi gerekir. iki
tabanli say1 sistemi i¢in bu gibi ¢arpma kurallar1,
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1*1=1 ; 0%0=0
1*0=0 ; 0*1=0

olarak verilebilir. Buna gore iki tabanli say1 sisteminde bir ¢arpma iglemi;

Iki tabanh say On tabanli sayt

111, 710
101, 510
111
000 3540 ( kontrol)
111

Toplam 100011,

olarak yapilabilir.

2.2.1.5.4. Bolme islemi

Hatirlanacagi gibi matematikte ¢ikarma isleminin kisa ifadesi olan bdlme
islemi, bir ¢ikarma isleminde bélen sayisinin boliinen sayidan siirekli
cikartilmasindaki gerceklestirilen c¢ikarma islemi sayist olmaktadir. Ayni
diisiince iki tabanli sayilarin bolmesinde de gegerliligini korumaktadir. Buna
gore; iki tabanli say1 sisteminde bir bolme isleminin gergeklestirilebilmesi igin
onluk sistemdeki benzer yollar izlenir. Ancak, burada onluk sistemde yapilan
bdlme isleminden farki iki tabanli say1 sisteminde rakamlarin 0, 1 gibi iki adet
rakamdan olusmus olmasinin dikkate alinmasi ile ilgilidir. Bu durum asagida
gerek iki tabanli gerekse on tabanli sayr sistemindeki bdlme islemi
orneklerinden de acikca goriilebilir.

Iki tabanli sayt on tabanli sayt

11 |10 3] 2
10 |\ LU . 2|1 15

010 -~ A(kalana sifir ilave, =% 10
010 ibolime yirgilyaz) 10

kalan 00 (kalan) 00

25



2.2.1.5.5. Onalt1 Tabanh ( Hexadecimal) Say: Sistemi

Bu say1 sisteminde, diger say1 sistemlerine benzer sekilde, taban 6zellikleri
geregi, 16 (on alt) adet farkli sembol rakam olarak kullanilmaktadir. Bu
rakamlar sirasi ile,

0,1 2, 3,456,7,8 9 A B C D E F

olarak gosterilirler. Buna gore on alt1 tabanli say1 sistemindeki bir say1; genel
gosterimde B=16 alinarak tam say1 igin,

Si6=Th Tnag Tngeern i Ty
kesirli say1 i¢in de,
Sie =T Ty Topen Ty To Ky Koo Koy Ko
bigiminde ifade edilebilir. Diger say1 sistemlerindekine benzer sekilde,bu say1

sisteminde de B=16 taban degeri kullanilarak toplam seklindeki ifadeleri;
tamsayilar igin,

ve kesirli sayilar i¢in de

n . m .
Sip=2Ti16'+ Y K167 =T 16" +T, 116" +..... +T,16'+ T,16° + K16+ K,16 7 +.. + K 167"

i=0 j=
seklinde yazilabilir. Burada;

0<T;, Kj<16-1; i=0,1,2,3,....,n ve j=123..m

ozelliklerine sahip degerlerdir. Ayrica, diger tabanli say1 sistemlerindekine
benzer sekilde bu say1 sisteminde de say1 tabani igin B=16 degeri alinarak
ortak ozellikleri;

En kiiciik rakam : 0
En biiyiik rakam : 15
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Rakam sayisi ;16
k. basamaga yazilacak en biiyiik say s 164 -1
k. basamaga yazilacak degisik sayi adeti : 16

olarak siralanabilir.

2.2.1.5.6. Onalt1 Tabanh Bir Saymin On Tabanh Sayiya Doniistiiriilmesi

Bu say1 sisteminde de daha Once diger sayi sistemleri i¢in anlatilmig olanlara
benzer yollar izlenerek diger sayr sistemleri ile arasindaki doniigim
gergeklestirilebilir. Bu duruma 6rnek olarak, Onalti tabanli say:1 sisteminde;
A=10 almarak, S;5=3AlLg=(.?.);, tam sayisinin Ve S;3=3AL4d;s=(.?.)10,
kesirli bir saymnin on tabanli bir sayiya nasil donistiiriilecegi problemi 6rnek
verilebilir. Bu amacla her bir say1 tiirii i¢in gergeklestirilecek ¢oziimler
asagidaki orneklerde gerekli islemlerin yapilmasi neticesinden,

Tam sayilar igin,
3AL =3*16% + A*16" +1*16° = 929,, = 929
ve kesirli sayilar icin de
3AL4s =3*16% + A*16' +1*16° + 4*167 = 929,25, = 929,25

olarak elde edilir.

2.2.1.5.7. On Tabanh Bir Saymnin Onalt1 Tabanh Sayiya Doniistiiriilmesi

On tabanli bir saymin onalti tabanli sayiya doniistiiriilmesinde; bir Onceki
konuda yapilan islemlerin tersi yonde hareket edilerek, iki tabanl sayilarda
oldugu gibi, dnce saymnin tam kismu binary (iki tabanli sayi) sistemindeki
islemlerde kullanilan iki yerine on altiya boliinerek elde edilen kalan sayilarin
en son kalandan itibaren ters sirada ardi sira yazilmalari ile tam kismi, sonra
kesirli kismindaki say1r 16 ile carpilarak elde edilen saymin tam kisimlar1 ayni
sirada tam sayinin devamina virgiilden sonra kesirli kisim bigiminde yazilarak
istenen say1 karsilig1 bulunur. Béyle bir doniisiimiin daha agik 6rnegi asagidaki
uygulamalardan goriilebilir.
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a) Bir tam sayt doniistiirme ornegi

Ornek: Tam sayilarla ilgili bu problemde 1246, = (?);s  dOniisiimiiniin

gerceklestirilmesi istenmektedir. Boyle bir problemin ¢6ziimii i¢in yukarida
sOylenenlerden hareket edilerek, daha once on tabanli sayilarin diger farkli
tabanli sayilara doniistiiriilmesinde sOylenen ve izlenen yollara benzer sekilde
hareket edilerek burada da

On tabanli | Onalti tabanli
1246 (14 -> AE
77 |13 -> D

16 bolme islemleri yapilarak kalan degerlerden B=16 tabanli say1 sistemindeki
karsiligi 1246,, =4DE;; olarak hesaplanir.

b) Bir kesirli say: doniistiirme ornegi

Bu problemde on tabaninda yazilmis 1246.32,, = (?),¢ sayisinin 16 tabanindaki

degerinin hesaplanmasi istenmektedir. Boyle bir problemin ¢oziimii i¢in burada,
once yukaridaki diger tabanli 6rneklerde izlendigi yollarda oldugu gibi sayinin
tam kismu dontstirilir. Daha sonra kesirli kismi; ardi sira on altili sayi
sisteminin taban1 olan 16 sayisi ile ¢arpilarak, her carpim sonucundaki tam
kisim;

Tam kismi Kalan ondalikl kisim
0.32%16=5.12  ¢arpumn 5 almr 0.12
0.12*16=1.92 1 0.92
0.92*16=14.72 14 --» E 0.72
...................... carpma iglemlerine......................... .0.00 oluncaya

kadar devam edilir.

Burada, carpma islemi sonucunda elde edilen ¢arpim sonuglarindaki tam
kisimdan elde edilen 5, 1, 14.... sayilar1 aym sirada virgiilden sonra, on altili
sayi sisteminde 14=E gosterimi kullanilarak, 032 =0,32,, degeri i¢in on

altillik say1 sistemindeki karsiligi olarak  0.51E,4 sayisi elde edilir. Neticede
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onluk say1 sisteminde 1246.32 olarak verilmis olan ve onaltilik say1 sisteminde
karsilig1 istenen say1 yukaridaki 6rnekte oldugu gibi doniistiiriilme sonucunda
elde edilmis olan tam say1 kismina bu deger ilave edilerek, bu saymin karsiligi
olan 1246.32,, =4DE.51E,; sayisi elde edilir.

2.2.1.5.8. Sekiz Tabanh ( Octal) Say: Sistemi
Bu say1 sisteminde, taban B=8 oldugu i¢in kullanilan rakam adeti 8 olur.
Bunlar; 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 rakamlarindan olusur. Buna gore; sekiz tabanli
say1 sisteminde bir saymin gosterimi, B=8 alinarak tam say1 i¢in,

SB = Tn Tn—l Tn72 ....... Tl TO
kesirli say1 i¢in de,

88 :Tn Tn—l Tn72 ....... T].TO y Kl KZ ..... Km—l Km

biciminde ifade edilebilir. Bunlarim toplam seklindeki bir diger ifadeleri;
tamsayilar i¢in

ve kesirli sayilar i¢in de,

n . m .
Sg=2Ti8 + Y K87 =T 8" +T ;8" + . +T,8 +T;8° + K8 +K,872 +...+ K 87
i=0 j=1

seklinde olur. Burada;

0<T;, K;<8-1; i=0,1,2,3,cc,n Ve j=1,23..,m

ozelliklerine sahip degerlerdir. Benzer sekilde B=8 alinarak ortak 6zellikleri;

En kiiciik rakam : 0
En biiyiik rakam : 7
Rakam sayisi ;8

k. basamaga yazilacak en biiyiik say S8 -1
k. basamaga yazilacak degisik sayr adeti : 8
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olarak verilebilir.

2.2.1.5.9. Sekiz Tabanh Bir Saymnin On Tabanh Sayiya Doéniistiiriilmesi

Boyle bir doniisiim yukarida yapilanlarin benzeri seklinde yapilir. Durum bir
ornekle ele alinirsa, 1206 5 = (?);, tam sayis1 ve 1206.255 =(?), kesirli sayis1

icin agagidaki gibi agiklanabilir. Bu amagla, Her iki say1 daha 6nceki konularda
benzer problemlerde gergeklestirilen doniisiim problemlerinde oldugu gibi agik
ifadeleri tam say1 igin,

1206, =1*8% +2*82 + 0*8" + 6*8° = 646,, = 646
ve kesirli bir say1 i¢in de,

1206,25 =1*8% +2*82 + 0*8' +6*8° + 2*81 1 5*8 7
= 646.328125 ;) = 646.328125

biciminde yazilir.

Bu iglemlerin devaminda da B=8 tabanl gerek tam say1 gerekse kesirli say1
icin olsun; herhangi biriyle ilgili her terimdeki say1 degeri ve daha sonra da
biitiin terimlerinin say1 degerlerinin toplami hesaplanarak arzulanan doniistim
tam say1 igin 12065 =646 ve kesitli say1 i¢in de 1206,255 = 646.328125 olarak

gerceklestirilmis olur.

2.2.1.5.10. On Tabanh Bir Saymn Sekiz Tabanh Sayiya Doniistiiriilmesi

Boyle bir iglemin gergeklestirilmesinde oOnceki konularda anlatildigi gibi
paragraf 2.2.1.5.9. ‘da yapilan islemlerin tersi islem sirasinda bir islem yolu
izlenir. Bunun amagla, 6nce on tabanda verilmis olan say1, B=8 taban degerine
ard1 sira boliinerek her seferinde kalan degerleri elde edilir. Daha sonra bu kalan
degerleri, bdlme isleminde izlenen iglem yolunun tersi yonde soldan saga dogru
yan yana yazilarak ondalikli tam sayilar i¢in sekiz tabanli say1 sistemindeki
karsiligi bulunmus olur. On tabanli doniistiiriilecek say1 eger kesirli say1 ise, tam
say1 kismi bu sekilde donistiiriildiikten sonra kesirli kismi da ardi sira B=8
taban degeri ile garpilir. Her ¢arpim islemi sonucunda elde edilen saymin tam
say1 degeri kismi alinarak ¢arpim islemi yoniinde soldan saga dogru yan yana
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yazilmast ile sekiz tabanli sayinin kesirli kismi elde edilmis olur. Bu isleme
carpim sonucunda elde edilecek sayinin sifir olmasina kadar devam edilir.
Konunun daha anlasilir olmasi amaciyla her iki durumla ilgili 6rnek
problemlerin ¢6ziimii asagida verilmistir.

Ornek 1. Bu problemde, on tabanli say1 sisteminde degeri 646,, = (?)s olarak

verilmis olan bir tam saymin B=8 sekiz tabanli say1 sistemindeki karsiliginin
hesaplanmasi istenmektedir.

Coziim 1: Bu amagla, yukarida anlatilanlara gore gerceklestirilecek ¢dziimde,
Oonce 646 sayist doniistiiriilmek istene sayi1 sisteminin taban degeri olan B=8
‘e ard1 sira boliinerek kalan degerleri,

On tabanl | Sekiz tabanli

646 | 6 A
80 0 |
10 2 :

1 | Tersi sirbda

olarak elde edilir. Daha sonra bu kalan degerleri bdlme isleminin tersi yonde
almarak soldan saga dogru yan yana yazilmasi ile sekiz tabanli say1
sistemindeki karsilig1 646,, =1206 5 olarak hesaplanmus olur.

Ornek 2: On tabanli sayi sisteminde degeri 646.328125 ,, = (?); olarak verilmis

olan bir tam sayinin B=8 tabanli say1 sistemindeki karsiliginin hesaplanmasi
istenmektedir.

Coziim 2: Boyle bir problemin ¢6ziimii i¢in yukarida sdylenenlere benzer bir
mantiktan hareket edilerek, once bu Kesirli say1 i¢in saymm tam kismi
yukaridaki gibi doniistiriiliir. Béyle bir doniisiim neticesinde tam say1 kisminin
sekiz tabanli say1 sistemindeki karsilig1 646,, =1206 4 olarak elde edilir. Daha

sonra kesirli kismi olan 0.328125 sayisinin doniisiimii i¢in asagida agiklandig
gibi,
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Tam kismu Kalan ondalikli kisim
0.328125*8=2.625 carpimin 2 almir 0.625
0.62*8=5.000 5 0.000

ard1 sira ¢arpim islemleri sonucunda elde edilen sayilarin tam kisimlari alinarak
islem sirasinda yan yana yazilir. Boylece, sekiz tabanli sayiya doniistiiriilmek
istene on tabanli 646.328125 ,, sayisinin kesirli kismi1 olan 0.328125 sayisi sekiz

tabanli say1 sistemindeki karsiligi 0,255 olarak elde edilmis olur. Daha sonra bu
0,254 sayisi, 646.328125,, sayisiin tam kismunin doniistiiriilmesinden elde
edilen 646,, =1206,; sayisina ilave edilmesinden 646.328125,, on tabanli
saymin Sekiz tabanli sistemindeki karsiligi 646.328125,, =1206.255 olarak
hesaplanmis olur.

COZULMUS ORNEK PROBLEMLER

Ornek 1: Bu &rnek islemde; (11001), +(1010), =( ? )y =( ? )10 =( ? )4,iKi
tabaninda verilmis olan iki saymin on ve dort tabanindaki degerlerinin
hesaplanmasi istenmektedir.

Coziim 1: Bu sorunun cevaplandirilabilmesi i¢in, 6nce iki tabaninda verilmis
olan say1
11001
+ 1010
100011

bi¢iminde toplanarak iki (Binary) say1 sistemindeki (B=2 tabamindaki) toplam
degeri (100011), olarak hesaplanir. Sonra bu sayi iki tabanina gore,

(100017, =1*2° +0*2* +0*2% 4 0*2% 41* 2 +1*2°

bi¢iminde ifade edilerek her bir teriminin ve bu sayiya karsilik gelen onluk say1
sistemindeki degeri

(100010, =1*2° +0%2* +0%23 +0%22 +1*2 +1%2° =324 0+ 0+0+2+1=235,=35
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olarak elde edilir. Daha sonra, B=4 dort tabanli say1 sistemindeki karsilik degeri,

islemleri neticesinde 203, olarak hesaplanir. Boylece, problemde sorulmakta
olan sorularin cevabi,

(11001), + (1010), = ( ? )p =( ? )y =( ? ), =100011 , = 35,, = 203,

olarak hesaplanmis olur.

Ornek 2: Bir diger 6rnek islemde; (11001),(101), =(? )y =(? )yo=( ? )4, iKi
tabaninda verilmis iki saymin on ve dort tabanindaki degerlerinin hesaplanmasi
istenmektedir.

Coziim 2: Boyle bir islemin ¢oziimiinde iki tabanli iki sayinin hem carpilmasi
islemi hem de baska bir tabandaki karsiliginin hesaplanmasi islemi birlikte
uygulanmaktadir. Bdyle bir ¢6ziim i¢in dnce iki say1 tabanli iki sayinin ¢arpimi

11001,
101,
R
00000

11001
1111101,

biciminde gergeklestirilerek bu iki saymin ¢arpimi (11001),(101), = ( 1111101 ),
olarak elde edilir. Sonra bu saymin on tabanl say1 sistemindeki karsiligi, burada
da Ornek 1 ‘de izlenen islem yoluna benzer hareket edilerek,

(1111109, =1%2° +1*2° +1*2* +1%23 +1%2% 4+ 0* 21 +1%2° =125/, =125
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olarak hesaplanir. Daha sonra bu 125,, =(?), sayisinin B=4 dort tabanindaki
karsiligi,

Tam_sayt | Kalan degeri

olarak elde edilir. Sonugta, bu problemde sorulmakta olan sorularin cevabi,
(11001),(101), =1111101 , = 125,,=1331, seklinde hesaplanmis olur.

Ornek 3: Bu problemde; (10010011), : (11), +(111), =(?), =(?)10 =(?)4
islemlerinin yapilarak sonuglarin iki, on ve dort tabanli sayi sistemlerinde
hesaplanmasi istenmektedir.

Coziim 3: Boyle bir problemin ¢ézlimiine iki tabanli iki saymin boliimiinden
baglanarak ilk iki terim igin,

10010011 |11
11 110001

0011
11
000011
11
00

boliim hanesinden (10010011 ), : (11), = (110001), degeri elde edilir. Daha sonra
bu deger tigiincii terimle toplanarak,

110001
+ 111
111000
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toplanarak, (10010011 ), : (11), +(111), = (111000 ), olarak elde edilir. Buna gore
de, islemin iki tabanli sayr sistemindeki (111000 ), =(?),,=(?), sonug
degerinin on ve dort tabanl sayi sistemindeki karsilik sayilari, daha onceki
orneklerde yapilan islemlere benzer sekilde bir yol izlenerek,

on tabanli sistem igin,

(111000, =1*2° +1*2%1*2% +.0*2% +0*2* +0*2° =32+16+8=(56),, =56

ve
56 4
4 |14 14
16 12 3 3 14
16 2.kalan 02 o ro
1. kalan 00 3. kalan 3

Bolme islemleri sonucunda kalan degerlerin soldan saga dogru once 3. kalan,
sonra 2. kalanin daha sonrada 1. kalan sayilarin yazilmasi ile dort tabanli say1
sistemindeki karsilik degeri (111000), =(320), olarak elde edilmis olur.

Sonugta, sorunun cevabi (10010011 ), : (11), +(111), = (111000 ), = (56),, = (320), olur.

Ornek 4: Konuyla ilgili bir diger problem de (10010011 , :11,)(101,) = (?), = (?),
olarak verilebilir.

Coziim 4: Boyle bir problemin ¢6ziimii i¢in daha dnceki 6rneklerde oldugu
gibi dnce parantez i¢i halledilir. Bu amagla yapilacak bolme islemi neticesinde
(10010011 , :11,) = (110001), degeri elde edilir. Daha sonra bu sonugla iiciincii

terim olan 101, sayisi ¢apilarak, carpma islemi neticesinde

110001

X 101

110001
000000
+110001

11110101

carpma islemi neticesinde 11110101 , degeri elde edilir. Bdylece, problemde
sorulmakta olan (10010011 , :11,)(101,) = (11110101 ), iki tabanli say1 sistemindeki
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karsilig1 hesaplanmis olur. Daha sonra, buradan dort tabanli say1 sistemindeki
karsilik degerini elde edebilmek i¢in dnce on tabanli say1 sistemindeki karsiligi
hesaplanir. Bu amagla,

(11110103, =1*27 +1%2° 41%2° +1*2% 4 0*2% +1*2%2 4 0*2! +1*2°

yazilarak yapilan hesaplamalardan on tabanli say1 sistemindeki karsiligi
(11110101 ), =128 +64 +32 +16 +4+1=245,, =245 elde edilerek bunun dort tabanl

saylya doniistiiriilmesinden (10010011 , :11,)(101,) = (3311), sayis1 bulunur.

ALISTIRMALAR

Problem1) a) 49,,=(.?.), , 612,5=(.?.), , 128.24;5=(..7.),
b) 05650=(.2.), , 248,,=(.2.), , 0.111;5=(.2.),
c) (11001), =(.?.);0 » (@1111), =(.?.)10,» (0.11), =(.?..)10
d)  (11.001), =(.2.)3 , (0.001), =(.?.)1 , (1.101), =(..2.)50
e) (101001),(1101), = (.?2.)5 = (.?.)10 = (-2.)5 = (.2.)4
islemleri hesaplanmak istenmektedir.

Problem2) a) (54)g=(.7.)10 » (54.3)g=(.?.)10 » (162)g=(.2.),
b) (BA7)s=(.2.)10 » BAT)s=(-7)g » BAT),=(.2.)9
d) (1110110 ), — (0100101 ), = (.?.), = (-?.)10 = (-?2.) 4
)  (11001),(1010), = (.2.)5 = (-?.)10 = (-2.)g = (-2.)4
islemleri hesaplanmak istenmektedir.

Problem 3) a)  (45)g +(36)g =(..?.)10 , (54.3)g +(45.3)3 =(..7.)10
b) (45)g —(36)g = (-?.)10 » (54.3)5—(45.3)g =(.?.)10
C) (162)g:(12)g =(.?.), , (162)g:(12) =(..?.);
d)  (5A7). +(163)g —(1001), = (..?-)19
e)  (5A7)56 +(163)g —(100,2), = (-?.)10,
f)  (11001),(1010),(26)g =(..?.), =(-?.)10=(-?.)g =(.2.)4
g)  (11001),(1011), =(.?.), =(.?.)10=(-2.)g =(.?.)4
islemleri hesaplanmak istenmektedir.

36



2. BOLUM

HATALAR VE HATA OLCUTLERI

3. SAYISAL COZUMLEMEDE HATALAR VE HATA OLCUTLERI

Sayisal ¢6ziimlemede bir algoritmanin ¢oziimiinden output bilgisi olarak elde
edilen sonug ya da ¢ikt1 degerlerinin kalitesi her birinin ger¢egi ne derece temsil
etmesi ile Slciiliir. Bu gibi bilgilerde olusabilecek hatalar; girdi bilgileri de dahil
algoritmanin ¢6ziimiinde uygulanan islem adimlarimin her birinde meydana
gelecek cesitli hatalarin bir birikimi neticesinde olugurlar. Bu hatalar, hataya
neden olan olaym bulundugu birime gére Diyagram 2 ‘den de goriilecegi gibi

e Girdi (Input) iinitesinde (biriminde) olusan hatalar,
e Islem Unitesinde (biriminde) olusan algoritma ¢zme hatalar

seklinde ele alinabilirler. Hata kuraminda bu hata tiirlerinin her biri farkl
nedenli oldugundan farkli o6zellikleri de sergilerler. Output initesinde ¢ikti
bilgilerinin kalitesini gosteren bu tiir hatalarin toplam etkisini temsil eden ¢ikti
hatast; girdi (Input) ve bilgi isleme (ya da algoritma ¢ozme) iinitelerinde olusan
bu tiir hatalarin ¢6ziim algoritmasina gore sonu¢ degerleri {izerindeki toplam
etkisini gostermektedir. Hatirlanacagi gibi uygulamada bu durum, hatalarin
yayilmasi kurali olarak adlandirilir.

Sayisal ¢6ziimlemede veri hatalar1 farkli sekillerde olabilir. Bunlardan biri;
¢oziim algoritmasinda input bilgilerinin denemeler sonucunda elde edilmis
ornekleme yada gozlem degerleri olmasi halinde olusacak hatalar, bir digerinin
de; bir islem algoritmasinda input verilerinin irrasyonel sayilardan ya da kesme
ve yuvarlatma hatalarini iceren yuvarlatilmis sayilardan olmasi halidir. Bu
hatalardan her biri, 0Ozellikleri geregi farkli sekillerde ele alinarak
incelenebilirler.

3.1. Input Veri ya da Ol¢ii Hatalar

Sayisal ¢6ziimlemede input veri hatasi olarak oOl¢ii hatalarinin kullanilmisg
oldugu duruma, daha ¢ok sayisal iglem algoritmalarinda deneysel gozlem
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degerlerinin ya da dogrudan olciilerin veri olarak kullanildigr durumlarda
rastlamak miimkiindiir. Bu hatalar, daha ¢ok ortamdan, aletten ve kisilerden
kaynaklandiklari i¢in bunlardan her biri bir deneysel sonucu veya veriyi farkl
karakterde etkilerler. Bu nedenle, ozellikleri geregi farkli sekillerde ele
alinabilirler. Bu duruma uygun olarak girdi bilgisi olarak kullanilabilecek bu tiir
veri hatalar

1) Kaba hatalar,
2) Sistematik hatalar,
3) Diizensiz hatalar

biciminde baslica ii¢ grup altinda ele alinabilirler. Bunlardan sistematik hatalar,
karakterleri geregi kendi aralarinda da;

2-a) Sabit sistematik hatalar,
2-b) Tek tarafh sistematik hatalar,
2-C) Cift tarafl sistematik hatalar

seklinde ii¢ gruba ayrilabilirler.

Kaba hatalar, deneysel verilerdeki biiyiik yanilmalari temsil etmektedir. Bunlar
daha ¢ok deneyi yapan kisiden veya aletlerdeki kalibrasyon bozukluklarindan
kaynaklanirlar. Kalibrasyonu tam bir aletin kullanilmasi halinde, bu hatalar;
deney sayisini artirmakla ve verilerin karsilastirilmalar1 neticesinde fark
olunabilirler.

Ikinci tiir hatalar sistematik karakterlidir, bunlar daha ok, deneyde kullanilan
aletlerden ve ortam kosullarindan kaynaklanirlar. Sabit karakterli olanlari,
genellikle aletlerden kaynaklanmaktadir. Aletlerin uygun sekilde kullanilmalari
ile, bir diger deyisle, uygun deney yontemleri kullanilarak giderilebilirler. Tek
tarafli olan sistematik karakterli hatalar ise; degerce farkli ancak isaretge sabit
yonde sonuglart etkilerler. Genelde, kisi yada ortamdan kaynaklanirlar. Bunlar,
hi¢cbir zaman tam giderilemezler, deney sayisim1i ve seklini artirarak
azaltabilirler. Cift tarafli sistematik hatalar, genelde ortamdan kaynaklanirlar.
Isaretce ve miktarca farkli olurlar. Hataya neden olan parametrenin bulunup
etkileri hesaplandiktan sonra verilerden 6zel hesaplamalar yoluyla
giderilebilirler.

Uciincii tiir hatalar, diizensiz hatalar olmaktadir. Bunlar, bunlarin nedenleri

hicbir zaman bilinemez. Tekrar sayisini artirmakla verilerden giderilemezler.
Isaret ve degerce degiskendirler. Her zaman deneysel verilerde bulunduklar
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diisiiniiliir. Degerce oldukca kiiciik hatalardirlar. Bunlar hakkinda sadece iki
Ozellik bilinmektedir. Bir deneyde, tekrar sayisi sonsuz gidince; isaretge
simetrik olurlar ve kii¢iik miktarli olanlarinin sayis1 biiyiik miktarli olanlarindan
daima fazladir. Bu haliyle, istatistik normal dagilima uyduklarindan ancak
matematik istatistik kurallara gore hata teorisi konular1 igerisinde
incelenebilirler. Sayisal ¢oziimleme konular igerisinde ele alinmazlar.

Sayisal ¢oziimlemede Input veri hatasi olarak sadece Ol¢ii hatalar1 kullanilmaz.
Bazi durumlarda veriler irrasyonel yada baska bir algoritmanin ¢dziimiinden
elde edilmis sayilar olabilir. Bu durumda, her bir verideki hata ¢ikt1 bilgilerini
olumsuz yonde etkileyerek onlarin da hatali degerler olmasina neden olur.
Sayisal ¢oziimlemede bu tiir sayilarin da ¢oziim algoritmasinda girdi verisi
olarak kullanilmis olmasindan ¢ikt1 iinitesinde olusacak output hatalarmin da
incelenmesi diger bir konu oldugu unutulmamalidir.

3.2. islem Hatalar

Sayisal ¢oziimlemede c¢ikti bilgilerini her zaman olumsuz yonde etkileyen
hatalara, daha onceki paragrafta sozi edildigi gibi sadece, irrasyonel sayilarin
veya gozlemlere dayali Olgli degerlerinin kullanilmis olmasi halinde
rastlanilmaz. Bazen de algoritmik islemlerde kullanilan trigonometrik
fonksiyonlarin  sayisal degerlerinin hesaplanmasinda yeterli terimlerin
alinmamis olmasindan veya islemlerdeki kondisyon bozuklugunun neden
olacagi hatalar bigiminde rastlamak miimkiindiir. Sayisal ¢oziimlemede ¢ogu
pratik amagclar i¢in bu tiir hatalar, sayilar veya algoritmalardaki yuvarlatma
hatas1 (Roundoff Error) ya da kesme hatasi (Truncation Error) olarak
adlandirilir ve sayisal ¢oziimlemenin konular1 i¢inde ele alinmasi gereken ve sik
karsilagilan hata tiirlerinden biri olmaktadirlar. Ayrica bu hatalar belli bir
algoritmanin ¢oziimii neticesinde elde edilen output verilerini dogrudan
etkilediklerinden ¢ogu zaman sonuglarin yanlis olmalarina bile sebep olabilirler.
Bu nedenle, bu tiir hatalar sayisal ¢oziimlemede, input veri hatalarina oranla,
iizerinde en ¢ok durulmasi gereken konulardan biri olmaktadir. Bir problemin
¢Ozlimiinde bu tiir hatalar denetim altinda tutuldugu siirece, etkin sonuglar elde
edilebilir.

3.2.1. Kesme Hatas1

Bilgisayarlarda islemler yapilirken bazi kapali fonksiyonlarla ifade edilen
fonksiyonlarin(Trigonometrik, Ussel fonksiyonlar ...vs.) sayisal degerlerine
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ihtiya¢ duyulur. Bilgisayarlarda bu gibi fonksiyonlarin degerlerini kullanirken,
bunlarin seri acilimindan elde edilen; n adet teriminden belli sayidaki
terimlerinden hesaplanmis degerleri kullanilir. Ornek: Sin x fonksiyonunun
belli bir x degerine karsilik gelen degerini hesaplayabilmek i¢in bu fonksiyon
Taylor serisine a¢ilir ve agilim neticesinde,

Sinx=x—x3/3+ X /81— x"/T+........

seri ifadesi elde edilir. ilgili hesaplamalarda Sinx kapali fonksiyonu yerine bu
ifadenin seriye acilmis ifadesi olan x—x3/3+x°/51—x"/71  seklindeki seri
acilimmin 7. dereceden terimine kadar olan terimleri kullanilarak, Sinx degeri

hesaplanir. Boyle bir hesaplamada arda kalan daha yiiksek dereceden terimler
dikkate alinmadigindan,

Kesme hatas1 = Sinx—(x— X3/3!+ x5/5!— x7/7!)
seklinde bir kesme hatasi olugsmaktadir.

Bu sekilde; kapali fonksiyonlarin belli bir degere karsilik gelen fonksiyon
degerlerini, seriye agilmig ifadelerinde belli dereceden terimine kadar
olan terimlerini dikkate alinarak, géz ardi edilen daha yiiksek dereceden
diger terimlerinin dikkate alinmamis olmasinin, fonksiyonun degeri
iizerindeki olumsuz etkisi kesme hatasi olarak adlandirilir. Bu hatanin
degeri de islem aninda goz ardi edilen terimlerin degerlerinin toplami
kadar olur.

Ornek: Konuyla ilgili bir diger 6rnek problem de « =75° derecelik bir aginin

tan o trigonometrik fonksiyon degerinin
3
a
tana =a +—
3

seklindeki bir seri agilimi yardimiyla hesaplandiginda yapilacak kesme
hatasinin hesaplanmasi istenmektedir.

Coziim: Bu sekildeki bir problemin ¢oziimiinde yapilabilecek kesme hatasinin

degerini hesaplayabilmek igin 6nce o = 75° acmin tana degerinin kesin
olarak bilinmesi gerekir. Boyle bir durum asagidaki gibi ¢oziilebilir.
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Bu ABC eskenar iiggeninde tiim i¢ agilar birbirine esit ve 60° derecedir. Her
kose noktasindaki yiikseklikleri ayni zamanda hem kenar, hem de a¢1 ortayidir.
Bu ozelliklerden faydalanarak, A noktasindaki AE yiiksekligini veya kenar
ortayin1 ayni dogrultuda uzatarak AB=AF olacak sekilde bu kenar ortayi
iizerinde bir F noktasi alinarak E noktasindaki agis1 dik 90° ag1 olan bir BFE
dik tiggeni olusturulur. BFE dik ii¢ggeninin F noktasindaki agisi, ABF bir
ikizkenar {licgen olacagindan «=75° kadardir. BE ve EF dik kenar
uzunluklart da; ABC eskenar tiggeninin kenar uzunluklar1 a ise, BE=a/2 ve

EF = (&) olur. BFE dik iiggeninde, F noktasindaki o =75° acisinin
tan o yazﬂlrsa, bunun kesin degeri,
tang = 25— 8/2 3730050807 .
EF 23, 2-43

(7)
o8
olarak hesaplanir. Ayn1 aginin yine tan«a degeri tana =o + 5 formiiliinden

a=75° derece degeri a=75"/p" ve p°=180°/7=57°29577951 alinarak

a =751 p°® =1.308996939 radyan birimine doniistiiriilerek hesapladiginda,

a3
tana =« +? = 2.05664057 ...

degeri elde edilir. Sonugta, bu sekilde, farkli iki yoldan hesaplanan tanc
degerlerinin farkindan, yapilacak kesme hatasinin degeri,
3
Kesme hatasi = _(a+a_ I
2-43
= 2.0566405 - 3.732050807=-1.675410237
olarak hesaplanir.
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3.2.2. Yuvarlatma Hatasi

Cesitli hesaplamalar sirasinda, hesaplama islemlerinin sonuglar1 istenilen
sayidaki rakamdan daha fazla olurlar. Boyle sayilardan istenilen basamaktaki
yada sayidaki rakamdan olusan bir degeri almak i¢in son haneleri yuvarlatilir.
Bu yuvarlatma islemi, istenen basmagin sagindaki rakammn 5 ile
karsilastirilmast ile yapilir.

Istenen son rakam 5 ‘den kiiciikse dikkate alinmaz, atilir. Biiyiikse bir artirilir
ve Ust degeri alinir. Esitse birlik olsun diye yuvarlatilan sayinin son rakami ¢ift
say1 olmasina dikkat edilir. Bu durumlar bir 6rnekle agiklanmak istenirse;

Verilen sayt Yuvarlatilan say1  Karsilastirma Hatast
54.763 54.76 3 kiiciiktiir 5 atilir - 0.003
54.766 54.77 6 biyiktir 5 1 ilave edilir +0.004
54.765 54.76 5 esittir 5 atilir +0.005
54.7652 54.77 52 biiyiikeiir 501 ilave edilir  +0.0048
54.7649 54.76 49  kiictiktiir 50 atilir -0.0049

seklinde yuvarlatmalar yapilarak belli basamaga kadar yuvarlatilmig sayilari
elde edilir.

Benzer durum; ayn1 basamakli iki sayini carpma islemi sonucunda hesaplanan
sayinin ti¢ basamakli olarak yuvarlatilmasi i¢in diisiiniildiigiinde;

0.236 *10!
0.127 *10*

1652
472
236

0.029972 *10°
0, 5 yuvarlatma siniri

0.300 *10' cevap

olarak verilebilir. Burada |Yuvar|atmahatac~:¢|=0.28*10‘2 kadar olmaktadir.

Yuvarlatma hatasi ile benzer diisiince; toplama ve ¢ikarma islemlerinden elde
edilen sonuglar icin de gosterilmek istenirse;
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Toplama Islemi Cikarma Islemi

0.742 *10? 0.314 *10!

0.927 *102 —0.313*10*

1.669 *1072 0.001*10! =0.100*10*
5 Yuvarlatma sinirt

0.167 *10°

seklinde agiklamalar yapilabilir.

Gilintimiizde, bu gibi el veya mekanik hesap makineleri ile yapilan hesaplamalar
yerine daha ¢ok gelismis teknolojinin {iriinii olan bilgisayarlar kullanilmaktadir.
Bilindigi gibi, bilgisayarlarda yazi yazilabilecek en kii¢iik birim “Bite” olarak
adlandirilir. Bir Bite ‘lik alana sadece bir rakam, ikili say1 sisteminde ya 0 yada
1 rakamlar1 yazilabilir. Ayni sekilde, 8 Bitlik bir alan bir Byte olarak adlandirilir.
Buna gore; biitiin tam sayilar, bilgisayar belleginde 2 Byte uzunlugundaki bir
alanda; bu sayilarda islii gdsterim olmadigindan, ilk Bite sayinin isareti, geri
kalan 15 Bite de sayinin kendisi, 5 basamak giivenirlikle, (2'°-1)=+32767

araligindaki degerleri alabilecek,

1. Byte 2. Byte

[ [T TPl T

sekilde yazilir.

Benzer sekilde Gergel sayilar; 4 Byte uzunlugundaki 32 Bite ‘lik bir alana; ilk
Byte ‘in ilk Bite ‘ne iissiin isareti ve geri kalan 7 Bite de say1 degeri, diger 3
Byte ‘lik alanin ilk Byte ¢ nin ilk Bit ‘ine saymn isareti geriye kalan Bitlere de
sayinin kendisi, 7 anlamli basamakla;

1. Byte 2. Byte

+ fifsftfe[t] [ [+ [sfafyi [n]1]n
3. Byte 4. Byte

k Jelnfd]i]s]ilyla Jz]:i]I]a]c]a]k

yazilabilecek en biiyiik say1 22 —1=838607 degeri olacak sekilde yazilir.

Bunun gibi; ¢ift duyarlikli sayillar 8 Byte uzunlugunda 55 Bit iizerine, 16

basamak giivenle yazilabilecek en biiyiik say1 2°° —1=3.6028797 *10*° olacak
sekilde;
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1. Byte 2. Byte

+ fufsftfelt | [ [+ [slafy[t[n]t]n
3. Byte 4, Byte

k Jelnfd]i]s]ilyla Jz]i]I]a]c]a]k
5. Byte 6. Byte
HEEEEN T[] ]
7. Byte 8. Byte
[T L]

yerlestirilebilirler. Bu sinirlar1 asan sayilar bilgi sayarlara iistel bicimde yazilir
ve iglemleri bunlarla gerekli yuvarlatmalar yapilarak sonuglandirilir.
Bilgisayarla islemleri yaparken olabilecek bu tiir hatalar yuvarlatma hatasidir.

Konu daha iyi anlagilabilmesi i¢in benzer 6rnek; 2700 sayisi ile 0.02 sayisinin,
Bilgisayarlarda say1 depolama ve islem yapma mantig1 kullanilarak, tek(single)
duyarlikla toplanmasi ile verilmek istenirse; bu sayilar once iistel bicimde
gerekir. Buna gore; 2700 =0.2700 *10* ve 0.02 da
0.02=0.2*10" olur. Bu iki saymin bilgisayarlardaki gibi toplanabilmesi igin
{iste] degerlerinin esit olmasi gerekir. Ustel kisimlar1 esitlendiginde; bu
sayilarin toplami,

yazilmasi say1si

2700000 = 0.2700 *10"
+ 0.02=0.2*10"' =0.000000002 *10’
2700000 ,02 = 0.270002 *10

olarak hesaplanir.

Bu say1 tek duyarlikli hesaplandigindan sonugta giivenli basamak 7 adet
olacagindan, 2700000,02 degeri yuvarlatilarak 2700000 olarak elde edilir. Geriye
kalan 0.02 degeri yuvarlatilarak atilir. Bu deger yuvarlatma hatasi olur ve
bundan sonra iglemler var ise biitiin sonuglar1 belli bir oranda etkileyerek
sonuglarin yanlig olmasina neden olur.

3.3. Hata Olgiitleri ve Hata Yayllma Kurah
Sayisal ¢oziimlemede kullanilabilecek hata 6lgiitlerini, gerek input bilgisi olarak
islemlerde kullanilabilecek deneysel verilerde, gerekse islemlerde olusabilecek

yuvarlatma ve kesme hatalarmin tiir ve Ozelliklerine gore farkli sekillerde
tanimlamak miimkiindiir. Hata teorisinde; kesme ve yuvarlatma hatalar1 i¢in
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mutlak hata ve bagil hata Olgiitleri kullanilirken, deneysel veri hatalar1 icin
karesel ortalama hata (ortalama hata), mutlak hatalar ortalamas1 veya muhtemel
hata gibi bazi ol¢iitler kullanilir.

3.3.1. Mutlak ve Bagil Hatalar

Sayisal coziimlemede; daha Once sozii edildigi sekilde, sayilarin gerek
yuvarlatilmast sonucunda, gerekse kesme isglemleri sonucunda olusabilecek
hatalari;

A: Sayimin hatasiz degeri,
a : Yuvarlatma ve kesme islemleri yapildiktan sonra elde edilmis degeri,

olmak tizere,
g(a) =A-a

seklinde tanimlanabilir. Sayisal hesaplamalar icin bu sekilde tanimlanan ¢ok
kiigiik miktarli sonlu biiytiklikteki toplam &, hata degerleri; pozitif degerli

olabilecegi gibi negatif degerli de olabilirler. Ancak, her islemde bdyle bir
hatanin alabilecegi maksimum degeri isaretge farkli olmasina karsilik mutlak
degerce daima esit olabilir. Hatalarin bu 6zelliginden faydalanarak, ¢, =|a— Al
matematik olarak bu sekilde tanimlanan, mutlak hata degerlerinin alabilecekleri
maksimum deger; A = &@)mx. » DUtln sayisal islemler i¢in bir hata Slgitii

olarak kullanilabilir. Bu diisiinceden faydalanarak, bdyle bir 6l¢iit; bir saymin A
hatasiz degeri, a yuvarlatma ve kesme islemleri yapildiktan sonra elde edilen
degerinden +A, kadar farkli, a—Ay( A (a+Ag, sirlar arasinda olacag

veya bunun bir baska sekilde ifadesi olarak,-A,( A-a ( Ay olmasi

gerektigi varsayimindan hareketle, hatasiz degerinin bu aralikta olmasi gerektigi
sOylenebilir. Bu amagla, sayisal ¢oziimleme hesaplamalart igin A,y = (5 max.

mutlak hata bir 6l¢iit olarak kullanilabilir.

Sayisal ¢oziimlemede bazi durumlar i¢in sadece aralik belirten boyle bir olgiit
yerine yalniz bir oransal say1r olan, mutlak hatamin kendi degerine
boliinmesinden elde edilen,

A

CE
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Bagil (izafi, oransal, goreceli) hata degeri, daha uygun olacag: diisiiniilerek
diger bir hata 6lg¢iitli olarak kullanilir. Boylece; sayisal ¢oziimlemede islemlerin
dogrulugunu denetlemek i¢in kullanilabilecek duyarlik 6l¢iitleri,

e Mutlak Hata
e Bagil (oransal, izafi) Hata

gibi iki farkli hata kriteri olarak tanimlanmis olur. Bunlardan mutlak hata 6lgiitii
birimli bir say1 olabilmesine ragmen, bagil hata ol¢iitii her zaman birimsiz yada
boyutsuz bir say1 olmaktadir.

Sayisal ¢oziimleme hesaplamalari i¢in bu sekilde tanimlanan hata Olgiitleri,
hatal1 sayilarin bir fonksiyonu seklinde hesaplanan diger degerler igin de ayni
sekilde kullanilabilir dlgiitler olmaktadir. Ancak, boyle durumlarda algoritma
¢coziimii bi¢iminde elde edilecek ¢ikti iirlinlerinin hatasi, hatalarin birikimi
esasina goOre gelistirilen hatalarin yayilmasi1 kurali ile gerceklestirilebilir.
Niimerik analizde, algoritma ¢dziimii konular1 ile ilgili hatalarin yayilmasi
kurallar asagidaki gibi ele alinip agiklanabilir.

3.3.1.1. Aritmetik islemlerde Mutlak ve Bagil Hatalarin Yayilmasi1 Kurah

Hatirlanacagi gibi, aritmetikte sagladigi bazi pratik kolayliklar yoniinden
islemler toplama, ¢ikarma, carpma ve bolme seklinde dort adet olduklar
sOylenir. Ancak, carpma toplaminin, bdlme ¢ikarmanin kisa ifadesi oldugu
diisiiniiliirse geriye temel aritmetik iglem olarak toplama ve ¢ikarma kalir. Bu
durumda aritmetikte temel islemler iki adet olur. Yine, aritmetikte dekatik
tamlama islemi dikkate alinirsa, dekatik tamlama sayesinde ¢ikarma toplama
islemine doniigeceginden aritmetik temel islem dort degil sadece toplama olarak
kabul edilip bir tane oldugu soylenebilir. Dekatik tamlama ile ilgili bir 6rnek,
dekatik tamlama i¢in dekatik toplam sonucundan atilacak degerlerin islemin
basamak adeti ile ilgili olup 10, 100, 1000, 10000 ....., vs. degerler olduklart
dikkate alinarak,

Normal ¢ikarma Dekatik toplama islemine
islemi gore ¢tkarma iglemi
4263 4263
-2053 + 7947 (dekatik tamlama degeri)
2210 12210 (dekatik tamlama toplamindan 10000 atilir)

olarak verilebilir.
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Ancak ne var ki, durum bodyle olmasina ragmen, burada yine de eskiden beri
kabul edildigi gibi konular alisila gelen bir diizen igerisinde ele alinarak
aritmetik islemlerin dort adet oldugu varsayimindan hareket edilerek biitiin
aritmetik islemlerde mutlak ve bagil hatalarin yayilmasi ele alinmistir.

3.3.1.1.1. Bir Toplamin Mutlak ve Bagil Hatasi

Hatasiz, gercek degerleri A, ve A, olan iki saymin hesaplanmus degerleri a,
,a, ve mutlak hatalartda A, , A, olsun. Bu sayilarin gergek degerleri igin
a—Aa)( A (@ +Ag) Ve 8, ~Ap,)( Ay (a; +A,) yazlabilir.

Buna gore bu iki sayinin toplami;

& —Ae)( A (A +Aq)

3 —Ap)C Ay (@ +Ax,)
4+

(81 +35) —(A@) TA@) XA+ Ay (B +3) +(A) +A@,))

olur.

Buradan, elde edilen toplam sonucunun mutlak hatasi, A .a,) =) +A3,)

olarak yazilabilir. Sonugta, durum genellestirilirse;
A@ragh....ra) =By FA@,) +ot A )

ifadesine gore; bir toplamin mutlak hatasi, her bir saymin mutlak hatalarinin
toplamina esittir. Bagil hatanin tanimindan, bdyle bir toplamin bagil hatasi da

5(a1+a2+ ....... +a,) — |a1 +ay + tra
..... n

olur.

Ornek: a; =3.22 sayist ve mutlak hatas Aa) =002, a, =1.0148 sayist ve
mutlak hatast A, )=0.0002 ve a;=9.6 sayisi ve mutlak hatast A, ) =01

olarak verilmis olsun, bu sayilarin toplami olan;
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a, =3.22 Ag) =0.02

a, =1.0148 A(az) =0.0002
a;=9.6 Ay =01
+ +
a;+a, +a; =a=13.8348 A tA@z) A, =A@ =0.1202

a=13.8348 degerinin mutlak hatast Ay =0.1202 olmaktadir. Benzer sekilde

toplamin bagil hatas1 da

0.1202
) =——=0.0217
(138348) 13.8348

olur.

3.3.1.1.2. Bir Farkin Mutlak ve Bagil Hatasi

Benzer sekilde, hatasiz gercek degerleri A, ve A, olan iki saymin hesaplanmig
degerleri a; ve a, vemutlak hatalartda A, , Ay, olsun. Bu sayilarin
gergek degerleri igcin & —A)( A (d+Ag) V& 8, —Ar)( Ay (A +Aq,)

yazilabilir. Buna gore iki sayinin farki;

a1 —Ay( A (@ +Ap)
A +An,)) Ay )8, —Aw,) (seklinde yazilarak farki)

(31 —35) = (A TAE) KA — Ay (31 —35)+ (D) +A,))

olur. Buradan, elde edilen farkin mutlak hatasi, A _o)=(A) +A4g,) olarak

yazilabilir. Durum genellestirilirse;
A(al—az— ....... —a,) — (A(a1) +A(az) +.o .+A(an))

ifadesine gore; bir farkin mutlak hatasi, her bir sayinin mutlak hatalarinin
toplamina esittir. Bagil hatanin tanimindan, bdyle bir farkin bagil hatasi da

O(ay-a,-.-a,) =
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olur.

Ornek: a, =9.78 sayist ve mutlak hatasi A@) =002, a, =323 sayisi ve

mutlak hatasi A, =0.01 olarak verilmis olsun, bu sayilarin farkinin mutlak

hatasi;
- a, =3.23 + Ay =001
a.l - a.2 =a= 655 A(al) +A(a2) = A(a) = 003

a = 6.55 degerinin mutlak hatasi A, =0.03 olmaktadir. Bagil hatasi da

0.03
S ec) = —— =0.0046
(655) 6.5

olarak hesaplanir.

3.3.1.1.3. Bir Carpimin veya Boliimiin Mutlak ve Bagil Hatalar

Burada da; sayilarin hatasiz gergek degerleri A, ve A, olan iki saymin
hesaplanmig degerleri a ve a, ve mutlak hatalari A, , A, ve bagil

hatalart 5,y , &, olsun. Ayn diisiince ile bu sayilarin gergek degerleri igin
a—Aa)( A (@ +AE) Ve 8 —Ap)( Ay (8 +A,) yazilabilir. Burada;

A
(a)
ak iA(ak) = ak (1i akk ): ak (1i 5(ak))

Ozelliginden faydalanarak;

& —Ae)( A (A +Aq)
ifadesi i¢in

Q(-0) A (A+5n)) Ve a—Ap)( Ay (@ +Axm,)

ifadesi icin de
QA=) X Ay (@ (1+5,))
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yazilabilir.

Bu iki ifadenin taraf tarafa garpilmasi sonucunda elde edilen &,y , &, gibi

ikinci dereceden terimler ¢ok kiiciik olacaklarindan ihmal edilerek;

1=y A (ald+5g)
QA=) X Ay (B (1+5,,)
X
3, (1-6) =@ ARy (a4 (L1+5,) +5,))

ya da
a3, il— (O +(a2) )}( AA, (3, {1+ (O(a) t9ay )}

sunucu elde edilir. Buradan da bir carpimin bagil hatalar1 arasinda
5(848;) = (s + s, 1liskisinin oldugu goriliir. Neticede, varilan sonug

genellestirilirse; carpimin bagil hatasi,

5(a1a2 ....... an) = 5(31) + 5(32) +.on + 5(an)

her bir ¢arpanin bagil hatalar1 toplamina esit oldugu seklinde genellestirilerek
sOylenebilir.

Ornek: a; =1.45 sayis1 ve mutlak hatast A@) =001, a, =228 sayisi ve
mutlak hatasi Ay =0.02 Ve, a3=112 sayisi ve mutlak hatast A ., =0.01

olarak verilmis olsun, bu sayilarin carpiminin bagil hatast;

0.01 0.02 0.01

5 _ " + =~ 0.025
(1452287112) T4 45 2928 1.12

olur. Ayni sekilde, mutlak hata ile bagil hata arasindaki iliskiden faydalanarak
mutlak hatast da A 45008910 = (1.45%2.28%1.12)*0.025=0.09 olarak

hesaplanabilir.

Neticede, bir ¢arpim isleminde eger sayilardan birinin bagil hatasi sifir ise, bu
durumda ¢arpimin bagil hatas;
F(a;) =) + O(a;) =0+ (a,) =ay)

) —
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ikinci sayinin bagil hatasina esit olur.

Boylece; yuvarlatilmig hatali bir degerin bagil hatas1 desimal noktanin yerine
bagh degildir. Ayn1 sekilde, boyle bir say1 bir tam say1 ile ¢arpildiginda bagil
hatanin degismedigi sdylenebilir. Benzer sekilde bir ¢arpimin mutlak hatasi
hesaplandiginda; iki sayinin ¢arpiminin mutlak hatasinin,

A,

A(aa,) = 01320(2125) = 3@,0(4,) = 4 =,

oldugu goriilmektedir.

Bunun sonucunda da, sayilardan birinin mutlak hatast A, =0 ise, mutlak

hatasi sifir olan sayi ile diger sayinin mutlak hatasinin ¢arpimi bu iki saymin
carpiminin mutlak hatasina esit oldugu sdylenebilir. Bunun sonucunda da;

a;,8, ., &, yuvarlatilmis sayilar, c,,c,,...., ¢, de bunlara karsilik gelen
pozitif tam saylar ve AayrDiay) e A@) mutlak hatalar1 olmak tizere;
n
0(Clay +Ca5 + v +Cnan) =C1A(a) +CoA®,) + o +ChA,) = 2Cil(a)

olur. Buradan; bir sayinin tersinin bagil hatasi; A)Y0 ve a)0 olmak lizere;

1 1

a a-Ag

A Am A

A = = =
a(@a-Ag) a2

&)
a

TV
(a)

1- @&

==

burada &,y degeri 1 ‘in yaninda gok kiigiik oldugundan ihmal edilirse;

_A@ _ 1A

Ay
1 2
(a) a a a

1
)
a @
oldugu goriiliir. Buradan; bir saymin tersinin bagil hatasi da;

1
@ %
61 = = :5(3)

1
a

olur.
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Neticede; bir boliimiin bagil hatasinin, béliinen ve bélen sayilarin,

1
5 = 5(a1 —) = 5(611) + 5(a2)
a

&
(;2)

bagil hatalarmin toplamina esit oldugu goriilmektedir. Bu islemlerin sonucunda;
a" gibi bir iislii ifadenin bagil hatas;

Sary =0(@ @ i@ ) = () +(a) o +5(q) =NJ()

ve mutlak hatasi da;

-1
A =N an 5(3) =N an A(a)

(a"

olarak hesaplanabilir.

Ornek: a=200 sayisinin mutlak hatast Ay =0.03 olarak bilinmektedir. Bu

saymin Yy =a° seklinde hesaplanan Yy degerinin Ay mutlak ve &,y bagil

hatalar1 ne kadar olur?

Coziim: y=a® sayisimn bagil hatasi; bir garpimin bagil hatalarina iliskin
kurallara gore;

A A
olur. Mutlak hatasi ise; &y, i ()Y S = ﬁ tanimlarindan
a
A@ _
&

Aty =Wy =[a%[5) = 3a%|6) = 32| 3a%A 4 = 3(22)0.03 = 0.36

olarak hesaplanir. Buradan bagil hatasi,
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olarak bulunur.

Benzer sekilde; y="%a gibi n dereceden bir koklii ifadenin bagil hatasi da,
y" = a oldugundan, 5(yn) =0Ja olur. Boylece, problem uslii bir saymin bagil

hatasina déniistiiriilmiis olur. Uslii sayinin bagil hatasina gore; Sy =N(y)

olacagindan, n dereceden bir sayimin kokiiniin bagil hatasi  Jy) = %5(3) olarak

elde edilir. Mutlak hatas1 da;

V|  [ala, [
Ay =|yl5 = Q/E‘cs s S 12@
v =Y3y) W= %@ Ty T hal®

olarak hesaplanmis olur.

Ornek 1: a=3[y gibi bir islemde; y=8 ve mutlak hatas Ay =0.36 olarak

verilmektedir. Buradan hesaplanacak olan kiip kok a=? degerinin Ay =?
mutlak ve &, =? bagil hatalarinin hesaplanmasi istenmektedir.

Coziim 1: Burada her tarafin kiipii alirsa y =a® olur. Bir ¢arpimin bagil hatas1

. . o
kuralindan faydalanarak, &y, =5(%) =35, ifadesinden, &, :% elde

edilir.
A S
Burada; 5, =~ = %% _0045 oldugundan, 5, =2 =298 o015 ve
Iyl 8 3 3
A
bagil hatasinin  da; &, = ﬁ seklindeki tanimindan hareket ederek,

A(a) =al6(s) =2(0.015) =0.03 olarak hesaplamir.

Ornek 2: y=a?’ isleminde; a=200 ve Ay =0.03 olarak verilmis
olduguna gére, &) =?bagil ve A, =? mutlak hatalari ne kadardir?

Hesaplayiniz.
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Coziim 2: Bagil hatanin tanimindan hareket edilerek  degeri

A@ 0.03 - a1 . R
S =7 = — = 0.015 olarak hesaplanabilir. Sonra, y=a™ seklindeki bir

islemin mutlak ve bagil hatalari,

~ 1, Ap 1Am@ 1 1
Ay =A@ = A=) = == = =5, =—(0.015) = 0.0075
n =A@ =AC) = —5 = 2= = =20 =;(0015)
A 1
B 1. 0 %
a a

olarak hesaplanir.

2 < 0.05
Ornek 3: J/5=22 ve bagl hatasi 5. 5) :f :

oldugu bilindigine gore E isleminin & 5 =? bagil hatasi ne
T (=)

7 =3.1 ve bagil hatasi

0.05

R

kadar oldugu hesaplanmak istenmektedir.

Coziim 3: icin iki saymin boliimiiniin bagil hatasi, pay ve paydanin bagil
hatalarinin toplamina esit olacagindan; benzer sekilde yapilan iglemlerden,

0 & =5(£) +0y =—f4= + —— =004
olarak hesaplanir.

3.3.1.2. Tek Degiskenli Fonksiyonlarin Mutlak ve Bagil Hatasi

y=f(x) gibi tek degiskenli bir fonksiyonda bagimsiz degisken X ‘in mutlak
hatast A, olmak lzere, fonksiyonun A, mutlak hatasi asafidaki gibi

hesaplanabilir. Bu amagla; y= f(x) fonksiyonunun x gore diferansiyeli
almarak, dy = f (x) dx bagmtisi elde edilir.

54



Burada; NPL Agist « , QPL agisi da g , LQ=Ay =NL+NQ=NQ+dy ,
PL=Ax =dx ve

tana:&:ﬂ dy

Ay

; tang=— dir.

PL  dx Ax AX

Teget

> X

Sekil 3: Tek Degiskenli Fonksiyonlarin Mutlak Hatast

Ayrica;

oYy Ay f(x)+e
AX  Ax  dx

olacagindan Ay =Ax f (X)+Ax & yazlabilir. Burada; bagimsiz degiskendeki
sonlu ve diferansiyel artma miktar1 ¢ — 0 olacagindan ihmal edilerek,
dy

&:ru)w dy = f (x)dx

neticede bu bagntilardaki diferansiyel artimlar yerine sonlu artim degerleri
kullanilarak da
Ay

2§ _ '
Ax (x) ve Ay=f (x) AX

yazilabilir.
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Buna gore; y= f(x) diferansiyeli olan bir fonksiyon olmak iizere; X bagimsiz

degiskeninin x, yaklasik degeri i¢in bu fonksiyonun mutlak hatast;
AX=X—-Xg V& X=Xg+AX

oldugu dikkate alinarak;
Ay = F(X)— F(xo) = f (X) Ax

olur. Buna gére burada; Ay i¢in, A, ve Ax iginde A, mutlak hatalari

kullanilirsa, tek degiskenli bir fonksiyonun mutlak hatasi igin,
Ay =T A,

bagmtist elde edilir. Benzer sekilde, bagil hatasi da, bagil hatanin tanimindan
hareket ederek,

5y =5y =L By T 00) Ay [T 06)
Vol [F00) [fO)] | F(x0)|

Ay = fl(xo)gx0
seklinde hesaplanabilir.

Ornek:  f(x)=x* ; gibi bir fonksiyonun x,=20.00 ve mutlak hatast
A, =002 ve a=5 gibi reel bir say1 olmak lizere mutlak ve bagil hatalarinin

hesaplanmasi istenmektedir.

Coziim: f (x)=a x** alinarak; Ay = f'(x); A, bagmtisindan faydalanarak
mutlak hatasi,
Ay = ' (x) A, :‘a X

A, = ‘5 (20.00) 4‘0.02 =16000 bulunur.

Daha sonra buradan bagil hatasi,

a

A 002
A, = |X|—a §(x)_5—|20.00| 0.005

a

X

RS .

axa—l
1 o]

-
8, =81 :I f((;()[)))I A :I
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Ornek: y="f(x)=logx fonksiyonunun ; x bagimsiz degiskenin x,
degerine karsilik gelen mutlak ve bagil hatalarin1 hesaplayiniz.

Coziim: Bu fonksiyonun diferansiyeli alinacagindan, burada on tabanl
logaritmik bir ifade olarak verilmis olan y = f(x)=logx fonksiyonunun dnce

Neper logaritmasina doniistiiriilmiis sekli elde edilerek, y= f(x)=logx = Inx
biciminde yazilir. Burada u=Ine=0.43.. on tabanli logaritma ile Neper

logaritmasi arasinda doniisiimii saglayan bir katsayidir. Dana sonra; Neper
logaritmas: bigiminde ifade edilmis olan fonksiyonun tiirevi alinarak,

u 043

Y =1 (=5

elde edilir. Buradan, tek degiskenli bir fonksiyonun mutlak hatasini veren;
Ay =f '(X)o A, bagintisindan faydalanarak, bu fonksiyonun mutlak hatas,

A
=0.437% =043 &,

' I

olarak bulunur. Ayni sekilde, bagil hatasi da,

- 0.43
Ay = (%) A :‘

—JA
X

O LG I Rl VR N S I S
5y‘5(f(x»‘M‘|f(X)o| X_|Iogx|AX_|y Inx|AX_yInxAX_;mAx_mAX

olarak hesaplanir.

3.3.1.2. Birden Fazla Degiskenli Fonksiyonlarin Mutlak ve Bagil Hatasi

Benzer sekilde hareketle; z = f(x,y) gibi iki bagimsiz degiskenli bir
fonksiyonun mutlak hatasi, bagimsiz degiskenlerin ; x, ve y, degeri i¢in;

AX=X-X, ve  Ay=y-—y, olmak iizere, fonksiyonun birinci dereceden
diferansiyel ifadesine gore,
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of of oz oz
2= 100) = 106, Y0) =|( ol (ol =|( e+ oy
acilimindan faydalanarak,
oz oz
A, = (&)o Ay + (5)0 Ay

seklinde hesaplanabilir. Daha sonra bagil hatanin genel tanimindan hareket

ederek, bu fonksiyonun &, oransal hatasi da,
A
0w

olarak bulunabilir.

Ornek: x, ve y, degerleri icin mutlak hatalar1 A, ve A, olan iki bagimsiz

degiskenin; z=xy gibi bir fonksiyonun mutlak ve bagil hatalarinin
hesaplanmasi istenmektedir.

Coziim: Once bu fonksiyonun her iki degiskene gore tiirevleri alinarak;

07

oz
— = =X
OX

ve —=
oy

degerleri elde edilir. Bu degerlerden, z  fonksiyonun mutlak hatasi;
A, =Yy Ay +Xg Ayolarak hesaplanir. Benzer sekilde; bagil hatasi da;

Az _ Yo A>(+XO Ay Ax

Ay S, +6
=—ft=—— " =—2+—==4 +
’ |Zo| |(XY)0| |Xo| o

|YO
seklinde bulunabilir.

Buradan, bir genelleme yapilirsa; z=f(x,y,...,t) gibi fazla sayida bagimsiz
degiskenli bir fonksiyonun mutlak hatasi, bagimsiz degiskenlerin ; x, , y, Ve

t, degeri i¢in mutlak hatalar1 A, , A, ve A olmak iizere,

A, =

oz
(&)o

0z
Ay + (5)0 Ay A+ +

(%)0

AY:
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seklinde hesaplanabilir. Bu degere karsilik gelen 5(2) bagil hatasi da;
AZ

%) 2

olarak hesaplanabilir.

3.3.2. Karesel Ortalama Hata, Mutlak Hatalar Ortalamasi1 ve Muhtemel
Hatalar

Sayisal ¢oziimlemede; Orneklemeler veya gozlemler sonucunda elde edilen
verilerin kullanilmasi ile yapilan sayisal hesaplamalarda, input verileri belli bir
miktar rasgele Ol¢li hatalarini igereceklerinden, yapilan ¢6ziim sonucunda
kestirilen parametrelerin ne derece dogru ve giivenilir olmalarinin da bilinmesi
istenir. Bu gibi durumlarda, hata teorisi kurallarina uygun olarak bazi hata
Olciitleri tanimlanarak kullanilir. Daha ¢ok matematik istatistik bir anlam
tagiyan bu hata olg¢iitleri,

e Mutlak hatalar ortalamas1

e Muhtemel hata

o Karesel ortalama hata (bunun icin  kisaca “ortalama hata” da
kullanilr)

seklinde ii¢ ayr1 isim altinda ele alinabilirler.
Deneysel veriye konu bir biyiikliigiin,

A : gecek degeri,
a :deneysel veri degeri

ise, kaba sistematik hatalardan armndirilmis @ deneysel veri degeri bir takim
rasgele diizensiz hatalar1 igermektedir. Bu hatanmn toplam degeri, Gauss’un
ifadesine gore,

—-c=a—A

seklinde ifade edilebilir. Burada; o biiyikligin A gecek degerini ifade
ettiginden & gercek hata olur. Bir biiyiikliige iliskin N sayida yapilan
denemeler sonucunda elde edilen deneysel veriler; a; ; i=123..,n olarak

gosterilirse, her biri i¢in gergek hata da —&; =a,— A ; 1=123,..,n adet olur.
Bu hatalardan faydalanarak;
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t-Mutlak hatalar ortalamasi; hatalarin mutlak degerlerinin  aritmetik
ortalamasini almak suretiyle,

]
B il e et

seklinde hesaplanabilir. Burada; kdseli parantezler, Gauss gosterimine toplama
islemini ifade etmektedir. Bir diger hata Ol¢iiti muhtemel(olasy) hata
kullanilmaktadir.

I -Muhtemel hata, bir biiyiikliige iliskin n adet deneysel verinin & =a;— A
gercek hatalari, |gi|:|ai—A| . 1=123,....n seklindeki mutlak degerlerine

gore; blylikten kiiclige yada tersi sirada biiytikliikk sirasina dizilirler. Ortanca
deger, bunlar1 en iyi temsil eden deger kabul edilir ve r -muhtemel hata olarak
tamimlanir. n sayisinin tek sayi olmasi halinde, r-muhtemel hata; n tekrar
sayisinin tek say1 olmasi halinde,

r=|gnu

ve n tekrar sayisinin ¢ift say1 olmasi halinde de,

bagintilarindan hesaplanabilmektedir.

m -Karesel ortalama hata; normal dagilimdaki rasgele 6zelliklere sahip olan
—g=a;—A ; i=123..,n Thatalarmin birlesik olasilik fonksiyonunu

maksimum yapan [ss]=> min. degerine karsilik gelen,

&
m=+|— ; [gg]=512+522+g§+ ..... + &

formiiliinden hesaplanir.
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Bu o6l¢iit matematik istatistikte “standart sapma” ,ya karsilik gelen bir deger
oldugundan, bazen de degisik kaynaklarda; “standart hata” olarak
adlandirilmaktadir.

Gilinlimiizde; yapilan bir¢ok incelemeler neticesinde; farkli sekillerde
tanimlanan bu tiir hata olgiitleri arasinda; r=0.674 m iliskisinin oldugu ve
neticede, m>t >r siralamasi bulunmaktadir. Biitiin hatalarla ilgili 6zellikleri en
iyi yansitmasi nedeniyle uygulamada daha ¢ok bu hata 6lgiitii kullanilmaktadir.

Uygulamada; deneysel calismalar sonucunda elde edilen verilerden higbir
zaman A gercek say1 degeri bilinemez. Ancak, bunun yerine her zaman buna
en yakin olan ve onu en iyi temsil eden en muhtemel degeri olan X- kesin
degeri bilinebilir. Bu durumda, karesel ortalama hata, bu degerlere gore
tanimlanir. Bu durumda gergek hatanin tanimindaki gergek deger yerine, onun
hesaplamalar sonucunda degeri bilinen X kesin degeri kullanilarak tanimlanan,
goriinen hata; -v=a—X seklinde tanimlanir. Ik yillarda boyle kullanilmasina
ragmen, daha sonraki yillarda, 6zellikle 1960 yillardan sonra “Hata teorisiyle
ugrasanlar tarafindan”, bu tanimin yerine, goriinen hatanin tersi isaretlisi olan
sadece “diizeltme” terimi kullanilmaktadir. Bu iki hata arasinda; -v=a—X ve
—&=a—-A bagintilarindan faydalanarak, £=(A-X)+v kurularak, n adet 6l¢ii

i¢in,

& =(A-X)+v, gl =(A=X)? +vZ +2v;(A-X)
& =(A=X)+V, ve £2 = (A=X)2 +V2 +2v,(A—X)
en =(A=X)+v, g2 =(A=X)2 +v2 +2v,(A-X)

yazilip, her birinin[s] ve [s¢] toplaminda; [v]=0 ve gergek hatalarin gapraz
carpimlarinin umut degerinin E{gigj}zo ve neticede, [¢]* =[s¢] oldugu
dikkate alindiginda, (n-1)[es]=n[w] oldugu yazilabilir. Buna gbre, tek

parametreli bir biyiikliige iliskin n adet deney veri sonuclarindan, goriinen
hatalar1 veya diizeltmeleri kullanarak, karesel ortalama hata, duyarliklar1 esit ve
korelasyonsuz veriler i¢in,

w
m=+ 1 DW= vE v Vi 4y
n_

olarak hesaplanabilir.
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Duyarliklari esit ve korelasyonsuz verilerden, [vv]= min. en kiiiik kareler
ilkesine gore,
[a]

x = L
n

seklinde hesaplanan kesin degerin karesel ortalama hatasi,

mg =+ (ﬁ)2m2+(a—x)2m2+ ....... +(6‘x)2m2 —tym?em? o4 m? =2
oay oa, oa, n

olarak hesaplanabilir.

Verilerin farkli duyarlikta ve korelasyonsuz olmalart halinde ise; X kesin degeri
diger adiyla genel ortalama degeri, p; ; i=1 2,..., n her bir verinin ne derece

dogru ve giivenilir oldugunu gosteren ve tekrar sayilari olarak rastlanilan agirlik
degerlerini gostermek iizere, [PVV] => min . ilkesine gore elde edilen,

bagntisindan hesaplanir. Buna gore de; birim agirliktaki bir verinin karesel
ortalama hatasi;

Pw] . 2 2 2 2
m=+ [PVW]= pvZ + poV3 + pav2 +....4+ ppVv2

bagintisindan ve genel ortalamanin karesel ortalama hatasi,

mx:iﬁ ; [P]l=pi+py+ Py + Py

olarak hesaplanir. Verilerin korelasyonlu olmalari durumunda da; E:Q’l

veriler arasindaki ters agirlik matrisinden faydalanilir. Buna gore; kesin deger,

el = [1 1 .. 1] birim vektor olmak tizere,
,_¢ Pa
e’ Pe

seklinde hesaplanir. Benzer sekilde, birim agirlikta bir verinin karesel ortalama
hatasi,
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\/VTPV
m=+,/l=—==
n-1

ve genel ortalamanin karesel ortalama hatasi da,

my =+

olarak bulunurlar.

Ozetle, hata teorisi bakimindan, sayisal ¢oziimlemede, durum bdyle olmasina
ragmen, algoritma ¢oziimlerinde kondisyon bozukluklari nedeniyle algoritma
¢oziim islemi tnitesinde etkili olabilecek, daha ¢ok bu iinitedeki sayilardaki
kesme ve yuvarlatmalardan kaynaklanacak hatalarla ugragilmaktadir. Buna
karsilik, input yada girdi iinitesi verilerinde olabilecek Ol¢li hatalar ile
parametre kestiriminin s6z konusu oldugu algoritma ¢6ziimlerinde bu hatalarin
yaninda rasgele 6l¢ii hatalar: ile de ugrasilmaktadir. Bu nedenle, yuvarlatilmig
veya kesme hatalarim1 da i¢inde bulundurabilecek sayilarin kullanildigi, girdi
iinitesindeki sayilarin hatasiz kabul edildigi sayisal ¢oziimleme algoritmalarinda
daha ¢ok mutlak hata ve bagil hata dlgiitleri kullanilmaktadir.

Ornek: Bir deney sonucunda elde edilen verilerin & -gergek hatalari, & =-2,
&, =43, &=-4, &, =46, &5 =45 olarak verilmektedir. Bu verilere iliskin,

muhtemel hatayr, mutlak hatalar ortalamasim1 ve karesel ortalama hata
degerlerinin hesaplanmasi istenmektedir.

Coziim:

a) Muhtemel hata; 6nce bu hatalarin mutlak degerleri alarak, biiyiikliiklerine

gore; & |=|-2, leo| =[+3,  Jes|=1-4, . |es|=]+5.|es| =|+6] seklinde
siralandiklarinda ortaya gelen deger, 83| = |— 4| oldugundan, muhtemel hata;
r=+4 olur.

b) Mutlak hatalar ortalamasi: hatalar mutlak degerlerine  gore

U€|] = |81| + |82| +|83| +|84| +|84| =20 ve tekrar sayis1 N =5 almarak,
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olarak hesaplanir.

¢) Karesel ortalama hatasi; [sg]= &} + &2 + &2 + &2 + &2 = 90 oldugundan,

I
n 5

olarak hesaplanir.

Ornek: Deney sonucunda, bir biiyiikliige iliskin elde edilen veriler; 71, 79, 68,
67,71, 64, 73, 76, 79 olarak verilmektedir. Bu verilere iliskin kesin degeri ve
karesel ortalama hatasinin hesaplanmasi istenmektedir.

Coziim: Boyle bir problemin ¢6ziim islemlerinin daha kolay ve basit bir sekilde
yapilabilmesi igin biitiin veriler asagida goriildiigii gibi

1 71 1 1
2 79 -7 49
3 68 4 16
4 67 5 25
5 71 1 1
6 64 8 64
7 73 -1 1
8 76 -4 16
9 79 -7 49
[a]=648 v]=0 [v]=
x_la]_6%_o | 22
9 9 Denetim

seklinde bir tabloya yerlestirilerek kesin deger (aritmetik ortalama), goriinen
diizeltmeler ve daha sonra da karelerinin toplami hesaplanir. Buradan, kesin
degerin(aritmetik ortalamanin) Xkaresel ortalama hatasi, birim verinin karesel
ortalama hatasi,
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m, =+ 4222 476
n 9
olarak hesaplanir.
ORNEK PROBLEMLER

Ornek 1: A=Cc ifadesinde; a=1000, A =002, b=200 , Ag =001,

c=400 Ve Ay =003 olarak verildigine gére, A  degerinin A =?

mutlak ve &) =? bagil hatalarmin hesaplanmasi istenmektedir.

Coziim 1: Bu problemin ¢6ziimiinde bir ¢arpimin ve boliimiin bagil hatalarinin
hesaplanmasindaki kurallardan hareket ederek,

S =%, %90 =@ + 9w + 90
b

yazilabilir. Her bir elamanin bagil hatasi igin,

A A

olduklart g6z oniine alinarak, A sonucun bagil hatast,

=0.0145

Aw Ap Ag 002 001 003
s A Ay A
oW =9a, =% +90) + o0 =

+ + = + +
S lg || |¢ 10.00 200 4.00

olarak hesaplanir. Mutlak hatanin tanimindan hareket ederek, A degerinin
mutlak hatasi,
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A

S = |A|

bagintisindan,

a
—C

A
(A

olarak bulunur.

Ornek 2: Bir dik iiggende; o agisina komsu dik kenar uzunlugu a=10.00m
ve mutlak hatast A, =0.02m olarak verilmistir. Ayrica, sina=06 ve

Ay =0.02° verilmektedir. Karsi dik kenarin mutlak ve bagil hatalarmnin

hesaplanmasi istenmektedir.

Coziim 2: Bu dik tiggende, a agismin karsisindaki kenar uzunlugu b ile
gosterilirse, b=a tana olur. Burada;

tang=Me ___sina 06 _,op
coSa 0.8

1-sin? a

hesaplanir. Neticede, karsi dik kenarin mutlak hatast, p = 0 =~639.6620 olmak

T
lzere,
1 Aw 1 0.02¢
Apy =tana Ag +a — =0.75(0.02) +10.00 — ——— =0.0199 = 0.02 m.
cos“a P 0.64 63.6620 ¢

hesaplanir. Bagil hatasi da, benzer sekilde bagil hatanin tanimindan
faydalanarak,
A, 002 002

=—-=—7-=0.0027

5. =2b _ -
b | |atana|] 7.5

olarak bulunur.

Ornek 3: Bir dik iiggende; o agisina komsu dik kenar uzunlugu a =10.00m ve
karesel ortalama hatast m, =0.02m olarak verilmistir. Ayrica, Sina=0.6 ve

m,, =0.029 verilmektedir. Kars1 dik kenarin m, = ? karesel ortalama hatasinin
hesaplanmasi istenmektedir.
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Coziim 3: bir onceki 6rnek de oldugu gibi, bu dik iicgende, « agisinin
karsisindaki kenar uzunlugu b ile gosterilirse, b=a tana olur. Burada;

tana — sina sina _%:0.75

cosa /l—sinza 0.8

olarak hesaplanabilir. Hatalarin yayilmasi kuralindan hareket ederek, iiggenin b
dik kenarmmin m, — karesel ortalama hatasi,

by, o b, m] 2 2 1 ,m
m =+ |(—)"m; +(—)" — ==%_|tan m,+(d——m——) —— =
®) \/(&a) G 02 @ ma+ cos? a) p°
2
=+ [(0.75) % (0.02) ? +(10.00 L )? ©002)° _ 01578 m.
0.64" (63.6620)2
olarak hesaplanir.
ALISTIRMALAR
Problem 1:
d = (a2 -3b) d = (a2 +3b) 4@ -b)
d=(a?-3¥b)10 ; d=@%+3%¥b)10 e S i
a
d=(2-3¥b) c d=(@%+3b) c d=—( 6+c)

islem sonuglarmin A4, mutlak ve &g, bagil hatalarin;; a=4.00, b=8.00,
c=3.00 alarak ve mutlak hatalar1 igin de A,y =0.03, Ay, =002, A, =0.01

degerlerini kullanarak, hesaplaymiz.

Problem 2:
y=sinag-sing  y=sina-Cosf  y=sin(a-p) y =cos(a — f)
y=sina+sing ' y=sina+Cosp ' y=sin(a+p) y =Cos(a + )
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fonksiyonlarmin A, mutlak ve &, bagil hatalarini, sine=0.866 |,
sin #=0471 degerleri igin, Ay =006, Az =002 mutlak hatalarina gore
hesaplanmak istenmektedir.

Problem 3:

y=Inx y=logx y=Invx
y=1Inx3 y = log x?

fonksiyonlarmin A, mutlak ve &, bagil hatalarim; x =25.00 igin A, =0.02

alarak hesaplanmak istenmektedir. (Burada w=log,ye ‘nin yaklasik degeri icin
1 =0.43429.. kullanilabilir)

Problem 4:
X-y X=Yy y
z=lo z=1In =27
gx+y X+y y Z=X=Y z=(x-y)?
Z=|Ogu Z:|nu 7= y Z=,X+Yy z:(x+y)2
X—y X=y X—y

fonksiyonlarmim, A, mutlak ve &,y bagil hatalarini;; X =8.00, y=2.00 ve
mutlak hatalart Ay =006, A,y =002 alarak hesaplanmak istenmektedir.
(¢ =0.43..alinabilir.)

Problem 5: Bir eskenar iggenin kenarlarindan biri, a=8.00cm ve mutlak
hatasi da A, =0.5cm olarak verildigine gore, li¢genin alani, mutlak ve bagil

hatalar1 ne kadar olur? Hesaplanmak istenmektedir.

Problem 6: Bir kiipiin kenarlarindan biri, a=10.00cm ve mutlak hatasi da
Ay =0.5cm olarak verildigine gore, kiipiin hacmi, mutlak ve bagil hatalar1 ne

kadar olur? hesaplanmak istenmektedir.
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