5.2   ÇOK DEĞİŞKENLİ FONKSİYONLARI SIFIR YAPAN KÖK

         DEĞERLERİNİN  HESABI

Çok değişkenli fonksiyonları sıfır yapan kök değerlerinin hesaplanabilmesi için, bağımsız değişken sayısı kadar birbirinden bağımsız denklemin yazılmış olması gerekmektedir. Bu gibi özelliklere sahip denklemlerin birlikte oluşturdukları denklem sistemini aynı anda sıfır yapan ortak kök değerlerinin hesaplanması işlemine, Çok değişkenli fonksiyonların ya da denklem sistemlerinin köklerinin hesaplanması denir.

Çok değişkenli fonksiyonlardan kurulmuş olan denklem sistemleri, her bir denklemin analitik yapısına bağlı olarak farklı özellikler içerebilirler. Bu denklemlerin her biri; 

a) Doğrusal (lineer) bir denklem,

b) Doğrusal olmayan(non-lineer) bir denklem olabilirler.

Sadece, bilinmeyen sayısı kadar doğrusal denklemden kurulmuş olan denklem sistemleri, doğrusal ya da lineer doğrusal denklem sistemleri olarak adlandırılmaktadır. Buna karşılık, her biri doğrusal olmayan yani non-lineer denklemlerden kurulmuş olan denklem sistemlerine de non-lineer yada doğrusal olmayan denklem sistemleri denir. Bunların her biri için çeşitli çözüm yöntemleri kullanılır. Bu bölümde, konuyla ilgili farklı yaklaşımlara sahip çözüm yöntemleri ele alınarak açıklanacaktır.
DOĞRUSAL ( LİNEER) DENKELEM SİSTEMLERİNİN ÇÖZÜMÜ
Genel ifadesi ile; birçok doğrusal(lineer) denklemin bir arada bulunarak oluşturdukları, doğrusal denklemler  takımına “Doğrusal yada Lineer denklem sistemi” denmektedir. Böyle bir sistem; en genel şekliyle;




[image: image1.wmf]0

 

 

.........

:

0

  

 

.........

0

.........

0

 

 

   

.........

3

3

2

2

1

1

3

3

3

33

2

32

1

31

2

2

3

23

2

22

1

21

1

1

3

13

2

12

1

11

=

-

+

+

+

+

=

-

+

+

+

+

=

-

+

+

+

+

=

-

+

+

+

+

n

n

nn

n

n

n

n

n

n

n

n

n

b

x

a

x

a

x

a

x

a

b

x

a

x

a

x

a

x

a

b

x

a

x

a

x

a

x

a

b

x

a

x

a

x

a

x

a


olarak gösterilebilir. Bu sistemdeki;

· 
[image: image2.wmf]ij

a

 elemanları; her bir terimdeki 
[image: image3.wmf]i

x

 değişkenlerinin, bu denklemlerin sıfıra eşit olmasındaki katkı paylarını,

· 
[image: image4.wmf]i

x

 elemanları; bu denklem sisteminin her bir denklemini aynı anda sıfır yapan ortak bilinmeyenleri yada kök değerleri,

·  
[image: image5.wmf]i

b

  elemanları da, sabit değerlerden oluşan her bir denklemdeki sabit öteleme sayılarını göstermektedir.

Bu gibi denklem sistemlerinde; 
[image: image6.wmf]ij

a

 katsayıları, 
[image: image7.wmf]i

b

 sabit terim değerleri her zaman bilinmektedir. Bilinmeyenler sadece 
[image: image8.wmf]i

x

  değerleridir. İşte 
[image: image9.wmf]ij

a

 katsayıları, 
[image: image10.wmf]i

b

 sabit terim değerleri bilinen, 
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bir doğrusal denklem sisteminde; bütün denklemleri aynı anda sıfır yapan  
[image: image12.wmf]i

x

 bilinmeyenlerinin değerlerini hesaplamaya; denklem sistemlerinin çözümü veya denklem sistemini sıfır yapan 
[image: image13.wmf]i

x

 bilinmeyenlerinin hesaplanması yada doğrudan köklerinin bulunması denmektedir. Günümüzde; bu denklem sistemlerinin; sözü edilen özelliğe sahip olan 
[image: image14.wmf]i

x

  bilinmeyen elemanlarının hesaplanmasında bir çok yöntem kullanılmaktadır. Bu yöntemler; her birinde 
[image: image15.wmf]i

x

 parametrelerinin çözümü sırasında, sergiledikleri hesap algoritmaları ve özellikleri yönünden,

· Direkt( Dalaysız) çözüm yöntemleri,

· İteratif(Dolaylı) çözüm yöntemleri

olmak üzere, başlıca iki grup halinde ele alınabilirler. 
Uygulamada, bunlardan her hangi birinin diğerine oranla kullanılmasındaki seçim tercihi; hesaplama algoritmasının yanında, çözülecek problemin özelliğine, kullanılacak hesaplama aracına ve kişinin bilgi ve becerisine bağlı olarak değişmektedir.

5.2.1.1  DİREKT(DOLAYSIZ) ÇÖZÜM YÖNTEMLERİ

Doğrusal denklem sistemlerinin Direkt yada Dolaysız çözüm yöntemlerine göre çözülmesinde, diğer bir ifade ile 
[image: image16.wmf]i

x

 bilinmeyen parametrelerinin hesaplanmasında, aranan sonuçlar hiç bir iterasyon işlemi yapmadan, tek adımda hesaplanmaktadır. Bu amaçla, eskiden beri bir çok çözüm algoritmaları kullanılmıştır. Bunlardan bazıları aşağıda verilmektedir.
5.2.1.1.1  İnvers(Ters) Matrise Göre Çözüm
Bu yöntemle;
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şeklinde verilmiş olan bir doğrusal denklem sisteminin çözümü için, önce bu denklem sisteminin matris gösteriminde ifade edilmiş olması gerekir.  Bu amaçla, 
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denklem sistemi, 
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matris gösterimleri kullanılarak,
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şeklinde yazılması sonucunda kısaca;
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 EMBED Equation.3  [image: image28.wmf]0
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olarak ifade edilebilir. 
Buradan; A  matrisinin inversi  
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 olmak üzere; 
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 olacağından,  x  bilinmeyen vektörü, 
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olarak çözülebilir.

Tekrar hatırlatmak gerekirse, A  matrisi, denklem sisteminin yapısı gereği,  nxn  boyutunda bir kare matris olmaktadır. Bunun, daha önce sözü edildiği gibi; 
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 inversi, 
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şeklinde hesaplanabilir. 

Buradan; açıkça görülebileceği gibi, böyle bir invers matris hesaplamada;  
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  ise Cayley çözümü  bulunmamaktadır. Yanı; daha açık bir ifade ile, bu doğrusal denklem sisteminde; bir denklem diğer denklemlere bağımlı olmaktadır. Bir diğer deyişle; bir denklemin tanımladığı doğru, diğer denklemlerin tanımladıkları doğrulardan en az birine paralel olmaktadır. Sonuçta, bu doğrular sonlu uzayda kesişmezler. Bir denklem sisteminde; böyle bir durumun olmaması halinde yani doğrular bir noktada kesişmeleri halinde ancak istenen çözüm mevcut olmaktadır. Bu gibi durumlarda, A  katsayılar matrisinin Cayley inversini hesaplamada kullanılan  
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 olmaktadır.
Örnek:
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doğrusal denklem sistemini invers matrise göre çözerek  x,  y,  z  bilinmeyenlerinin hesaplayınız. Bir diğer ifade ile bu denklem sistemini  sıfır yapan  x,  y,  z  parametrelerini, yani kök değerlerini hesaplayınız.

Çözüm:  Bu denklem sistemi matris biçiminde yazılırsa;
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olmak üzere; 
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denklem sistemini çözümü
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bağıntısına göre elde edilebilir. Böyle bir  çözüm yapabilmek için, burada öncelikle  
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katsayılar matrisinin,
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inversinin hesaplanması gerekir.  
A  katsayılar matrisinin  bu şekildeki inversini hesaplayabilmek için;

a) determinantı; burada A matrisinin birinci satırına göre  determinantı hesaplanarak,
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değeri  elde edilir.

     b)   Adj A   matrisi; sırası ile,  nxn boyutundaki  A  katsayılar matrisinin;
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matrisleri hesaplandıktan sonra invers yada ters  matrisi,
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bağıntısından hesaplanır. 
Sonuçta; buradan;  x, y,  z   bilinmeyenleri,
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çözümüne göre,
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elde edilen matris eşitliğinden, iki matrisin eşit olması için boyutları yanında karşılıklı elemanlarının da eşit olması gerekir kuralından hareketle, her bir bilinmeyen 

x=-8   

y=1.5       

z=12.5
olarak elde edilmiş olur.

5.2.1.1.2  Cramer Yöntemine Göre Çözüm
Bilindiği gibi Cramer Yöntemine Göre doğrusal bir denklem sisteminin Çözümü, invers matrisle
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şeklindeki bir doğrusal denklem sisteminin çözümyönteminin daha basit ve pratik hale dönüştürülmüş şekli olmaktadır. Çözüm şu şekilde yapılır.
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doğrusal denkleminde;
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katsayılar matrisi ve bunun  adjoint matris de;
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olmak üzere;
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şeklindeki invers matrise göre çözümde; ilgili çarpım işlemleri yapılarak,
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bağıntısı  elde edilir. Sonuçta; bu çarpım değeri,
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olur. 

Burada; her bir satırdaki elemanların yerine, uygun matris işlemlerinin yapılması neticesinde; A  matrisindeki elemanları yazarak çarpım sonuçlarının   A  matrisindeki  elemanlara göre ifadesi,
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sağ taraftaki matrisin 1. sütuna göre determinant değerine,
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sağ taraftaki matrisin 2. sütuna göre determinant değerine,
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sağ taraftaki matrisin 3. sütuna göre determinant değerine,
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sağ taraftaki matrisin n. sütuna göre determinant değerine, eşit oldukları görülür. Bu işlemlerin neticesinde çözüm sonuçları olan bilinmeyenler de,
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   sağdaki matrisin 1. sütuna,


[image: image67.wmf]ú

ú

ú

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ë

é

=

nn

n

n

n

n

n

n

a

a

b

a

a

a

b

a

a

a

b

a

a

a

b

a

A

x

.....

:

:

:

:

.....

.....

.....

det

   

det

1

3

2

1

3

33

3

31

2

23

2

21

1

13

1

11

2

 sağdaki matrisin 2. sütuna,

  

[image: image68.wmf]ú

ú

ú

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ë

é

=

nn

n

n

n

n

n

n

a

b

a

a

a

b

a

a

a

b

a

a

a

b

a

a

A

x

.....

:

:

:

:

.....

.....

.....

det

   

det

1

2

1

3

3

32

31

2

2

22

21

1

1

12

11

3


 sağdaki matrisin 3. sütuna,

nihayet
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göre hesaplanan determinant değerlerinin A matrisinin determinantına bölünmesinden elde edilecek değere eşit olmaktadır. Tekrar vurgulamak  gerekirse:“Burada dikkat edilirse, çarpımın sağ tarafında bulunan matris,; A  matrisinde, hesaplanacak bilinmeyene karşılık gelen  her bir sütun elemanları yerine, bunlara karşılık gelen sabit terim vektöründeki elemanlar yazılmıştır.”
Örnek:
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doğrusal denklem sistemini Cramer yöntemine göre çözerek  x,  y,  z  bilinmeyenlerini hesaplayınız. 

Çözüm:  Bu denklem sistemi matris biçiminde yazılırsa;
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ifadesi elde edilir. Buradan;
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olduğu görülür. Burada,  A  katsayılar matrisinin birinci satırına göre açılımdan determinantı,
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olarak hesaplanır. Benzer şekildeki işlemlerden her bir bilinmeyen,
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olarak elde edilmiş olur.

5.2.1.1.3  Gauss Yöntemine Göre Çözüm
Gauss yöntemine göre doğrusal denklemlerin çözümünde temel mantık;
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doğrusal denklem sistemindeki tüm denklemlerden, her  işlem adımında bir bilinmeyenin sırayla en son bilinmeyeni elde edinceye kadar satır indirgemeleri yapılarak, indirgenmesi esasına dayanmaktadır. Bu indirgemeler sonucunda; elde edilen en son indirgemiş denklemden en son bilinmeyen veya bilinmeyenlerin hesaplanarak, bunların indirgeme işlemlerinin yapıldığı yönün tersi yönünde; sırayla her bir indirgenmiş denklemde yerlerine yazılarak, bir önceki bilinmeyen hesaplanır. 

Bu amaçla; denklem sisteminden ilk indirgenecek bilinmeyen 
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 alınırsa; ilk indirgeme işlemi olarak; denklem sisteminin birinci satırındaki birinci denklemin bütün terimleri, 
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 bilinmeyeninin bu satırdaki katsayısı olan   
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 elemanına bölünerek,
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ters işaretlisi alınır. Sonra bu indirgenmiş denklem sırası ile:  2. denklemdeki  
[image: image84.wmf]1

x

 bilinmeyenin katsayıları ile bütün terimleri çarpılarak 2. satırla,   3. denklemdeki  
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 bilinmeyenin katsayıları ile bütün terimleri çarpılarak 3. satırla, bu işlemlere sonuna kadar devam ederek, n. denklemdeki  
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x

 bilinmeyenin katsayıları ile bütün terimleri çarpılarak n. satırla toplanırlar. Böylece; 
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yada,
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kısa gösterimleri kullanılmak üzere; 
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bir adım indirgenmiş doğrusal denklem sistemi elde edilmiş olur. İkici adım olarak, birinci adım indirgeme işlemi sonucunda elde edilen, bir adım indirgenmiş denklem sistemi aynen ilk adımda olduğu gibi bu denklem sisteminden, 
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 bilinmeyenini indirgemek için, denklem sisteminin ilk satırı  
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 bilinmeyeninin katsayısı olan 
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  bölünerek, 
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ters işaretlisi alınır. 
Benzer şekilde, bu denklemde; sırası ile 
[image: image96.wmf]2
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 bilinmeyeninin 2. denklemdeki katsayısı ile bütün terimleri  çarpılıp  aynı 2. denkleme, sonra 3. denklemdeki katsayısı ile çarpılıp,  3 denkleme  ve devam edilerek n. denklemdeki katsayısı ile çarpılıp n denkleme ilave edilir. Sonuçta;
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olmak üzere;
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iki adım indirgenmiş denklem sistemi elde edilir. Bu indirgeme işlemi, indirgemelere devam edilerek,
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 bilinmeyeni için de,  n-1 indirgeme adımından,
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elde edilir.

Böylece tüm indirgenmiş denklemlerden oluşan  köşegen terimleri –1 olan indirgenmiş denklem sistemi;
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şeklinde ifade edilmiş olur. 
Bu şekilde yapılmış olan bir indirgeme işleminden bilinmeyenler, indirgeme adımlarının sonucunda elde edilen en son denklemden başlamak üzere, tersi işlem sırasında bir çözüm yolu izleyerek;
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olarak hesaplanırlar. 
Burada tekrar açıklanması gereken bir özellik de; “her bir bilinmeyenle ilgili indirgenmiş denklemlerin elde edilmesinde, bütün terimleri indirgenecek bilinmeyenin katsayısına bölünmüş satırın, bölündükten sonra ters işaretlisinin alınıp ilgili satırlarla toplanması ile aynı anlamda olan, ters işaretlisi almadan çıkartılması denk sonuçlar vereceğinden, o şekilde bir ifade de kullanılarak anlatılabilir” olmasıdır. 

Örnek 1: Gauss yöntemine göre;






[image: image113.wmf]3

  

  

1

3

2

6

   

  

=

+

-

=

+

+

=

+

+

z

y

x

z

y

x

z

y

x


üç bilinmeyenli üç adet denklemden oluşan bir denklem sisteminden bilinmeyenlerin hesaplanması verilebilir.

Çözüm 1:  birinci adımda; denklem sisteminin ilk denklemi, bu denklemdeki ilk bilinmeyenin katsayısına bölünerek ters işaretlisi alınır. Yapılan işlemler sonucunda,
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denklemi elde edilir. Bu denklem; önce ikinci denklemde  x bilinmeyeninin katsayısı olan 2 çarpılıp,
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elde edilen denklem ikinci denkleme, sonra üçüncü denklemdeki x katsayısı olan  +1 çarpılıp
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elde edilen denklem üçüncü denkleme ilave edilir. Yapılan toplama işlemleri neticesinde;




     y - z = -11




             -2y      = -3

indirgenmiş denklemleri bulunur. Bu şekilde bir adım indirgenmiş,
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        y - z = -11




                -2y      = -3

denklemlerden aranan bilinmeyen değerleri,

      

 x = -8     ;      y =   1.5      ve    z = 12.5

olarak hesaplanır. 
Örnek 2: Aşağıda verilmiş olan doğrusal denklem sisteminin köklerini Gauss algoritmasına göre hesaplayınız. 
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Çözüm 2:  Burada verilmiş olan, 3 bilinmeyenli 3 adet doğrusal denklemden oluşan, denklem sisteminin köklerini Gauss satır indirgemesi yöntemine göre hesaplayabilmek için, 

*   ilk adımda bütün denklemlerden  
[image: image119.wmf]x

  bilinmeyeni elimine edilir. Bu amaçla; ilk adımda denklem sisteminin ilk satırı, bu satırda birinci terimin katsayısı olan   3.6  bölünerek,
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denklemi elde edilir. Sonra bu denklem, ikinci denklemde 
[image: image121.wmf]x

 bilinmeyenini içeren teriminin katsayısı olan  4.2 ile ve üçüncü denklemde aynı bilinmeyene karşılık gelen birinci teriminin katsayısı olan 0.8 ile çarpılarak,
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şeklinde elde edilen denklemlerden birincisi, verilen denklem sisteminin ikinci satırındaki
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denkleminden,  ikincisi de üçüncü satırındaki
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denkleminden çıkartılır. Sonuçta, bir bilinmeyeni indirgenmiş(veya bir adım indirgenmiş)
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denklem sistemi bulunmuş olur.

*  İkinci adımda, birinci adımda, verilen denklem sisteminden 
[image: image126.wmf]x

 bilinmeyenini indirgemek için yapılan işlemlere benzer şekilde hareket edilerek, birinci denklem, bu denklem sistemindeki tüm denklemlerden elimine edilmek istenen  
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 bilinmeyeninin katsayısına    
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 bölünerek,
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şeklinde bir denklem elde edilir. Sonra, bu denklem ikinci denklemde aynı bilinmeyene karşılık gelen teriminin katsayısı olan  
[image: image130.wmf]9667
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 ile çarpılarak,
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şeklinde bulunan denklem, bir önceki adımdan hesaplanan bir kademe indirgemiş denklem sisteminin ikinci satırındaki 
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denkleminden çıkartılarak, iki kademe(iki bilinmeyenin elimine edilmesi neticesinde elde edilmiş) indirgenmiş
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denklemi hesaplanır. Buradan. 
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  bilinmeyeni çözülerek,
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olarak bulunur. 

Daha sonra, ilgili oldukları indirgeme  adımlarında, her bir denklem sisteminden elimine edilmiş olan diğer bilinmeyenler; indirgeme adımlarının tersi yönde hareket edilerek, her bir indirgeme adımı için, eliminasyon işlemlerine esas olan ve ilgili adımdaki denklem sisteminin birinci denkleminin ilk teriminin katsayısına bölünmek suretiyle elde edilmiş olan  denklemlerden, önce 
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 bilinmeyeni, 
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  denkleminde; 
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 değerlerinin yerlerine yazılması neticesinde de,
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olarak hesaplanır.  Sonuçta, verilmiş denklem sisteminin kökleri yada bilinmeyen parametre değerleri
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olarak elde edilmiş olur.

Bu şekilde, klasik gösterimler kullanılarak anlatılmış olan Doğrusal denklem sistemlerinin Gauss indirgeme(eliminasyon) yöntemine göre çözümü, matris gösterimleri de kullanılarak ifade edilebilir. Bu amaçla; 
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 klasik gösterimdeki bir doğrusal denklem sistemi,
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olmak üzere,
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şeklinde yazılabilir. 
Sonra, bu denklem sisteminin, daha önce, klasik gösterimleri kullanarak Gauss yöntemin göre doğrusal denklem sistemlerinin çözümünde, sözü edildiği gibi; katsayılar matrisi ardı sıra bu satırlara karşılık gelen sabit terim  vektörü de dahil  adım, adım en son bilinmeyene kadar aşağıdaki gibi indirgenir. 

1)  İlk adım olarak matrisin ilk satırındaki tüm katsayılar, denklem sisteminden ilk indirgenmesi yapılacak 
[image: image156.wmf]1
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  bilinmeyeninin katsayısı 
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  bölünür.
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Sonra, elde edilen indirgenmiş birinci satır diğer denklemlerdeki 
[image: image159.wmf]1

x

 bilinmeyenin katsayısı ile ardı sıra çarpılarak, bu satırlardaki elemanlardan çıkartılır. “Klasik yöntemde anlatıldığı gibi, indirgenmiş denklemin eksi işaretli alınması durumunda toplanır. Her ikisi aynı sonuç vereceklerinden aynı işlem olmaktadır”. 
Neticede; birinci indirgenmiş denklem sistemi,
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elde edilir. Burada yapılan kısaltmalar;
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göstermektedir.

2)  Adımda; birinci indirgeme işlemlerinin sonucunda elde edilmiş olan denklem sisteminde; ikinci satır   
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 bilinmeyeninin katsayısı olan 
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daha sonra bu indirgenmiş denklem, bir önceki adımda olduğu gibi, diğer satırlardaki   
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 değişkeninin katsayısı ile ardı sıra çarpılarak aynı satırdan çıkartılır. “Yukarda söylendiği gibi, indirgenmiş denklemin ters işaretli alınmadı halinde toplanır.” 
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Burada;
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değerlerini göstermektedir.

3) Adımda,  ikinci adımda anlatılanlar, ikinci adım sonucunda elde edilen iki adım indirgenmiş denklem sisteminde 
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  değişkeni için aynı sırada yapıldığında;
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nihayet,  en son adım olan  (n-1). adımında da
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Buradan; aranan bilinmeyenler, n-1 adım indirgeme sonucunda elde edilmiş olan denklemlerden, matris çarpımı yaparak,
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şeklinde yazılabilen denklemlerden indirgeme işlemlerinin yapıldığı yönün tersi yönde hareketle;
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hesaplanırlar. 

Örnek:
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denklem sistemini matris  gösterimiyle çözünüz. 
Çözüm: Önce bu denklem matris biçiminde,
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yazılır. Sonra  burada;  
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 elemanına karşılık gelen değer  +1  olduğundan birinci satırın bu değere bölünmesine gerek kalmadan doğrudan diğer satır elemanlarının indirgenmesine geçilir. Bu satırların indirgemesi yukarda anlatılanlara göre yapıldığında,
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elde edilir. Benzer şekilde bu matrisin ikinci bir adım indirgemesi yapıldığında da;
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elde edilir.  Buradan tersi yönde işlem yaparak, 






[image: image191.wmf]0

5

.

12

 

          

0

    

11

     

0

    

6

  

=

-

=

+

-

=

-

+

+

z

z

y

z

y

x

    

ve en son  denklemden hesaplanan bilinmeyenlerin bir önceki denklemlerde indirgeme işlemi yönünün tersi  yönde yerlerine yazılamaları sonucunda yapılan hesaplamalardan diğer bilinmeyenler de hesaplanır ve neticede; tüm bilinmeyenler       
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olarak elde edilir.  

Burada, yapılanları bir özetlemek gerekirse; doğrusal denklem sistemlerinin matris gösterimi kullanılarak, her bir bilinmeyen için satır indirgemeleri sonucunda elde edilen indirgenmiş denklem sistemi, matris halinde düşünüldüğünde, ilk şeklinde; katsayılar matrisi bir kare matris olan denklem sisteminin satır indirgemeleri(satır dönüşümü) sonucunda köşegen elemanı bir olan bir üst üçgen matris haline getirerek aynı denklem sistemini üst üçgen matris halinde ifade etmekten başka bir şey olmamaktadır.

Sonra, buradan elde edilen üçgen denklem sisteminin, en son bilinmeyenden başlayarak tersi sıra çözülerek bilinmeyenlerinin hesaplanmasından, ilk denklemi sıfır yapan kök değerleri veya parametreleri de hesaplanır. Bu çözüm şekli; klasik ve genel manada, Gauss yöntemi olarak bilinmesine rağmen, matrislerin de aynı amaçlı doğrusal denklem sistemlerinin çözümü için kullanılmış olması; bu yöntemin, azda olsa, Gauss_jordan yöntemi adı altında anlatılmasına olanak teşkil etmektedir. Bu nedenle; bazı kaynaklarda; matris gösterimi kullanarak doğrusal denklem sistemlerinin satır indirgemeleri yoluyla üst üçgen matris biçimine dönüştürülerek bilinmeyenlerin hesaplanması işlemine “Gauss –Jordan yöntemine göre çözüm” de denmektedir.

5.2.1.1.4   Cholesky Çarpanlara Ayırma Yöntemine Göre  Çözüm
Bu yöntemle; 
Ax-b=0  
şeklinde verilmiş olan doğrusal  denklem sistemlerinin   A  katsayılar matrisi:    
A=L U  
gibi,

L  :  bir alt üçgen matris, 

U :   köşegen elemanları  +1 olan bir üst üçgen matris

olmak üzere iki matrise ayrılarak çözüm yapılır. 
Bu duruma göre;   
      Ax-b=0  
doğrusal denklemi,  
      

L U x – b = 0  
şeklinde ifade edilerek; çözümde  
     Ux=y       ve      Ly=b   
olacak şekilde, hem  L   alt üçgen matrisi  hem de  U   üst üçgen matris kullanılmış olur. Bu amaçla yapılan  Çözüm iki adımda gerçekleştirilir. 
Birinci adımda; A  katsayılar matrisi  L  ve  U gibi iki üçgen matris ayrıldıktan sonra  Ly=b  bağıntısına göre  y  yardımcı veya ara bilinmeyenler vektörü hesaplanır, daha sonrada bu yardımcı vektörden faydalanarak  Ux=y  bağıntısına göre de  x  aranan bilinmeyenler vektörü; neticede bilinmeyenler elde edilir.

Örnek:
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denklem sisteminin  Cholesky çarpanlara ayırma yöntemi ile çözülerek x, y,  z  bilinmeyenlerin hesaplayınız.
Çözüm:  Çözüm için önce bu denklem sistemi;
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gösterimleri kullanılarak bu denklem sistemi,
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matris gösterimi ile ifade edilir. Daha sonra  A=L U bağıntısına göre  A  katsayılar matrisi 
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olacak şekilde
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çarpımının sonucundan bütün elemanları hesaplanarak;
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elde edilir.  Daha sonra buradan; Ly=b  ifadesine göre, değerlerini yerine yazarak,
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yapılan işlemler neticesinde  y  yardıncı bilinmeyen vektörü için,
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değerleri hesaplanır. Benzer şekilde   Ux=y bağıntısına göre de her bir parametrenin değeri yerine yazılarak,
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yapılacak çarpımlar sonucunda bulunacak denklemlerin çözümünden aranan çöüm değerleri,





x = -8

y =  1.5

z = 12.5
olarak elde edilir.
5.2.1.2 DOLAYLI  YADA  İTERATİF  ÇÖZÜM YÖNTEMLERİ

Doğrusal denklemlerin çözümünde; yanı her birini aynı anda sıfır yapan köklerinin bir diğer ifade ile bilinmeyen parametrelerinin hesaplanmasında kullanılan bir diğer yöntemler de iterasyonlu çözüm veren dolaylı yöntemlerdir. Bu yöntemlerden herhangi birine göre  çözüm elde etmede ; önce her bir doğrusal denklem sistemi için iterasyon fonksiyonları üretilir. Daha sonra iterasyon işlemleri için üretilen bu fonksiyonlardan faydalanarak; başlangıç değeri seçilen yaklaşık kök veya parametre değerleri ilk adımda kullanılarak, her bir işlem adımı sonucunda hesaplanan değerler bir sonraki işlem adımında yaklaşık değer seçilerek işlemler gerçek sonuçlara ulaşıncaya kadar tekrarlanır. En son iterasyon adımında işlemler durdurularak; elde edilen değerler aranan sonuçlar yada kökler olmaktadır. 

5.2.1.2.1  Basit İterasyon Yöntemi
Bu yönteme; çoğu zaman, her türlü denklem veya denklem sistemini sıfır yapan kök değerlerinin hesaplanmasında kullanılabildiği için, standart yöntem de denmektedir. Yöntemin temel esası; 
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şeklinde verilen bir denklem sisteminin her denklemindeki 
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 satır ve sütun indisleri aynı olan köşegen terimlerindeki tüm elemanlarını,
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şeklinde yazarak 
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elde edilen denklem sisteminin her bir denkleminde farklı bilinmeyeni çekerek,
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iki farklı bileşene ayrılmış iterasyon fonksiyonlarının üretilmesi prensibine dayanır. Sonra bu itersayon fonksiyonlarında  başlangıçta verilmiş olan  her bir yaklaşık kök değeri kullanılarak itersayon işlemleri yapılır. Bir iterasyon sonucundan elde edilen kök değerlerinin bir önceki iterasyon adımından elde edilen değerlerden farkı sıfır yada kabul edilebilir bir değere ulaştığında, en son adımdan bulunan değerler kök olarak alınır ve iterasyon işlemi tamamlanır.

Örnek;
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denklem sistemini sıfır yapan  kesin köklerini   her biri için  x = y = z = 0  başlangıç yada yaklaşık kök değerlerini kullanarak Basit iterasyon(standart) yönteme göre hesaplanması.

Çözüm:  önce bu denklem sisteminin, yukarıda anlatıldığı gibi, köşegen terimleri;
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şeklinde yazılarak,  birinci denklemden   x , ikinci denklemden   y   üçüncü denklemden de  z   parametreleri çekilir. Sonuçta; bileşenlerine ayrılmış iterasyon fonksiyonları,
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olarak elde edilir. Bu fonksiyonlara göre; ilk yaklaşık değerler x = y = z = 0  olmak üzere, iterasyon işlemleri yapılarak;

	i
	x
	y
	z

	1
	0.6636
	-0.8172
	-1.6411

	2
	0.55974
	-0.86838
	-1.77849

	3
	0.54859
	-0.85945
	-1.78749


3. iterasyon adımının sonucunda; her bir değişken için    x = 0.54859,   y = -0.85945  z = -1.78749   değerleri  hesaplanır.

5.2.1.2.2   Gauss-Sidel Yöntemi
Bu yöntemde;
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şeklinde verilemiş olan doğrusal denklem sistemi standart yöntemdekinden biraz daha farklı bir şekilde iterasyon fonksiyonlarına ayrılır. Bunun amaçla; önce her bir denklemden bir bilinmeyen çekilerek,
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şeklinde iki basit bileşenine ayrılmış iterasyon fonksiyonları elde edilir. Çözüm, standart yöntemde olduğu gibi, her bir kök parametresi için, verilmiş olan başlangıç değerini ilk yaklaşık değerler seçerek iteratif bir şekilde elde edilir.

5.2.1.3   SİMETRİK KATSAYILI DOĞRUSAL DENKLEMLERİN ÇÖZÜMÜ
Yukarıda, genel şekliyle;


[image: image221.wmf]0

 

 

.........

:

0

  

 

.........

0

.........

0

 

 

   

.........

3

3

2

2

1

1

3

3

3

33

2

32

1

31

2

2

3

23

2

22

1

21

1

1

3

13

2

12

1

11

=

-

+

+

+

+

=

-

+

+

+

+

=

-

+

+

+

+

=

-

+

+

+

+

n

n

nn

n

n

n

n

n

n

n

n

n

b

x

a

x

a

x

a

x

a

b

x

a

x

a

x

a

x

a

b

x

a

x

a

x

a

x

a

b

x

a

x

a

x

a

x

a


olarak verilmiş olan doğrusal denklem sistemlerinde, bilinmeyenlerin katsayıları köşegen elemanlarına göre simetrik yapıda iseler, böyle denklem sistemlerine “Simetrik katsayılı doğrusal denklem sistemleri” denir. Bunların çözümü; benzer şekilde, yanı her bir denklemi aynı anda sıfır yapan parametre değerleri veya kökleri, genel yapıdaki denklem sitemlerinin çözümünde anlatılan çözüm yöntemleri kullanılarak yapılır. Ancak, katsayıların simetrik yapıda olmaları nedeniyle çözüm işlemleri; sadece  köşegen ve köşegen dışı üst elemanları kullanılarak bir algoritma biçiminde tablo halinde bir arada yapılır. 
Böyle bir çözüm için, doğrusal denklem sistemlerinin çözümünde kullanılan genel yöntemlerin tümü kullanılabilmesine rağmen, uygulamada daha çok; uygun oluşu nedeniyle, doğrusal denklem sistemlerinin ardışık satır indirgemesi esasına göre çözüm veren Gauss ve  Cholesky indirgeme yöntemleri kullanılmaktadır.  

5.2.1.3.1  Gauss Yöntemine Göre Çözüm
Katsayıları simetrik doğrusal denklemlerin Gauss yöntemine göre çözümünde; genel yapıdaki doğrusal denklemlerin satır indirgemesi yoluyla indirgenerek yapılan çözümdeki indirgeme adımlarının aynı uygulanır. Ancak katsayılar simetrik olduğu için, bütün elemanlar yerine simetrik olanları kullanılarak işlemler daha basit ve sade bir şekilde yapılır. Bu basit veya sadelik, bütün hesaplama işlemlerinin bir arada, tek bir tablo halinde yapılabilmesi olarak ifade edilebilir. Bu amaçla, 


[image: image222.wmf]0

 

 

.........

:

0

  

 

.........

0

.........

0

 

 

   

.........

3

3

2

2

1

1

3

3

3

33

2

23

1

13

2

2

3

23

2

22

1

12

1

1

3

13

2

12

1

11

=

-

+

+

+

+

=

-

+

+

+

+

=

-

+

+

+

+

=

-

+

+

+

+

n

n

nn

n

n

n

n

n

n

n

n

n

b

x

a

x

a

x

a

x

a

b

x

a

x

a

x

a

x

a

b

x

a

x

a

x

a

x

a

b

x

a

x

a

x

a

x

a


şeklindeki simetrik katsayılı bir doğrusal denklem sistemi, Modernleştirilmiş Gauss algoritmasına göre çözüm için aşağıdaki gibi bir tabloya yerleştirilerek indirgeme işlemleri sırayla adım, adım yapılır. Her adımda, yapılacak işlem hatalarını denetlemek için, tablonun sonuna, her bir denklemdeki katsayıların toplamından oluşan,
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bir toplam sütunu açılır. Bu sütun yardımıyla, her indirgeme adımı sonucunda, indirgenmiş satır elemanlarının toplamının da bu sütunun satır indirgemesi ile birlikte indirgenmesinden elde edilen indirgenmiş değerine eşit olacağından, bir denetimin yapılması sağlanır. Ayrıca, denklem sisteminin katsayılarının simetrik olması nedeniyle de;  her adım indirgenmiş sütun değerlerinin çapraz çarpımları da eşit olacaktır. Bir simetrik katsayılı doğrusal denklem sistemi için, bu gibi özellikler göz önünde tutularak, düzenlenen bir tablo üzerinden adımlar halinde algoritma çözümü yardımıyla verilen algoritma çözme tablosundaki gibi gerçekleştirilir.
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kullanılan kısa gösterimler, denklem sisteminin satır indirgenmesi sonucunda elde edilen her adımdaki katsayılarıdır. Her satır indirgemesi adım sonucunda elde edilen indirgenmiş denklemlerden da bilinmeyenler; indirgeme işleminin tersi yönde hesaplamalar yaparak,
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elde edilir. 
Benzer şekilde; bilinmeyenlerin katsayılarından hesaplanan alt üçgen matris;
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 ve üst üçgen matris de
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olur. Ayrıca, bu Gauss algoritması tablosundaki değerlerden bilinmeyenlerin katsayılarından kurulu katsayılar matrisinin determinantı da,
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şeklinde hesaplanabilir. Bilindiği gibi, katsayılar matrisinin inversi;
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üçgen matrislerin inverslerinden, 
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  çarpım şeklinde hesaplanabileceği gibi, bununla aynı sonucu veren,  tablo değerlerinden de,
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olarak hesaplanabilir. 
Uygulamada, büyük boyutlu denklemler için daha çok bu şekilde; tablodaki elemanlarından invers matris hesaplama yolu tercih edilir.

Örnek:  

16x +  8y + 12z – 4 = 0

  8x +  5y + 11z – 4 = 0

12x +11y + 70z -31 = 0

simetrik katsayılı dorusal denklem sistemini Gauss yöntemine göre çözerek; bilinmeyenleri, katsayılar matrisine ilişkin alt üçgen ve üst üçgen matrislerini, katsayılar matrisinin determinantını ve invers matrisini hesaplayınız.

Çözüm: Tablo halinde; her satırdaki elemanların toplamı için açılan bir toplam denetim sütunu ile birlikte, yapılan çözümden,





   x
   y
   z
 sabit  
toplam

 16         8      
   12        – 4
   32
 -1       -0.5
-0.75
  0.25
   -2
  5          11         -4 
   20
  1
    5
    -2
    4
 -1
  -5
     2
   -4


  70
  -31
   62
              36       -18        18


   -1
  0.5
 -0.5
a)   Bilinmeyenler;    tablonun indirgenmiş satırlarından, sondan başa doğru işlem  yaparak,  

x =   0.125   ;    y =  -0.5    ;     z =  0.5 

olarak hesaplanır. Yine, bu algoritma tablosundaki değerlerden faydalanarak,

b)      
[image: image324.wmf]ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ë

é

=

1

5

.

0

75

.

0

0

1

5

.

0

0

0

1

B

  alt üçgen ve  
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 Cüst üçgen matrisleri
hesaplanır. 
c)  Katsayılar matrisinin determinantı; 
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d)  Simetrik yapıdaki katsayılar matrisinin inversi de; aynı yapıda simetrik bir matris olacağından,


[image: image327.wmf]398

.

0

)

75

.

0

(

)

5

.

0

(

16

1

743

.

0

)

75

.

0

(

)

5

.

0

(

695

.

1

)

5

(

1

048

.

0

)

75

.

0

(

)

5

.

0

(

139

.

0

)

5

(

36

1

13

12

11

23

22

21

12

23

22

33

23

31

13

33

32

23

33

=

-

+

-

+

=

-

=

-

+

-

=

=

=

-

+

=

=

-

+

-

=

=

-

=

-

=

=

=

q

q

q

q

q

q

q

q

q

q

q

q

q

q

q

q

q

 
olmak üzere,
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olarak hesaplanır. Böylece, istenen değerler, tablo değerlerinden faydalanarak birlikte elde edilmiş olur.

5.2.1.3.2  Cholesky Yöntemine Göre Çözüm
Kare simetrik yapılı denklem sisteminin bilinmeyenlerinin katsayılarından oluşan matrisin determinantı küçük; yanı sıfıra yakın olduğu zaman Gauss yöntemine göre yapılan çözüm işlemlerinde bazı yuvarlatma hataları olaşacağından doğru sonuçlar vermeyebilir. Bu gibi durumlarda;  satır indirgemesi anında yuvarlatma hatası yapmayı önleyecek bir diğer çözüm yöntemi olan Cholesky  yönteminin kullanılarak, katsayılar matrisini üçgen matrislere ayırarak çözüm işleminin yapılması önerilir. 
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Bu durumda,  indirgeme işlemleri; bir satırdaki tüm elemanları doğrudan elimine edilecek bilinmeyenin katsayısına bölerek indirgeme yapma yerine, satır elemanlarının kare kökünü alındıktan sonra; “karekök almakla büyük sayılar küçülecek, ondalıklı saylar büyüyecek”, indirgeme işlemleri yapılır. Ayrıca, simetrik katsayılı doğrusal denklem sisteminin katsayıları simetrik olduğu için, Gauss yöntemine göre yapılan çözüm için söylenenlere benzer kolaylıklar burada da olacaktır. O zaman aynı işlemler, Gauss yönteminde olduğu gibi,  genel çözüm yerine daha basit sayılabilecek bir şekilde, düzenlenecek bir hesap algoritması tablosunda bir arada yapılabilecektir. Benzer şekilde; yapılacak böyle bir çözüm de Cholesky algoritmasına göre katsayıları simetrik olan doğrusal denklemlerin çözüm algoritması yada daha kısa bir ifade ile ”Cholesky algoritması”olarak adlandırılacaktır.  Bu algoritmaya göre çözümde de; Modernleştirilmiş Gauss algoritmasında olduğu gibi, önce simetrik doğrusal denklemin katsayıları, simetrik olma özellikleri de dikkate alınarak bir tabloya yerleştirilir. Bu tabloda; kare simetrik matrislerin Cholesky yöntemine göre üçgen matrislere ayrılmasındaki işlemlere benzer şekilde, yapılan satır indirgenmesi sonucunda elde edilen katsayıları;
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şeklinde hesaplanmaktadır. Buradan indirgenmiş denklemler,
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şeklinde elde edilmiştir. Bu denklemlerin indirgeme işlemlerinin tersi yönde çözümünden de her bilinmeyen,
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olarak hesaplanmaktadır. 
Benzer şekilde, bu tablo değerlerinden de; bilinmeyenlerin katsayılar matrisine ilişkin  üst üçgen matrisi,
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ve bunun transpozesi olarak de alt üçgen matrisi, 
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 olarak da elde edilir. Aynı şekilde; bu üçgen matrislerden faydalanarak;  A  kare simetrik matrisinin tersini gösteren,
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invers matris de   C  üçgen matrisinin inversinden faydalanarak,
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bağıntısından  hesaplanabilir. Bunun yerine, uygulamada daha çok, aynı işlemleri kullanan ve aynı sonucu veren pratik ve daha basit bir yol olan tabloda indirgenmiş her bir satırın, kendi köşegen elemanına bölünmesinden elde edilen  –1  denklemin Gauss çözümündekine denk değerler olduğundan, tabloda bu işlemler her indirgeme adımı sonucunda yapılarak,
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tabloda mevcut değerlerden faydalanarak doğrudan,
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bağıntılarına göre hesaplanır. Katsayılar matrisinin determinantı da; Gauss yöntemindekine benzer şekilde tablo değerlerinden,
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olarak hesaplanır.

Örnek:  

16x +  8y + 12z – 4 = 0

  8x +  5y + 11z – 4 = 0

12x +11y + 70z -31 = 0

simetrik katsayılı dorusal denklem sistemini Cholesky yöntemine göre çözerek; bilinmeyenleri, katsayılar matrisine ilişkin alt üçgen ve üst üçgen matrislerini, katsayılar matrisinin determinantını ve invers matrisini hesaplayınız.

Çözüm: İşlem denetimi için her satırın sonuna bir toplam sütunu açılarak, o satırdaki tüm elemanlar toplanarak yazılır. Bu sütun satırla birlikte indirgenir.

 



   x
   y
   z
 sabit  
toplam

 16         8      
   12        – 4
   32
   4
  2
    3
    -1
   8
  5          11         -4 
   20
  1
    5
    -2
    4
  1
    5
    -2
    4



  70
  -31
   62
              36       -18        18


   6
  -3
    3
Sonuçta; elde edilen tablo değerlerinden, Gauss yönteminde olduğu gibi, tersi yönde işlem yaparak, her bir bilinmeyen, 

 z =   0.5  ,    y =  -0.5   ve    x =   0.125  

C  üst üçgen matrisi,   
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Katsayılar matrisinin,   
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Simetrik yapıdaki katsayılar matrisinin inversi de;  tabloda her indirgeme adımı sonucunda elde edilen indirgenmiş satırın diğer elemanların bu satırın  köşegen elemanına bölerek her indirgenmiş satırdan sonra   yeni bir, köşegen elemanı –1 olan satır daha ilave edilir.





   x
   y
   z
 sabit  
     toplam
 16         8      
   12        – 4
      32
   4
  2
    3
    -1
       8
  -1     -0.5
-0.75
  0.25
      -2

  5          11         -4 
     20
  1
    5
    -2
       4
  1
    5
    -2
       4

-1
  -5
     2
      -4
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  -31
      62
              36       -18          18
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  -1        0.5         -0.5

Buradan; katsayılar matrisi ile aynı özelliklere sahip tersinin(inversinin) elemanları,

[image: image468.wmf]398

.

0

)

75

.

0

(

)

5

.

0

(

16

1

743

.

0

)

75

.

0

(

)

5

.

0

(

695

.

1

)

5

(

1

)

5

(

1

1

048

.

0

)

75

.

0

(

)

5

.

0

(

139

.

0

)

5

(

028

.

0

36

1

6

1

13

12

11

23

22

21

12

23

23

22

33

23

31

13

33

32

23

2

33

=

-

+

-

+

=

-

=

-

+

-

=

=

=

-

+

=

-

+

=

=

-

+

-

=

=

-

=

-

=

=

=

=

=

q

q

q

q

q

q

q

q

q

q

q

q

q

q

q

q

q

q

 

olarak hesaplanabilir. Neticede, katsayılar matrisin 
[image: image469.wmf]Q

- ters matrisi  yada invers matrsi,
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olarak hesaplanır. 
Buradan, görüldüğü gibi; Gauss algoritmasına göre çözümünden tek farkı denklemlerin satır indirgenmesi adımlarında her satırdaki indirgenmiş köşegen elemanların kare köklerinin kullanılmış olmasıdır.




ÖRNEK PROBLEMLER

Problem 1)    Aşağıdaki doğrusal denklem  sistemlerini satır eliminasyon yöntemine göre çözünüz.
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Problem 2)   Aşağıdaki denklem sistemlerini  üçgen matrislere bölerek çözünüz.
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Problem 3)   Katsayılar matrisi  kare-simetrik yapıda olan;  x, y, z, üç bilinmeyenli ve 
[image: image475.wmf]b

 sütununda sabit terimleri bulunan üç denklemden oluşan bir doğrusal denklem sisteminin Gauss algoritmasına göre aşağıdaki tablodaki gibi satır indirgemesi yoluyla gerçekleştirlen; 
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tablo biçiminde çözümünde; boş bırakılan yerleri çözüm algoritmasının özelliklerinden faydalanarak doldurunuz.
Problem 4)   Her hangi bir problemin çözümü sırasında, 
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biçiminde elde edilmiş olan bir kare-simetrik matrisin Gauss algoritmasına göre satır eliminasyonu yoluyla gerçekleştirilen indirgemesi neticesinde,
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tablo biçimindeki çözümü elde edilmektedir. Tablo verilmiş olan mevcut bilgilerden faydalanarak, Bu matrisin determinantını, üçgen matrislerini  ve 
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