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1. GIRIS

Tanmmus tarthgi LAFARA 1973 sOyledigine gore; bugiin bile ik kullanm tarihi ve
smirlar1 Kesin olarak bilinmemekle birlikte, Niimerik Analizin ¢ok eski yillardan
beri farkh sekillerde ve isimler altmda kullaniddig ilgili birgok kaynaklarda yer
aldig goriilmektedir.

Bunun agik bir kantti olarak; bundan yaklask 3700 yil once, Babilliler’in iKinci
dereceden bir denklemin koklerinin nasil ¢6zilerek bulunabilecegini, tam sayilarn
karekoklermin yaklagik olarak nasil hesaplanabilecegini ve bilesik faizle ilgli baz
problemlerin  lineer enterpolasyon yontemiyle nasil ¢ozilebilecegini, bildiklerini
ilgili kaynaklarda rastlamak miimkiindiir.

Yine bundan yaklask 2000 yil once “giiniimiizde Gauss eliminasyon yontemi”
olarak bilinen, lineer denklem sistemlerinin  ¢oziimiiyle ilgi bir Ornekte matris
gosteriminin - kullamimis  oldugu baz Cinli  kaynaklarda ayrica ifade edilmektedir.
Benzer sekilde, baz Cinli matematikgilerin  (960-1279) yillar1 arasmda yiiksek
dereceli denklemlerin  niimerik ¢6zimii icin, iteratif yaklasma yOntemini
genellestirdiklerine de ilgili kaynaklarda rastlamak miimkiindiir.

Bunun sonucunda; onceleri lineer denklem sistemlerinin  ¢6ziimiinde  kullanimug
olan matris gOsterimi ile ¢Oziim teknikleri, aym zamanda yikksek dereceli
denklemlerin ¢oziimii i¢in de genisletilmis olmaktadr.

Konuyla ilgili bir diger dmek; bundan yaklasik 900 yil énce yasanmus O. Hayam 'm
tiglincli dereceden denklemlerin ¢Oziimilyle ilgili bircok arastwrmalar yaptizi ve
kesfetmis oldugu yeni ¢oziim yontemi yaymlamis oldugu kendi eserinde yer
almaktadr. Bunu takp eden yillarda, halen giiniimiizde Horner yontemi olarak
bilinen (W.G. Horner; 1819 yihnda, bu konudaki eski ¢alismalardanhabersiz
olarak kendi ydntemini yaymlamistir.) genel cebir denklemlerinin ¢ozimii igin
kullamlan Horner yontemini, daha 6nce, 1436 yiinda olen Cemsid El-Kasgi, kiibik
denklemeleri iteratif ve trigonometrik yontemlerle ¢ozimiinde de kullandigm ilgili
kaynaklarda ayrica rastlamak miimkiind{ir.

Iskogyah John Napier 1614 yiinda logaritma tablolarmi diizenleyerek yaymlamus
ve neticede boyle bir ¢alisma sonucunda birgok hesaplamalar i¢in kullanidabilecek
bir hesaplama araci hizmete sunmustur. Bugiin Newton ya da diger adiyla Newton-
Raphson yontemi olarak bilinen bir yontemin, 1700 yilindan once sadece bir
polinomun  koklerine iteratif  yaklagimlarla bulmada kullanddigmi  ve daha
sonralar, 1740 yillarmda Thomas Simpson tarafindan bu yontem daha da
genigletilerek genel fonksiyonlar iginde kullanidabilir oldugunun kanttlandigi ilgili
kaynaklarda yer almaktadr.

Niimerik analizde adindan sik¢a s6z edilen Taylor serisi; Brook Taylor tarafindan
1715 yihinda kuramsal olarak ele almarak incelenmis ve sonuglari genel hatlari ile



yaymlanmustir. Ancak, bu formiilin kalan terimi hakkmda ik bilgi; daha sonralari,
1797 yihnda Joseph Louis Lagrange tarafindan incelenerek verilmistir.

Giiniimiizde; adi diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiiyle ilgili kullandlan ve bilinen
adiyla Runge-Kutta yontemi; bundan yaklasik 100 yil once alman uygulamal
matematik¢ilerinden Carl Runge (1856-1927) ve M. W. Kutta(1867-1944)
tarafindan gelistirildigi ilgili kaynaklardan goriilmektedir.  Bunlar gibi, burada o6zet
olarak verilmis olan birkag o6rnek daha da genisletilerek, farkh literatiirlerde yer
aldigi sekliyle daha da zenginlestirilebilir.

Uygulamali matematikte konuyla ilgili bu gbi gelismelere paralel olarak, ¢ogu
zaman sayisal ¢Oziimleme ile ayriimaz bir biitiin olan hesaplama araglarinda da
benzer sekilde gecen siire icerisinde cesitli gelismelerden bahsetmek miimkiindiir.

Bu amagla kullanimis ilk ve en ilkel hesaplama araci; tizerine diigliimler atimus bir
telin oldugu ilgili kaynaklarda soylenmektedir. Daha sonralart aym amaca yonelik
gelistiriimis  bir  diger hesaplama araci; Cinliler ve Greekler <in birbirlerinden
habersiz kesfettikleri “abakus” dwr.  Abakusler bugin dahi birgok dogu bloku
ilkelerinde ¢esitli pratk amach aritmetk islemlerin yapimasmda bir hesaplama
araci olarak kullamimaktadr. Ancak, abakusle yapilan hesaplamalarda eldekileri
islemlere katmak olduk¢a zor ve yetenek gerektirdiginden bunlart kullanmak
sanidigt kadar kolay olmamaktadwr. Cogu zaman, bir hesaplama aracit olarak
kullanilabilmeleri i¢in 6zel beceri gerektirmektedir.

Bu gbi zorluklarda kurtulmak i¢in daha sonraki yillarda abakus ‘lerin yerine, biraz
daha pratik saylabilen bir diger mekank hesaplama araci olan siirgiili hesap
cetvellerinin  gelistirildigi  goriilmektedir. Bu amaca yonelik konu ile ilgili yapinus
ik olumlu cahsmalar; 1620 yinda, Ingiliz matematik¢i, Edmund Gunter, daha
once 1614 yilinda John Napier ‘in bulmus oldugu logaritmalar1 bir dogru lizerinde
isaretlemeyi  basarmastyla  baglanmustr.  Siirgiiii  hesap cetvellermin  de atasi
sayllabilecek bu hesaplama araci ile carpma ve bolme islemleri yapabiimek icin de
bir pergel gelistirilerek kullandmustr. Bundan bir yil sonra, bir baska Ingiliz
matematik¢i olan William Oughtred, 1621 yilnda, Gunter ‘in gelistirdigi bu
sistemi daha da ileri diizeylere tastyarak; cizgilerinin her ikisini birbiri tlizerinde
kayabilecek bir sekilde gelistirerek, pergel kullanma ihtiyacmm ortadan kaldrmustir.
Konuyla ilgili birgok ¢aligmalar sonucunda, 1654 yiinda Robert Bissaker, sabit bir
govdenin ki kismu arasmda kayabilen bir siirgiiden ve iki tarafi sabit bir gévdeden
olusan ik siirgiili hesap cetvelini yapmustr. 1850 yihinda, Tavernier-Gravet,
stirgiilii hesap cetvellerinde gosterge camu kullanarak ” Mannheim” siirgiili hesap
cetvelini icat etmistir.

Hesaplama araclart ile ilgli farkh yillarda yapilmis bu gbi olumiu gelismelere
ilaveten, daha ileri diizeyde aritmetik islem yapabilen ilk mekanik hesap makinesi;
tnli Fransiz disiinirii Blaise Pascal tarafindan 1642 yiinda gelistiriimistir.
Onceleri sadece toplama islemleri yapabilen bu tiir hesap makineleri 1671 yiinda
Gottfried Wilhelm Leibniz tarafindan gelistirilerck ¢arpma islemi de yapabilen
mekanik hesaplayicilar;; yam bugin  “F4ciT” ya da ‘“kollu mekanik hesap
makinesi” olarak da bilinen hesaplama aracmi elde edilmistir.



Bilindigi gbi, bu hesaplama araglari ile hesap yapmada islemlerin swasi biiyik
Onem tasmaktadr. Bu tir makinelerin mekanik sistemler olmalar, neticede
bunlara boyle bir yetenegi vermegi olanaksizlastrmaktadr. Ayrica, bu makinelerde
islem sras1 kullanicilar tarafindan disardan idare edilmektedir.

Sonugta bu makinelerde boéyle bir islemin hesaplayiciya yaptrilabimesi igin, 1801
yiinda  Fransiz  asilh  Jacquard ‘m  gergeklestirdigi  otomatikk  dokuma
tezgahlarmdaki sistemin, “makineler; iizerinde belli araliklarda delikler bulunan
bir kartonun her bir deligine sira geldiginde hangi renk ipligin kullanacagina
karar vermesi prensibi” ¢ok biiyiik fikir katkis1 olmustur. Tarihinde, dokumacilikta
devrim sayiabilecek bu bulustan sonra, Ingiliz Matematik¢i; Charles Babbage ‘nin
1821 yinda islemlerin birbiri ardi srada yapabilen bir analitik makine tasarladig
kaynaklarda mevcuttur. Bu giin dahi bilgisayarlarm ik atasi sayilabilecek bir
yenilk olan bu diisiinceyi, ne yazk ki uygulama olanag bulamadig ayrica
vurgulanmaktadr. Babbage ‘nin buginkii bilgisayarlara diigince ve kavram
bakimmndan ¢ok yakmn saylan bu son derece onemli fikirlerinden sonra bu yondeki
aragtrmalar bir sure duraklamalar yasayarak, 1890 yilinda, ABD yapilan niifus
saymi sonuglarmi daha hizh alabilmek igin H. Hollerith tarafindan gelistirilen
makinenin yapimasinda, Pascal, Jacquard ve Babbage ‘nin buluslarmdan ¢ok
biiylik oranda faydalanilmistir.

Boylece; delikli kart sisteminin bilgisayarlarda  kullanlmasmm ik admu da
atlmuistr. Bu nedenle, bilgisayar teknolojisinde kullamimus olan bu  delikli kart
sistemine Hollerith Kartlar1 veya kisaca delikli kart sistemi de denmektedir.

Daha sonralar, ik bilgisayar, 1945 yiinda ABD ‘de askeri amaglar i¢in yapinustir.
UNIVAC adh bu bilgisayar 30 ton agwhgmda dev bir sistemden olusmaktadir.
Onceleri sadece askeri amach isler icin gelistiriimis olan bu makinelerden birkagi
ABD ve Ingiterede sayh {iniversitelerde kullandabildiyse de; sivil amach
kullanlmalarma ik defa 1953 yilinda gecilerek piyasalarda satimalarma
baslanmustr. Aym yillarda, muknatish serit ve cekirdek bellekler gelistirilerek, hizh
yaziclar  yapimaya  baglanmistr. 1958  yiinda  bilgisayarlarm  yapmminda
transistorlerin kullanilmasi ile yeni bir devir daha agimistir.

Boylece ikinci kusak saylabilen bu donemde, daha kiiciik boyutlu ve genis
kapasiteli bilgisayarlarm {iretimi s6z konusu olmustur. 1965 yilinda {giincli kusak
sayllan daha karmask fakat cok daha yetenekli, transistorlerin yerine biitlinlesik
devrelern  kullandi@i  bilgisayarlar ~ gelistirilmisti.  Her gegen giin  bilgisayar
teknolojisinde yeni gelismeler birbirini takip ederek, Personel computer diye
tanman PC ‘ler ve daha sonralari ilgili her tirli yeni gelismeler gergeklestirilerek
giiniimiizdeki duruma ulagilmistur.

Burada yapilan baz ag¢iklamalardan goriildiigii gibi; tarihinin belirli donemlerinde
nimerik analiz konular ile ilgili yapilan bir ¢ok yeni gelismeler, eskileri ile birlikte
hiyerarsik bir diizen srasmda ele alnwrsa; onceleri  “Approximate Computation”
veya “Computational Mathematics” gibi isimler altmda kullanilmis olsalar bile,
1950 yillardan sonra diger isimler yanmda Numerical Analysis, (son zamanlarda
tilkemizde bu isim yerine yaygin olarak Sayisal Coziimleme kullanimaktadir),
admn da sikc¢a kullanddi@i goriimektedir. Aym zamanda bu tarih, bilimde sradan



bir tarth olmayp, ac¢iklamalardan anlagidiyt gibi, farkh bilimsel ve teknolojik
gelismelerin de birlikte hatrlanildigi bir tarih olmaktadir.

Ozetlemek gerekirse, bu gelismelerden biri; 1947 yihnda Los Angeles ‘deki
Kaliforniya iiniversitesinin biinyesinde kurulmus olan Institu of Numerical Analysis
adlr enstitiiniin ilk defa bu tarihte kurulmus olmasidw. Bir digeri de Bilgisayar
teknolojisindeki onemli gelismelerin bu tarihlere rastlamis olmasidir. Bu durum,
her birinin birbiriyle ne derece yakwn iliskide oldugunun bir kaniti olmaktadur.
Ayrica, bu tarih; wuygulamali matematik konulari ile ilintili olarak matrisler
konusunda oldugu gibi bir¢cok diger lineer cebir konularmda da onemli
gelismelerin yapildigi tarihler olmaktadir.

Bu genel bilgilerin 5181 altmda “Sayisal Coziimleme”; ik bakista sadece konusu
itbariyle ele alndignda, sanki matematigin veya uygulamah matematigin bir alt
konusudur gibi dustiniilebilir. Benzer sekilde; sadece kullanilan hesaplama araglart
ve islem algoritmasi yoniinden ele alndignda ise; bilgisayarlarla olan yakin
liskisinden dolayr bilisim veya bilgisayar miihendislignin bir alt konusu oldugu
diistiniilebilir.

Ancak, uygulamah matematikte konu olarak; sadece bir problemin ¢ozimii icin
gerekli olan matematk modelin kurulmasi yam algoritma kurma islemleri ile
ugrasiimaktadr. Buna Kkarsilk, bilgisayar mithendisliginde ise; sadece modeli veya
algoritmasi bilinen bir problemin bilgisayar yardimla ¢6ziimii i¢in gerekli dillerin
gelistiriimesi, donammlari, algoritmk ¢6ziim siirecleri ve sayisal islemler konu
edilmektedir.

Sayisal ¢oziimlemede hicbir zaman amag; sadece ne bdyle bir modeli kurmak ne de
sadece coOzmektir. Sayisal ¢Oziimlemenin ana amaci bir problemm ¢ozimii i¢in
daha o6nceden bilinen bir modele gore, gesitli hesaplama araglarmi bir vasita olarak
kullanip en dogru ve etkin sonuglart bulmaktr. Bu durumuyla, sayisal ¢oziimleme
dogrudan ne uygulamal matematiiin ne de bilgisayar mithendisliginin bir alt
disiplinidir. Her ikisiyle beli bir oranda ilntii olan ve kendine 0zgii amag ve
hesaplama Ozelliklerini igeren ortak bir disiplin oldugu sdylenebilir.

Sayisal ¢oziimlemenin, diger adiyla Niimerik Analiz’in konusunun, ugras alanmm
ve bilgisayarlarla olan yakmn iligkisinin daha anlagilr olmasi i¢in, konuyu basit
birkag 6rnekle ag¢iklamak daha uygun olur.



Konuya bir 6rnek olarak; bir A sehrinden B sehrine dogru kara yolu ile giden bir
aracm hizi belli zamanlarda oOlgiilerek, belli noktalar icin,

L) 0.1 {02 |0.3 |04]05 |06 |0.7

\%
(%n) 152 |14.1 |140 |[15.0]|145 |16.0 |154

olarak elde ediliyor. Bu sekide analitk bagmtilar yerine gozlemlere dayah
deneysel veriler elde edilerek, bu aracm t=0,35 saniyedeki hiz, ivmesinin ve
baglangic noktasmdan itibaren kat ettigi yolun ne kadar oldugunun hesaplanmasi
istenebilir.

Sitiphesiz, bu aracm, zamana bagh olarak hizz bu sekilde degl de analitik bir
fonksiyon olan v = f(¢) seklinde siirekli tirden bir bagmti ile verimis olsayds,
sorunun cevabt bilinen matematk islemlerle; v = f(r) fonksiyonda t=0.35
alnarak hiz, zamana gore tiirevi alarak ivmesi, baslangic noktasmdan itibaren
entegrali almmakla da bu ana kadar Kkat ettigi yolun uzunlugunu bulmak
mimkiindiir.  Aksine, burada aracm hizz boyle analitik fonksiyon yerine,
gozlemlere dayah deneysel verilerle verimis oldugundan problemin ¢6ziimii bu
yolla  gerceklestirilemez. Konu ancak, sayisal ¢Oziimlemenin  bilinen  basit
enterpolasyon yontemiyle cevaplandrilabilir.

Benzer sekilde aym problemde, aracm belli noktalardaki hiz yaninda ivmesi de
verilmis olsaydr;, islemler daha da karmasikk bir duruma donisecektir. Bu gibi
durumlarda, hiz degerleri ivme degerleri ile birlikte ele almarak ¢oziim ancak
Hermite yaklasimlar seklinde sonuglandirilabilir.



Bir ikinci Ornek; Arazide koordinatlari bilinen bir noktanm yiiksekligi, cevrede
yikseklikleri ve koordinat degerleri bilinen noktalara gore belirlenmek isteniyor.
Bu amagla, noktalarm H,; yiikseklikleri ve P (x,y) diizlem koordinat degerleri;

H,(m.) 103.6 105.6 107.0 104.5 106.9
P(x,y) | B(x;,)) Py(x5,3,) | B(x3,93) | Py(xg,¥4) | Ps(xs5,¥5)

olarak verilmektedir.

R (x, 1) By (x3,1,)
- Py(x3,y3)
0 F(x,y)
Py (x4,4)
- Ps(xs,y5)

Burada, eger nokta yiiksekliklerinin koordinat degerlerine gore yiizey denklemi
analitlkk fonksiyon halinde bilinmis olsaydi, bu denklemde P(x,y) noktasmm X , Yy
koordinat degerlerini yerine yazmakla noktann yiksekligi dogrudan bulunabilir.

Sonugta, boyle bir denklem Onceden bilnemediginden, noktalara ilisgkin sayisal
koordinat ve yiikseklk degerlerinden faydalanarak noktann yiiksekligi ancak
sayisal yontemlerle hesaplanabilir.

Benzer sekilde bir diger 6rnek; fizikte magnetik alan problemini formiiliize eden iKi
boyutlu Poisson denklemi;

0A, 0 , 04
a) +5(V5) = J

olarak bilinmektedir. Bu denklemdeki;

A : vektorel potansiyell,

J : Akim yogunlugunu,

v ¢oziim yapilacak ortamin magnetik direncini gostermektedir.

0
axl

Burada verilmis olan Poisson denkleminde v degeri A  degerinin dogrusal
olmayan bir non-lineer bir fonksiyonudur. Bu denklem fizik¢iler tarafindan uzun
yillar bilinmesine ragmen bazi 0zel  durumlar disinda, ¢cOzimii
gerceklestirilememekteydi. Bugiin  ise yaygm bir sekilde uygulanan sayisal
cozimleme yontemleri ie bu denklem fazla sayida dogrusal denklemlere
dontistiiriilerek, genis kapasiteli bilgisayarlarm da kullaniimasi ile ¢oziimii artik



sorun olmaktan c¢ikmus, Kkolayca gerceklestirilebilir hale gelmisti. Ornegin, bu
denklem sonlu farklar ya da sonlu elemanlar yontemiyle ¢6ziilmek istendiginde;
100 ile 150 adet dogrusal esitlk kurulmasi gerekmektedir. Bu gibi fazla sayda
dogrusal denklemden olusan bir denklem sistemini elle ¢6zmek Onceleri oldukca
zor bir islem olmasi nedeniyle, giinlimiizde gerek matrislerin alt matrislere
bolinmesi ve gerekse genis kapasiteli bilgisayarlarm kullamimasi ile artk sorun
olmaktan ¢ikmustir.

Benzer duruma, bir iilke ya da kita biiyiikligiindeki arazi pargalarmi 6lgmek igin
araziye birka¢ kilometre araliklarla isaretlenen sabit noktalarm koordinatlarm tek
bir koordinat sisteminde belirlemek i¢in; her noktada yapilan gozlemlerden
noktalarm kesin koordinat degerlerini; En kiiclk kareler ¢oziimine gore
hesaplamakta da rastlamak mimkiindiir. Bu durumda, gozlem sayist kadar
diizeltme denklemleri kurulmakta ve diizeltmelerm agrhkh karelerinin  toplamm
minimum  kilan amag fonksiyonuna gore de bilinmeyen sayist kadar normal
denklemler elde edimektedir. Bu denklemlerin, katsayilar matrisinin boyutlar1 ¢ok
biiylik olacagndan bunlar1 her hangi bir sekilde ¢6zmenin ¢ok zor olabilecegi gibi,
bazi durumlarda kondisyon bozukluklarma da rastlanmaktadr. Bu gibi sorunlardan
kurtulmak i¢in; daha etkin ¢6ziim yontemleri kullanlarak, uygun Kkapasiteli
bilgisayarlar yardmuyla ancak anlamh sonuglara ulasmak miimkiin olmaktadir.
Boylece; hizh ve genis kapasiteli hesaplama araci olan bilgisayarlarm ik gelisme
ve kullanma tarihi olan 1950 yillar; aym zamanda sayisal ¢oziimlemenin veya
matris matematigi gbi lineer cebir konularmm da Dbiyik gelisme ve Onem
kazandigt yillar olmaktadr. Neticede, yapilan ag¢iklamalardan, bu tekniklerin
birbiriyle ne kadar yakm iliskii ve i¢ ice olduklar, her durumda birbirlerini
tamamlar konular olduklart bir kez daha, veriimis olan Orneklerden acgik¢a
goriilmek tedir.

Matematikte bir problemin arzulanan ¢oziimii; gerek bilgisayar, gerekse farkh
hesaplama araglar1 kullanlarak ¢6ziim i¢in gerekli olan sonlu sayidaki tim ara
islemleri, belli bir swrada siirekli yapilarak elde edimektedir. Cozim i¢in, bu
sekilde diizenli olarak yapimasi Ongorilen tim islem admlart hesaplama
yonteminin matematik algoritmas1 olarak adlandmrilir ve bashca; Input, Islem ve
Output yada bir diger ifade ile giris, islem ve sonug bilgilerini iceren ti¢ ayri tinite
halinde ele almabilir(sekil.1)

Giris Bilgileri Islem Algoritmast (ks Bilgileri
Input g 1 Output

Sekil.1:  Sayisal ¢oziimlemede islem akist

Bir probleme iliskin matematk modelin ¢ozimii i¢cin kullamlabilecek cesitli
algoritmalarmdan hangisinn  daha elverigh oldugu yargisma, algoritmanm hiz,
etkin ve dogru sonuglar vermesi gibi Ozelliklerinden faydalanarak wverilir. Zamam
en ekonomik kullanarak en kisa siirede sonuca ulagsmaya yarayan yontem hiz
bakimmndan ekonomik olmakta ve daima tercih edilmektedir. Buna karsilk,
sonuglarm dogrulugu hafizalar1 en fazla yoran ve siirekli emek gerektiren bir konu
olarak her zaman 6nemini korumaktadr.



Bir ¢ozimde duyarlk kaybma neden olabilecek faktorlerin kaynagmi teskil eden
input veri hatalart veya algoritma hatalar1 denetim altnda tutuldugu siirece elde
edilecek output ya da sonug bilgileri istenen duyarlkta ve giivenirlikte degerler
olmaktadrr. Ozetle, bir ¢6ziim algoritmas1 i¢in bu durum,

Giris Bilgilerindeki Islem Algoritmasiny | Cikis Bilgileri
_Hatalar » dan gelen Hatalar— Hatalar
(Input Hatalari) (Output Hatasi

Sekil. 2 : Sayisal ¢oziimlemedeki hatalar

olarak ifade edilebilir(sekil 2).

Sayisal ¢Ozimlemede, c¢esith problemleri ¢ozmek icin  genellikle analitik
fonksiyonlardan elde edimis kesin veriler yerine, gbzlemlere dayah deneysel
veriler kullamldignda her zaman input ya da giris bilgilerindeki hatalarm sonuglar
lizerindeki etkilerinden s6z etmek miimkiin olur. Verilerdeki bu hatalar sonug
bilgilerine, ¢oziim i¢cin  kullanllan algoritmann  fonksiyonel Ozelliklerine bagh
olarak etki ederek sonuclar1 olumsuz yonde etkilerler.

Cozim icm mput verisi olarak kullamlacak veriler hatasiz olsalar bile, her
problemle ilglli ¢ozim islemleri; ¢oziim algoritmasma uygun belli islem swrasinda,
bilgisayarlar ~ gbi  ¢esith  hesaplama  araclart  kullamlarak  yapimaktadir.
Giinimiizde, biitlin hesaplama araglart her ne kadar genis kapasiteli olsalar bile,
onunda bir smm olmasi nedeniyle, belli bir dogrulukta islem yapma kapasitesine
sahiptirler. Bu hesaplama araglart islemleri yaparken kapasite smrm asan terimleri
ya dikkate almadan ya da sayilar yuvarlatarak islemlere devam eder. Neticede elde
edilecek sonug bilgileri belli bir oranda hatah olarak, gercek degerden farkl bir
deger olarak elde edilecektir. Sayisal c¢ozimlemede bu Ozellikteki hatalar
yuvarlatma hatalari(Roundoff error) ve kesme hatalari(Truncation error) olarak
adlandirilmaktadirlar.

Sonugta; sayisal ¢oziimleme problemlerinin ¢oziimii srasmda olusan bu tir hatalar;
yuvarlatma hatalari(Roundoff error), kesme hatalari(Truncation error) ve \veri
hatalari, ¢6ziim sonucunda elde edilen degerlerin ger¢ek veya gercege en yakm
dogru kabul edilebilecek degerler olmasi yoniinden biiyiikk Onem tagimaktadr. Bu
amagla, hesaplamalarda yapilabilecek bu tiir hatalarm sonuglar {izerindeki olumsuz
etkileri veya sonuglarm dogrulugu; bir diger ifade ile hesaplanan sonug bilgilerinin
gercek degerleri ne derece ifade edebildikleri bazi hata Olciitleri tanmmlanarak ya da
kullanlarak ~ denetlenebilir.  Sayisal ¢o6ziilmede bu durum her tirli problem
¢Ozliimleri i¢in bilinmesi gereken bir diger konu olmaktadr.

Konuyla ilgili bu gbi kisa agklamalardan sonra; sayisal ¢oziimlemenin amac,
karmasik niimerik analiz problemlerinin ¢ok daha basit saysal islemleri Kullanarak
cozmek ve eldeki sonlu sayidaki verilerden istenen niimerik sonuglara ulasmak i¢in
etkin yontemleri segerek, sonuglarmi degerlendirmektir diye ifade edilebilir.



Boyle bir amaca uygun olarak da sayisal ¢ozimlemeyi veya diger adiyla niimerik
analizii,  “matematiksel modellerle ifade edilmis olan c¢esitli disiplinlere iliskin
problemlerin ¢oziimiinde belli sayida ve sirada belirlenmis islemleri bilgisayarlar
yardimwyla yaparak belli bir duyarliga sahip sonuglarin elde etmesi igin
kullanilabilecek yontemlerin bulunmasi, gelistirilmesi, var olanlarin irdelenmesi ve
en etkin olanlarm tespit edilmesi” diye tammlamak miimkiin olur.

Sonu¢ olarak; yukarida sozii edildigi gibi saysal ¢ozimlemenin, fizik, kimya,
biyoloji, isletme, ekonomi ve daha birgok miihendislik dallar1 gibi bazi uygulamah
matematife dayah disiplinlerde kullanlmasi, her gegen giin Onemini daha da
artrmaktadr. Deneysel bilgilere ve wuygulamah bilim dallarma dayah olan
mithendislik disiplinleri, her zaman dogada var olan olaylarla ugrastiklarmdan
sayisal olarak ifade edilebilen ger¢ek, nesnel degerleri konu alrlar. Sanal konularla
ugrasmazlar. Halbuki, niimerik analizin genel konular1 igerisinde sanal ¢oziimlere
de yer verilmektedir.

Uygulamali miihendislik disiplinleri ile ilgili konular bu haliyl ele alndiginda,
burada daha ¢ok teknik yoOniinden uygulanabilir ve ¢6ziim sonuglart gergel ya da
diger adiyla reel saylar olan saysal yontemlerin @ ¢Oziimleri iizerinde
durulmaktadwr. Yeri geldikge bazi problemler icin az da olsa sanal ¢oziimlerden soz
edilmektedir. Bu nedenle burada konu; daha ¢ok reel problemlerle ilgili ve
mithendislk ~ disiplinleri  yoniinden Onemli olan ¢6ziim yontemleri  iizerinde
yogunlastirilmustir.

3. SAYISAL COZUMLEMEDE HATALAR VE HATA OLCUTLERI

Sayisal ¢oziimlemede, hatalar bir girdi bilgileri de dahil algoritmann ¢oziimiinde
uygulanan her islem admmnda farkh sekillerde olusurlar. Bunlar, bir algoritma
icinde,

y

Input(Girdi) Unitesinde Islem Unitesinde Output Unitesinde
olusan hatalar olusan hatalar Hatalarin Toplam Etkisi

y

seklinde ele almabilirler.

Sayisal ¢oziimlemede input veri hatalari kadar bilgi isleme initesinde olusan diger
hatalarla da ugrasimaktadr. Bu nedenle, niimerk analizde hatalar; nput veri
hatalar1 ve algoritmalarda yapilan islem hatalar1 diye iki kisimda ele ahlnabilirler.
Output yani ¢ikti iinitesinde elde edilmis hatalar ise; girdi ve bilgi isleme
iinitelerinde  olusan hatalarm bir iglenen algoritmaya gdre sonu¢ degerleri
iizerindeki toplam etkileri olmaktadr. Bu durum, hatalarm yaylmasi olarak

adlandirilir.

Sayisal ¢ozimlemede input veri hatalarma iki sekilde rastlanmaktadr. Bunlardan
biri; bir iglem algoritmasinda input bilgilerinin denemeler sonucunda elde edilmis
ormekleme yada gozlem degerleri olmasi durumunda olusan hatalar, bir digerinin



de; bir islem algoritmasmda input verilerinin kesme ve yuvarlatma hatalarmi igeren
yuvarlatiimig  saylardan olmasi durumunda karsilagilan hatalar olmast hahdr. Bu
hatalardan her biri, 6zellikleri geregi farkh sekillerde ele almarak incelenebilirler.

3.1 INPUT VERI VEYA OLCU HATALARI

Sayisal ¢oOziimlemede input veri hatalarma ilgili Olgii hatalari, sayisal islem
algoritmalarmda  deneysel gozlem degerlerininglgiilerin) veri olarak  kullanildig
durumlarda rastlanilmaktadwr. Bu hatalar, daha cok ortamdan, aletten ve kisilerden
kaynaklanrrlar. Bunlardan her biri bir deneysel sonucu, veya veriyi farkh
karakterde etkilerler. Ozellikleri geregi, farkl sekillerde ele almabilirler. Bunlar,

1) Kaba hatalar,
2) Sistematik hatalar,
3) Diizensiz hatalar

olarak baglca ii¢ gruba ayriabilirler. Bunlardan sistematik hatalar, karakterleri
geregi, kendi aralarmda da;

2-a) Sabit sistematik hatalar,
2-b) Tek tarafli sistematik hatalar,
2-b)  Cift tarafl sistematik hatalar

seklinde {i¢ gruba ayrilabilirler.

Kaba hatalar, deneysel verilerdeki biiyiikk yanimalari temsil etmektedir. Bunlar
daha ¢ok deneyl yapan kisiden veya aletlerdeki kalibrasyon bozukluklarmdan
kaynaklanirlar. Kalibrasyonu tam bir aletin kullanlmasi halinde, bu hatalar; deney
sayismi artrmakla ve verilerin karsilastrilmalar1 neticesinde fark olunabilirler.

Ikinci tiir hatalar sistematik karakterlidir, bunlar daha ¢ok, deneyde kullanilan
aletlerden ve ortam kosullarmdan kaynaklanirlar. Sabit karakterli olanlan,
genellikle aletlerden kaynaklanmaktadr. Aletlerin uygun sekilde kullaniimalar ile,
bir diger deyisle, uygun deney yontemleri kullanlarak giderilebilirler. Tek tarafh
olan sistematik karakterli hatalar ise; degerce farkh ancak isaretce sabit yonde
sonuglart etkilerler. Genelde, kisi yada ortamdan kaynaklanrlar. Bunlar, higbir
zaman tam giderilemezler, deney sayismi ve seklini artrarak azaltabilirler. Cift
tarafh sistematik hatalar, genelde ortamdan kaynaklanrlar. Isaretce ve miktarca
farkl olurlar. Hataya neden olan parametrenin bulunup etkileri hesaplandiktan
sonra verilerden 0zel hesaplamalar yoluyla giderilebilirler.

Uciincii tiir hatalar, diizensiz hatalar olmaktadr. Bunlar, bunlarm nedenleri hicbir
zaman bilinemez. Tekrar saysmi artrmakla verilerden giderilemezler. Isaret ve
degerce degiskendirler. Her zaman deneysel verilerde bulunduklarn diisiiniikiir.
Degerce oldukga kiiciik hatalardwlar. Bunlar hakkinda sadece iki 0Ozellik
bilinmektedir. Bir deneyde, tekrar sayisi sonsuz gidince; isaret¢e simetrik olurlar ve
kiicik miktarh olanlarmm sayis1 biiylikk miktarlh olanlarmdan daima fazladr. Bu
haliyle, istatistk normal daglhma uyduklarmdan ancak matematik istatistik
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kurallara gore hata teorisi konulart icerisinde incelenebilirler. Sayisal ¢oziimleme
konulart icerisinde ele alnmazlar.

3.2 ISLEM HATALARI

Genellikle daha once sozii edilen veri hatalarma, sadece, gozlemlere dayah
deneysel islemlerde ilk \verilerdeki Ol¢ii hatalart olarak rastlanrken, algoritmik
islemlerde verilerle ilgili baska tiir hatalara da rastlamak miimkiindiir. Bu hatalar,
genellikle, saylardaki veya algoritmalardaki yuvarlatma hatalarmdan (Roundoff
Error) veya kesme Truncation Error) hatalarmdan kaynaklanrlar. Bunlar sayisal
¢Oziimlemenin konular1 i¢cinde ele alman ve en sik karsiasidan hata tiirlerini
olusturmaktadwr. Belli bir algoritmann ¢oziimii neticesinde elde edilen verileri
dogrudan etkilerler. Hatta c¢ogu zaman sonuglarm yanhs olmalarma bile sebep
olabilirler. Bu nedenle, bu tiir hatalar sayssal ¢ozimlemede, input veri hatalarma
oranla, tzerinde en ¢ok durulmasi gereken konulardan biri olmaktadwr. Bir

problemin ¢6ziimiinde bu tir hatalar denetim altnda tutuldugu siirece, ancak, etkin
sonuclar elde edimektedir.

3.2.1 Kesme Hatasi

Bilgisayarlarda  islemler yapirken baz  kapal  fonksiyonlarla ifade edilen
fonksiyonlarm(Trigonometrik, Ussel fonksiyonlar ... gibi) saysal degerlerine
ihtiyac duyulur. Bilgisayarlar da bu gbi fonksiyonlarm degerlermi kullanirken,
bunlarm seri a¢iimmndan elde edilen; n adet teriminden belli sayidaki
terimlerinden hesaplanmis degerleri kullanilir.

Ormek 1: Sin x fonksiyonunun belli bir x  degerine karsiik gelen degerini
hesaplayabilmek igin bu fonksiyon Taylor serisine agilir ve agihm neticesinde,

Sinx:x—x3/3!+x5/5!—x7/7!+ ..........

seri ifadesi elde edilir. Ilgili hesaplamalarda  Sinx kapali fonksiyonu yerine bu
ifadenin seriye agimis ifadesinin, Sinx = x—x>/31+x°/51—-x7 /7! seklindeki 7.
dereceden terimine kadar olan terimler dikkate almarak elde dilen seri
kullanllarak, degeri hesaplandiginda; arda kalan daha yiiksek dereceden terimler
dikkate almmadigindan,

Kesme hatasi = Sin x—(x— x> [31+ x° /51— x7 /7))
kadar bir kesme hatas1 olusmaktadir.

Bu sekilde; kapal fonksiyonlarm belli bir degere karsiik gelen fonksiyon
degerlerini, seriye ac¢imis ifadelerinde belli dereceden terimine kadar olan
terimlerini dikkate alarak, goz ardi edilen daha yiiksek dereceden diger terimlerinin
dikkate almmamus olmasmm, fonksiyonun degeri lizerindeki olumsuz etkisi kesme

hatast olarak adlandrir. Degeri, g6z ardi edilen terimlerin degerlerinin toplanu
kadar bir deger olmaktadr.
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Omek 2: o =75° derecelik bir agmm tan « trigonometrik fonksiyon degerini
3

o
tanag =a+—
3

seklindeki bir seri ac¢ilmm yardimyla hesaplandiginda yapilacak kesme hatasi
miktar1 ne keder olur? hesaplaymiz

Cozim 2: Bu problemde yapilabilecek kesme hatasim hesaplayabiimek i¢in 6nce
a=75° agnn tana  deerinin kesin olarak bilinmesi gerekir. Boyle bir durum
asagidaki gbi ¢oziilebilir.

A

B E C
75°

F

Bir ABC eskenar iicgeninde tiim ic acilar birbirine esit ve 60° derecedir. Her kdse
noktasmdaki yiikseklikleri aynt zamanda hem kenar, hem de ag1 ortayidr. Bu
ozelliklerden faydalanarak, A noktasmdaki AE yiiksekligini veya kenar ortaym
aym dogrultuda uzatarak AB=AF olacak sekilde bu kenar ortayr iizerinde bir F

noktas1 almarak E  noktasmdaki acis1 dik 90° ag1 olan bir BFE dik iicgeni
olusturulur. BFE dik {iggeninin  F  noktasmdaki agis, ABF  bir ikizkenar iiggen

olacagmdan o = 75° kadardr. BE ve EF dik kenar uzunluklari da; ABC eskenar
2-/3
2

ticgeninin kenar uzunluklar1 a ise, BE=a/2 ve EF =a( ) olur.

BFE dik iiggeninde, F noktasmdaki o =75° ac¢smn tana  yazbrsa; bunun
kesin degeri,

nag-PE__ a2 1 5235050807,
EF 2-J3. 2-.3
)

olarak hesaplanr.

Aym agmn yine tana degeri tana =« +% formiiinden « =75° derece

degeri a=175"1p° ve p°=180°/7=572 9 5 alnarak
a =75/ p° =1.308996939 radyan birimine doniistiiriilerek hesapladiginda,
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3

tana = o + % — 2.05664057...

degeri elde edilir.

Bu sckilde, farkh iki yoldan hesaplanan tan« degerlerinin farkindan, yapilacak
kesme hatasmin degeri,

1 a’ _
Kesme hatast = ————-—(a+—....)=
2-+3 3
3.732050807..-2.05664057...=

1.675410237..
olarak hesaplanr.

3.2.2 Yuvarlatma Hatasi

Cesitli  hesaplamalar swrasinda, hesaplama islemlerinin sonuglart istenilen sayidaki
rakamdan daha fazla olurlar. Boyle saylardan istenilen basamaktaki yada sayidaki
rakamdan olusan bir degeri almak i¢in son haneleri yuvarlatlr. Bu yuvarlatma
islemi, istenen basmagin sagmdaki rakammn 5 ile karsilastirilmasi ile yapihr.

Istenen son rakam 5 den kiiciikse dikkate almmaz, biiyilkkse bir artwilr, esitse
birlk olsun diye ¢ift sayr olmasma dikkat edilir. Bu durumlar bir Ornekle
acikklanmak istenirse;

Verilen say1 Yuvarlatilan Sayi Karsilastirma Hatas
54.763 54.76 3 kigtktir 5 atihr - 0.003
54.766 54.77 6 biyiktir 5 1 ilave edilir  +0.004
54.765 54.76 5 esittir 5 atihr +0.005
54.7652 54.77 52 biyiktir 50 1 ilave edilir  +0.0048
54.7649 54.76 49 kiigtiktir 50 atihr - 0.0049

seklinde yuvarlatmalar yapilarak sayilari elde edilir. Benzer durum; aym basamakh
ki saym c¢arpma islemi sonucunda hesaplanan saymmn {iic basamakh olarak
yuvarlatilmas1 i¢cin diistiniildiiglinde;

0.236*10'

0.127*10"
X

1652
472

236
+

0.0299(72 *10°
0|5 yuvarlatma sinirt

0.300| *10' cevap
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olarak verilebilir.

Burada |Yu var latmahatasz| =0.28*%107% kadar olmaktadr. Yuvarlatma hatasi ile

benzer disiince; toplama ve c¢ikarma islemlerinden elde edilen sonuglar icin de
gosterilmek istenirse;

Toplama Islemi Cikarma Islemi
0.742 %107 0.314*10"
0.927*10> —-0.313*10"
1.669*10? 0.001*10' =0.100*10™"

5 Yuvarlatma s

0.167*10°
seklinde agiklamalar1 yapilabilir.

Giinlimiizde, bu gibi el veya mekanik hesap makineleri ile yapilan hesaplamalar yerine daha ¢ok
gelismis teknolojinin {iriinii olan bilgisayarlar kullanilmaktadir.
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