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3. SAYISAL COZUMLEMEDE HATALAR VE HATA OLCUTLERI
Sayisal ¢oziimlemede, hatalar bir girdi bilgileri de dahil algoritmann ¢dziimiinde

uygulanan her islem admnda farkl sekillerde olugurlar. Bunlar, bir algoritma
icinde,
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A 4

Input(Girdi) Unitesinde Islem Unitesinde Output Unitesinde
olusan hatalar olusan hatalar Hatalarin Toplam Etkisi

seklinde ele almabilirler.

Sayisal ¢oziimlemede input veri hatalari kadar bilgi isleme initesinde olusan diger
hatalarla da ugrasimaktadr. Bu nedenle, niimerik analizde hatalar, nput veri
hatalar1 ve algoritmalarda yapilan islem hatalar1 diye iki kisimda ele ahnabilirler.
Output yani ¢ikti iinitesinde elde edilmis hatalar ise; girdi ve bilgi isleme
iinitelerinde  olusan hatalarm bir islenen algoritmaya gbre sonu¢ degerleri
iizerndeki toplam etkileri olmaktadr. Bu durum, hatalarm yaylmasi olarak
adlandirilir.

Sayisal ¢oziimlemede input veri hatalarma iki sekilde rastlanmaktadr. Bunlardan
biri; bir iglem algoritmasinda input bilgilerinin denemeler sonucunda elde edilmis
ormekleme yada gozlem degerleri olmasi durumunda olusan hatalar, bir digerinin
de; bir iglem algoritmasnda input verilerinin kesme ve yuvarlatma hatalarmi igeren
yuvarlatimis  sayllardan olmast durumunda karsilagilan hatalar olmast hahdr. Bu
hatalardan her biri, 6zellikleri geregi farkh sekillerde ele almarak incelenebilirler.

3.1 INPUT VERI VEYA OLCU HATALARI

Sayisal ¢oOziimlemede input veri hatalarma ilgili Olgii hatalari, sayisal islem
algoritmalarmda deneysel g6zlem degerlerinin(@lgiilerin)  veri olarak kullanildig
durumlarda rastlamimaktadir. Bu hatalar, daha c¢ok ortamdan, aletten ve kisilerden
kaynaklanrlar. Bunlardan her biri birr deneysel sonucu, veya veriyi farkh
karakterde etkilerler. Ozellikleri geregi, farkh sekillerde ele almabilirler. Bunlar,

1) Kaba hatalar,
2) Sistematik hatalar,
3) Diizensiz hatalar

olarak bashca ti¢ gruba ayrlabilirler. Bunlardan sistematik hatalar, karakterleri
geregi, kendi aralarmda da;

2-a) Sabit sistematik hatalar,
2-b) Tek tarafli sistematik hatalar,
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2-b)  Cift tarafl sistematik hatalar
seklinde {i¢ gruba ayrilabilirler.

Kaba hatalar, deneysel verilerdeki biiyikk yanimalari temsil etmektedir. Bunlar
daha ¢ok deneyi yapan kisiden veya aletlerdeki kalibrasyon bozukluklarmdan
kaynaklanrlar. Kalibrasyonu tam bir aletin kullanlmasi halinde, bu hatalar; deney
sayismi artrmakla ve verilerin kargilastrilmalar1 neticesinde fark olunabilirler.

Ikinci tiir hatalar sistematik karakterlidir, bunlar daha ¢ok, deneyde kullanilan
aletlerden ve ortam kosullarmdan kaynaklanwlar. Sabit karakterli olanlan,
genellikle aletlerden kaynaklanmaktadr. Aletlerin uygun sekilde kullandmalar1 ile,
bir diger deyisle, uygun deney yontemleri kullanlarak giderilebililer. Tek tarafh
olan sistematik karakterli hatalar ise; degerce farkh ancak isaretce sabit yonde
sonuclart etkilerler. Genelde, kisi yada ortamdan kaynaklanrlar. Bunlar, hicbir
zaman tam giderilemezler, deney sayism ve seklini artwrarak azaltabilirler. Cift
tarafh sistematik hatalar, genelde ortamdan kaynaklanrlar. Isaretce ve miktarca
farkl olurlar. Hataya neden olan parametrenin bulunup etkileri hesaplandiktan
sonra verilerden 0zel hesaplamalar yoluyla giderilebilirler.

Uglincii tiir hatalar, diizensiz hatalar olmaktadr. Bunlar, bunlarm nedenleri higbir
zaman bilinemez. Tekrar saysmi artrmakla verilerden giderilemezler. Isaret ve
degerce degiskendirler. Her zaman deneysel verilerde bulunduklan diisiiniikiir.
Degerce olduk¢a kiigiik hatalardwrlar. Bunlar hakkmda sadece iki oOzellik
bilinmektedir. Bir deneyde, tekrar sayisi sonsuz gidince; isaretce simetrik olurlar ve
kiicik miktarh olanlarmm sayis1 biiylikk miktarh olanlarmdan daima fazladw. Bu
haliyle, istatistk normal daglima uyduklarmdan ancak matematik istatistik
kurallara gore hata teorisi konular1 icerisinde  incelenebilirler. Sayisal ¢oziimleme
konulan icerisinde ele almmazlar.

3.2 ISLEM HATALARI

Genellikle daha oOnce sozii edilen veri hatalarma, sadece, gozlemlere dayah
deneysel islemlerde ilk \verilerdeki Ol¢ii hatalart olarak rastlanrken, algoritmik
islemlerde verilerle ilgili baska tiir hatalara da rastlimak miimkiindiir. Bu hatalar,
genellikle, saylardaki veya algoritmalardaki yuvarlatma hatalarmdan (Roundoff
Error) veya kesme Truncation Error) hatalarmdan kaynaklanrlar. Bunlar sayisal
¢oziimlemenin konulart iginde ele alman ve en sk kargilagilan hata tlirlermi
olusturmaktadr. Belli bir algoritmanin ¢6ziimii neticesinde elde edilen verileri
dogrudan etkilerler. Hatta c¢ogu zaman sonuglarm yanls olmalarma bile sebep
olabilirler. Bu nedenle, bu tirr hatalar saysal ¢oziimlemede, input veri hatalarma
oranla, tzerinde en ¢ok durulmasi gereken konulardan biri olmaktadwr. Bir
problemin ¢6ziimiinde bu tiir hatalar denetim altnda tutuldugu siirece, ancak, etkin
sonuclar elde edimektedir.

3.2.1 Kesme Hatasi
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Bilgisayarlarda islemler yapilrken baz  kapah fonksiyonlarla ifade edilen
fonksiyonlarm(Trigonometrik, Ussel fonksiyonlar ... gibi) saysal degerlerine
ihtiyagc duyulur. Bilgisayarlar da bu gbi fonksiyonlarm degerlerini  kullanirken,
bunlarm seri a¢immdan elde edilen; n adet teriminden belli sayidaki
terimlerinden hesaplanmis degerleri kullanilir.

Omek 1: Sin x fonksiyonunun belli bir x  degerine karsiik gelen degerini
hesaplayabilmek icin bu fonksiyon Taylor serisine agilir ve agihm neticesinde,

Sinx=x—x 31451 —=x" [T+ ........

seri ifadesi elde edilir. Ilgili hesaplamalarda  Sinx kapali fonksiyonu yerine bu
ifadenin seriye agimus ifadesinin, Sinx = x—x>/31+x°/51-x7/7!  seklindeki 7.
dereceden terimine kadar olan terimler dikkate almarak elde dilen seri

kullanilarak, degeri hesaplandiginda; arda kalan daha yikksek dereceden terimler
dikkate almmadigindan,

Kesme hatas1 = Sin x — (x — x3/3! + xS/S! - x7/7!)
kadar bir kesme hatas1 olusmaktadir.

Bu sekilde; kapah fonksiyonlarm beli bir degere karsiik gelen fonksiyon
degerlerini, seriye ac¢ilmig ifadelerinde belli dereceden terimine kadar olan
terimlerini dikkate alarak, goz ardi edilen daha yiiksek dereceden diger terimlerinin
dikkate almmamus olmasmm, fonksiyonun degeri iizerindeki olumsuz etkisi kesme
hatasi olarak adlandmilr. Degeri, g6z ardi edilen terimlerin degerlerinin toplamu
kadar bir deger olmaktadr.

Omek 2: o =75° derecelik bir agmm tan« trigonometrik fonksiyon degerini
3

(24
tana =a+—
3

seklindeki bir seri ac¢imu yardmiyla hesaplandiginda yapilacak kesme hatasi
miktar1 ne keder olur? hesaplaymiz

Cozim 2: Bu problemde yapilabilecek kesme hatasmi hesaplayabilmek i¢in dnce
a=75° agmn tana  degerinin kesin olarak bilinmesi gerekir. Boyle bir durum
asagidaki gibi ¢ozilebilir.

A
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75°
F

Bir ABC eskenar iicgeninde tiim i¢ agilar birbirine esit ve 60° derecedir. Her kose
noktasindaki yiikseklikleri aym zamanda hem kenar, hem de a¢1 ortaydwr. Bu
Ozelliklerden faydalanarak, A noktasmdaki AE yiiksekligini veya kenar ortaymi
aym dogrultuda uzatarak AB=AF olacak sekilde bu kenar ortay iizerinde bir F
noktast almarak E  noktasmdaki acis1 dik 90° ag1 olan bir BFE dik {icgeni
olusturulur. BFE dik iiggeninin  F  noktasmdaki agis, ABF  bir ikizkenar iiggen
olacagindan o« = 75° kadardr. BE ve EF dik kenar uzunluklari da; ABC eskenar

2-3
2

ticgeninin kenar uzunluklar1 a ise, BE=a/2 wve EF =a( ) olur.

BFE dik iicgeninde, F noktasmdaki o =75° a¢smn tana  yazhbrsa; bunun
kesin degeri,

nag=PE__ 32 _ 1 5235050807,
EF 2-J3. 2-.3
)

olarak hesaplanir.

Ayni agmm yine tanea degeri tana = a+% formiilfinden o = 75° derece

degeri a=175"1p° ve p°=180°/7=572 9 5  alnarak
a =75/ p° =1.308996939 radyan birimine déniistiiriilerek hesapladiginda,

3

tana = o + % — 2.05664057...

degeri elde edilir.

Bu sekilde, farkh iki yoldan hesaplanan tan o degerlerinin farkindan, yapilacak
kesme hatasmin degeri,

3
Kesme hatas1 = L-—(0{+Ol?....):

3.732050807..-2.05664057...=
1.675410237..

olarak hesaplanir.

3.2.2 Yuvarlatma Hatasi

Cesitli  hesaplamalar swrasinda, hesaplama islemlermin sonuglar1 istenilen sayidaki
rakamdan daha fazla olurlar. Boyle saylardan istenilen basamaktaki yada sayidaki
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rakamdan olusan bir degeri almak i¢in son haneleri yuvarlatilr. Bu yuvarlatma
islemi, istenen basmagin sagmdaki rakammn 5 ile karsilastirilmasi ile yapihr.

Istenen son rakam 5 den kiiciikse dikkate almmaz, biiyilkkse bir artwilr, esitse
birlk olsun diye ¢ift sayr olmasma dikkat edilir. Bu durumlar bir Ornekle
acikklanmak istenirse;

Verilen say1 Yuvarlatilan Sayi Karsilastirma Hatasi
54.763 54.76 3 kigiktir 5 atilr - 0.003
54.766 S54.77 6 biyiktir 5 1 ilave edilir  +0.004
54.765 54.76 5 esittir 5 atihr +0.005
54.7652 54.77 52 biyiktir 50 1 ilave edilir  +0.0048
54.7649 54.76 49 kiciktiir 50 atilr - 0.0049

seklinde yuvarlatmalar yapilarak sayilar1 elde edilir. Benzer durum; aym basamakh
ki saym: ¢arpma islemi sonucunda hesaplanan saymm ii¢ basamakh olarak
yuvarlatilmas1 i¢cin distinildiiglinde;

0.236*10"

0.127*10'
X

1652
472
236

+

0.0299(72 *10°
0| 5 yuvarlatma sinirt

0.300| *10' cevap

olarak verilebilir.

Burada |Yu var latmahatasi| = 0.28*107> kadar olmaktadr. Yuvarlatma hatast ile

benzer diisiince; toplama ve ¢ikarma islemlerinden elde edilen sonuglar icin de
gosterilmek istenirse;

Toplama Islemi Cikarma Islemi
0.742 %102 0.314*10"
0.927*10° —0.313*10"
1.669*107 0.001*10' =0.100*10™"

5 Yuvarlatma s

0.167*10°

seklinde acgiklamalar1 yapilabilir.
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Giiniimiizde, bu gbi el veya mekanik hesap makineleri ile yapilan hesaplamalar
yerine daha c¢ok gelismis teknolojinin {irlinii olan bilgisayarlar kullammaktadir.
Bilindigi gbi, bilgisayarlarda yaz yazlabilecek en kiicik birim “Bite” olarak
adlandmilir. Bir Bite ‘lik alana sadece bir rakam, ikili sayr sisteminde ya 0 yada 1
rakamlar1 yazlabilir. Aym sekilde, 8 Bitlik bir alan bir Byte olarak adlandirilir.

Buna gore; Dbitin tam saylar, bilgisayar belleginde 2 Byte uzunlugundaki bir
alanda; bu saylarda Usli gosterim olmadigmndan, ik Bite saymm isareti geri kalan
15 Bite de saymn kendisi, 5 basamak giivenirlikle, (2'° —1) = +32767 arahgmdaki
degerleri alabilecek,

sekilde yazlir.

Benzer sekilde Gergel saylar; 4 Byte uzuniugundaki 32 Bite ‘lk bir alana; Ik
Byte ‘n ik Bite ‘ne {issiin isareti ve geri kalan 7 Bite de say1 degeri, diger 3 Byte
‘lik alann ik Byte ‘ nin ik Bit ‘ine saymm isareti geriye kalan Bit lere de saymm
kendisi, 7 anlamli basamakla;

1. Byte 2. Byte

£ Jifsftfefl] | [« [s]ayjtn]t]n
3. Byte 4. Byte

k le|n|d]i[s]i|yl|a [z]1|l]a]c|a|k

yazilabilecek en biiyiik sayr 22° —1=838607 degeri olacak sekilde yazlur.

Bunu gibi; ¢ift duyarlikli sayilar 8 Byte uzunlugunda 55 Bit ilizerine, 16 basamak
giivenle yazilabilecek en biiyik sayr 2°° —1=3.6028797 *10'° olacak sekilde;

1. Byte 2. Byte
= Jafsltfe[I] | [+ [sfaly[r[n]i]n
3. Byte 4. Byte
k [e[n[d]i[s]i[y[a [z[i[I]ac[a]k
5. Byte 6. Byte
HEEEEEEEEEEEEN
7. Byte 8. Byte
HENEEEEEEEEEEEE

yerlestirilebilirler.
Bu smrlar1 asan sayilar bilgi sayarlara istel bicimde yazilir ve islemleri bunlarla

gerekli yuvarlatmalar yapilarak sonuglandmilir. Bilgisayarla islemleri yaparken
olabilecek bu tiir hatalar yuvarlatma hatasidir.
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Konu daha iyi anlagilabilmesi i¢in benzer ornek; 2700 saywsi ile 0.02 sayismm,
Bilgisayarlarda say1r depolama ve islem yapma mantig kullandarak, tek(single)
duyarlkla toplanmasi ile verilmek istenirse; bu saylar Once stel bigimde
yaziimas1 gereki. Buna gore; 2700=0.2700*10* ve 0.02 saysi da

0.02=0.2*10"" olur.

Bu iki saymn bilgisayarlardaki gbi toplanabilmesi icin iistel degerlerinin esit
olmas1 gerekir. Ustel kismlar1 esitlendiginde; bu sayilari toplam,

2700000 = 0.2700*10
+ 0.02=0.2*10"" =0.000000002*10’

2700000,02 = 0.270002 *10’

olarak hesaplanr.

Bu say1 tek duyarlkh hesaplandigndan sonucta giivenli basamak 7 adet
olacagindan, 2700000,02 degeri yuvarlatilarak 2700000 olarak elde edilir. Geriye
kalan 0.02 degeri yuvarlatilarak atir. Bu deger yuvarlatma hatasi olur ve bundan
sonra islemler var ise biitlin sonuglart belli bir oranda etkileyerek sonuglarn yanhs
olmasma neden olur.

3.3 HATA OLCUTLERI VE YAYILMASI KURALI

Sayisal coziimlemede kullanlabilecek hata Olciitlermi, gerek mput bilgisi olarak
islemlerde  kullanilabilecek deneysel verilerde, gerekse islemlerde olusabilecek
yuvarlatma ve kesme hatalarmn tir ve Ozelliklerine gore farkh sekillerde
tammlamak miimkiindiir. Hata teorisinde; kesme, yuvarlatma hatalar1 i¢in mutlak
hata ve bagl hata Olgiitleri kullanilirken, deneysel veri hatalari igin Kkaresel
ortalama hata (ortalama hata), mutlak hatalar ortalamasi veya miihtemel hata gibi
Olciitler kullanilmaktadir.

3.3.1 Mutlak ve Bagil Hatalar
Sayisal c¢ozimlemede; daha oOnce sozii  edidigi  sekilde, saylarm gerek
yuvarlatimas1 ~ sonucunda, gerekse kesme islemleri sonucunda olusabilecek

hatalart;

A Saymin hatasiz degeri,
a: Yuvarlatma ve kesme iglemleri yapildiktan sonra elde edilmis degeri,

olmak tzere,

seklinde tanmlanabilir.

29



Saywsal hesaplamalar i¢in  bu sekilde tanmlanan toplam &, hata degeri; pozitif

degerli olabilecegi gibi negatif degerli de olabilir. Ancak, her islemde bu hatann
alabilecegi maksimum degeri isaretce farkh olmasma karsilkk mutlak degerce esit

olabilir. Hatalarm bu ozelliginden faydalanarak, &, :|A—a| matematik olarak bu
sekilde tanmlanan, mutlak hata degerlerinin alabilecekleri maksimum deger;
As) = E@ymax. » DUtN saysal islemler icin bir hata Olgiitii olarak kullanilabilir. Bu
diistinceden faydalanarak, boyle bir Olglit; bir saymm A hatasiz degeri a
yuvarlatma ve kesme islemleri yapildiktan sonra elde edilen degerinden +A

farkh,
a-An( A (a+A,

smirlar1 arasnda olacag veya bunun bir baska sekilde ifadesi olarak,
—An( A-a (A,

olmas1 gerektigi varsaymindan hareketle, hatasiz degerinin bu arahkta olmasi
gerektigi sOylenebilir. Bu amagla, A, =& m.x. mutlak hata bir 6lgiit olarak
kullanilabilir.

Sayisal ¢Oziimlemede baz durumlarda, sadece aralk belirten boyle bir Olgiit
yerine, yalniz bir say1 olan; mutlak hatann kendi degerine bolinmesinden,

A

elde edilen Bagil(izafi, oransal, goreceli) hata degeri, daha uygun olacag
diigiiniilerek, bir hata Olglitii olarak kullanilir. Boylece; sayisal ¢oziimlemede
islemlerin dogrulugunu denetlemek icin,

e Mutlak Hata
e Bagil( oransal, izafi) Hata

gbi iki ayrt hata kriteri Olgilit olarak kullanihr.  Bunlardan mutlak hata 6lgiitii
birimli bir say1 olup, bagil hata ol¢iitii birimsiz yada boyutsuz bir sayidir.

Birr sayr icin bu sekide tanmlanan hata Olgiitleri, hatah sayilarm fonksiyonu
seklinde hesaplanan diger bir deger i¢cin de kullandabilir. Bu durumda, hatalarm
birikimi esasmdan faydalanarak, gelistirilen hatalarm yayilmasi kurah kullanilr.
Niimerik analizde hatalarm yayilmasi ile ilgili kurallar asagidaki gibi ele almabilir.

3.3.1.1 Aritmetik islemlerde Mutlak ve Bagil Hatalann Yayilmas1 Kurah

3.3.1.1.1 Bir Toplammn Mutlak ve Bagil Hatasi
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Hatasiz, gercek degerleri 4, ve A4, olan ki saymm hesaplanmig degerleri a,
a, ve mutlk hatalart da A, , A, olsun. Bu saylarm ger¢ek degerleri i¢in
Buna gore bu ki saymin toplami;

ay =Ap$ A (ay +A,)
ay = Ay Ay (ay +A,,)
+

(@) +ay) = (A + A A+ Ay (@ +ay)+ (D) +An,))
olur.

Buradan, elde edilen toplam sonucunun mutlak hatasi, A
olarak yazlabilir.

(e = Dy TA0,)

Durum genellestirilirse;

ifadesine gore; bir toplamm mutlak hatasy, her bir saymm mutlak hatalarmmn
toplamina esittir. Bagil hatann tanmindan, boyle bir toplammn bagl hatasi da

0

(g +ay+o. +a,)

olur.

Ornek: a, =3.22 sayist ve mutlak hatast A, =0.02, a, =1.0148 saysi ve
mutlak hatast A, =0.0002  ve a; =9.6 saysi ve mutlak hatasi A, =0.1
olarak verilmis olsun, bu sayilarin toplanu olan;

a, =9.6 Ay =0.1
+ +

(a3

a=13.8348 degerinin  mutlak hatast A, =0.1202 olmaktadr. Toplamm bagl
hatas1 da
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0.1202

=————=0.0217
(13.8348) 13.8348

olur.
3.3.1.1.2 Bir Farkin Mutlak ve Bagil Hatasi

Benzer sekilde, hatasiz ger¢ek degerleri 4, ve A4, olan ki saymm hesaplanmus
degerleri a, Ve a, ve mutlk hatalannda A, , A, olsun. Bu saylarm
gergek degerleri i¢in

a = Ap$ A (ay+ A,
Ve

a, _A(a2)< A4, (a, +A(a2)

yazilabilir. Buna gore ki saymm farks

a, +A(az)> A, Ha, — A,y (seklindeyazilarak farky)

(@ —a)) = (A T Ay X4 — 4y ((a) —ay) + (A +A,))

olur. Buradan, elde edilen farkm mutlak hatasy, A
yazilabilir.

=(A) +Aq,) olarak

(a;-ap)

Durum genellestirilirse;

ifadesine gore; bir farkm mutlak hatasy, her bir saymm mutlak hatalarmn
toplamma esittir. Bagl hatann tammindan, boyle bir farkin bagil hatas1 da

s _ (A +Aq,) e +AG)

(ay—a,—..—a,)

olur.

Omek: @, =9.78 sayis1 ve mutlak hatast A =0.02, a, =323 saysi ve
mutlak hatast A,y =0.01  olarak verilmis olsun, bu saylarm farkmmn mutlak
hatas;

a, =323 Az =001
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- +

a=6.55 degerinin mutlak hatasi A, =0.03 olmaktadir. Bagil hatasi da

0.03
8. ) =—"=0.0046
(655) 6.55

olarak hesaplanr.

3.3.1.1.3 Bir Carpmun veya Boéliimiin Mutlak ve Bagil Hatalan

Burada da; saylarm hatasiz gercek degerleri 4, Ve 4, olan iki saymm
hesaplanmus degerleri a, Ve a, ve mutlak hatalant A, , A.,, ve bagl
hatalart &, , &,, olsun. Aym disince ile bu saylarm gergek degerleri icin
a;—A)$ A {a+A,) Ve a —A,\( 4, ({a, +A, yazlabilir. Burada;

N LB N
ay LAy =a, (1% a, )=a,(1£6,,)

ozelliginden faydalanarak; a; —A,,( 4, (a;+A,, ifadesi icin

A (1=0,) X A {a(1+5,)) Ve ar —Ay,)( 4, (a,+A,,

fadesi i¢cin de;
a,(1=6,) ) X 4, (a,(1+6,,))

yazilabilir.

Bu iki ifadenin taraf tarafa garpimasi sonucunda elde edilen &, )(,,, gibi iKinci
dereceden terimler ¢ok kiigiik olacaklarindan ihmal edilerek;

a (1- 5(a1))< 4, (a;(1+ 5(a1))

a)(1=6,) ) X 4, (a,(1+6,,))
X

ya da
a1, 1= (S oy + a2 Ay (@@ 1+ Sy + o))

sunucu elde edilir.
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Buradan da;  bir ¢arpmmn bagl hatalar1 arasnda 5(a1a,) =64y + O (ay)
iliskisinin oldugu goriikiir.
Neticede, varilan sonu¢ genellestirilirse; carpmun bagil hatasi,

5(611612 ........ an)zé(al) +5(a2) +....... +5(an)

her bir carpann bagl hatalar1 toplamma esit oldugu seklinde genellestirilerek
soylenebilir.

Ornek: a, =145 saysi ve mutlak hatast A, =001, a,=2.28 saysi ve
mutlak hatasi A =0.02 ve, a;=1.12 sayis1 ve mutlak hatasi A(a3) =0.01

olarak verilmis olsun, bu sayilarm g¢arpmunin bagil hatast

S _001 002 001
(L457228912) = 1 A5 " 908 1.12

=0.015

olur.

Ayt sekilde, mutlak hata ile bagl hata arasmdaki iligkiden faydalanarak mutlak
hatasi da;

A g usr2281.10 = (1.45%2.28*1.12)*0.015 = 0.06

olarak hesaplanabilir.

Neticede, birr c¢arpm isleminde eger saylardan birinin bagl hatasi sifir ise, bu
durumda c¢arpmun bagl hatast
S Oay +O(a,) =0+, =,

8,3, ) =
ikinci saymin bagil hatasma esit olur.

Boylece; yuvarlatimig hatah bir degerin bagil hatasi desimal noktann yerine bagh
degildir. Aynmi sekilde, boyle bir sayr bir tam sayr ile ¢arpildiginda bagl hatann
degismedigi sOylenebilir.

Benzer sekilde bir carpmmn mutlak  hatast hesaplandi@inda; iki saymm g¢arpmmnm
mutlak hatasmin,

A
(a;)
=a,3,0(a,3,) =a,3,5, ) = 3,a, a ==,
2

A

(a1ay)

oldugu goriilmektedir.

Bunun sonucunda da, sayilardan birinin mutlak hatast A, =0 ise, mutlak hatasi
sifir olan sayr ile diger saymm mutlak hatasmm carpmu bu ki saymm carpmimnmn



mutlak hatasma esit oldugu sOylenebilir. Bunun sonucunda da; ay,a,,....... a
yuvarlatimis  saylar, c,,c,,....... ,c, de bunlara karsiik gelen pozitif tam saylar ve
Ay s Diay)seeeeee- ,A(an)mutlak hatalar1 olmak {izere;

n
o(cia; +cya, +........ +0,a,) = 1A + Ay T +e,A) = ECiA(ai)

olur.

Buradan; bir saymin tersinin bagil hatasi, 4)0 Ve )0 olmak iizere;

1 1 A

a a-—-A

a(a— A(a))

_ A
2
a (1—6(a))

(@)

@ 2z 2y
a

burada & ,, degeri 1 ‘in yannda ¢ok kiigik oldugundan ihmal edilirse;

olur.

Neticede; bir bolimiin bagl hatasmim, boliinen ve bolen sayilarin,

1
5, =8(a,=~)=8,, +3
(i) ( 1 az) (a1) (a)

a

bagl hatalarmmn toplamma esit oldugu goriilmektedir. Bu islemlerin  sonucunda;
a" gbi bir Usli ifadenin bagil hatas;
Sy = olaa ... A ) =03 + 04 + e +0(, =NJ,

ve mutlak hatas1 da;

_ n _ n-1
Agy=na O =Na Ay

olarak hesaplanabilir.
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Orek: a=200 saysmn mutlak hatasi A, =0.03 olarak bilinmektedir. Bu
saynm Yy =a® seklinde hesaplanan y degerinin Ay, mutlk ve &, bagl
hatalar1 ne kadar olur? Hesaplaymiz.

Coziim: y=a’ saysmm badl hatastbir ¢arpmmn bagl hatalarma iliskin kurallara
gore;
8y =6(@°)=6(aaa) =5, + 84+ =35,

olur.
. Ay A
Mutlak hatasi ise; 5(y) :ﬁ ve 5(a) = | | tanimlarindan
y a
A

Ay =|Y[8, =‘a3‘§(y) =3‘a3‘§(a) :3‘6‘3‘

|;"’|" =3a’A, =3(2°)0.03=0.36

olarak hesaplanir. Buradan bagil hatasi,

Ay Ay 036

w = |y| = ‘as‘ ) =0.045

olarak bulunur.
Aym sekilde; y = 2/a gibi n dereceden bir kokli ifadenin bagl hatasi da, y" =a
oldugundan, 5(yn) =0, olur. Boylece, problem isli bir saymn bagl hatasma

doniistiiriilmiis olur. Usli saymm bagl hatasma gore; 5(yn) =no, olacagmdan, n

dereceden bir saymm kokiiniin bagl hatast o, = %5@) olarak elde edilir. Mutlak

hatas1 da;
t/a Yala . [a
Ay =|Y[6y) = Vg‘%) :T‘é(a) - ‘ ;) = na‘ A

olarak hesaplanmis olur.

Omek: a=3/y gbi bir islemde; y=8 ve mutlak hatasi A, =0.36 olarak
verimektedir.  Buradan hesaplanacak olan kiipp kék a=? degerinin A, =7
mutlak ve 6, =7 bagl hatalarin1 hesaplaymiz.

Coziim: Burada her tarafin kiipii alrsa y=a® olur. Bir carpmm bagl hatasi
kuralndan faydalanarak,

Oy = 5@%) = 30
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ifadesinden,

1)
S, o=
(a) 3
elde edilir.
A 0,
Burada; &, = ﬁ 930 _ 0045 oldugundan, Sy =~ = 0945 _ 5015
ve bagl hatasmin da; Oy = (a) seklindeki tanmindan hareket ederek,

|
Ay =ald,, =2(0.015) =0.03

olarak hesaplanir.

Ormek: y=a"’ isleminde; a=200 ve Ay =0.03 olarak verilmis olduguna
gore, O, =?bagl ve A, =7 mutlak hatalar1 ne kadardr? Hesaplayniz.

P o A(a) 0.03
Coziim:  Bagl hatann  tanmindan, O, = ——=0.015  olarak

a2
hesaplanabilir. Sonra, y =a™ seklindeki bir islemin mutlak ve bagil hatalar,

A A
Ay, =A@™) = A(E) =9 12w _ 15@ _1 (0.015) = 0.0075
a a a a a 2
A, 15
4 1 (5) a (a)
Oy =0(@™)= 5(5) = =1 - 0 =0.015
a a
olarak hesaplanir.
N _ 5 0.05 <
Omek: +/5=22 e bagil hatasi 5[ \/g ,  m=3.1 ve bagl hatasi
O(r) =% oldugu bilindigine gore £ isleminin o f =? bagl hatasi ne
/4 T

kadar olur? Hesaplaymiz.

Coziim: i¢cin ki saymm boliimiiniin bagl hatasy, pay ve paydann bagil hatalarmmn
toplamina esit olacagindan; benzer sekilde yapilan islemlerden,
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0.05  0.05
S s =5(£)+5(”) =— + — = 0.04

= NERN

olarak hesaplanir.
3.3.1.2 Tek Degiskenli Fonksiyonlarin Mutlak ve Bagil Hatasi

y=f(x) gbi tek degiskenli bir fonksiyonda bagimsiz degisken X ‘in mutlak
hatast A, olmak {izere, fonksiyonun A ) mutlak hatasi asafidaki gbi
hesaplanabilir.

Bu amacl; y = f(x) fonksiyonunun x  gore diferansiyeli almarak, dy = f(x) dx
bagmntis1 elde edilir.

Burada; NPL A¢ist ¢ , QPL agist da B, LQ=Ay =NL+NQ=NQ+dy
PL=Ax=dx e

tang =—=—=— ; tan [ = drr.
p Ax

X

Sekil 3: Tek Degiskenli Fonksiyonlarm Mutlak Hatast

Ayrica;
Ay dy dy :
—=——=—+4+c=f (x)+¢
Ax  Ax dx S )
olacagindan
Ay=Ax f (x)+Ax &
yazilabilir.
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Burada; bagmsiz degiskendeki sonlu ve diferansiyel artma miktan & —0
olacagmdan ihmal edilerek,

Y _ £ ve dy=f ()
dx

neticede bu bagmtilardaki diferansiyel artimlar yerine sonlu artim degerleri
kullanilarak da

% <@ e Ay=f(x) Ar

yazilabilir.

Buna gbre; y = f(x) diferansiyeli olan bir fonksiyon olmak iizere; X bagmsiz
degiskeninin x, yaklask degeri icin bu fonksiyonun mutlak hatasz;

Ax=x-x, V& Xx=x,+Ax
oldugu dikkate ahnarak;

Ay = f(X)— f(x,) = f (X) Ax
olur.

Buna gore burada; Ay i¢in, A, ve AX iginde A, mutlak hatalar1 kullanilrsa, tek
degiskenli bir fonksiyonun mutlak hatasi i¢in,

A, =1 (x) A,
bagmtis1 elde edilir.

Benzer sekilde, bagil hatasi da, bagil hatann tanmindan hareket ederek,

P T R (%) A, _|T(%)]
Vol [P [0 | F(%0)]

A =T (%),

seklinde hesaplanabilir.

Ornek: f(x)=x“ ; gibi bir fonksiyonun X, =20.00 ve mutlak hatas

A, =002 ve a=5 gii reel bir sayi olmak iizere mutlak ve bagl hatalarm
hesaplayiniz.
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Cozim: (' (x)=a x*'  ahnarak; A = f (x), A, bagntismdan faydalanarak
mutlak hatas;,

Ay =T (X) A, =‘a X

A, = [5(20.00)*|0.02=16000  bulunur.

Daha sonra buradan bagil hatasi,

B (%) _|a x“‘1| _|a x"|
5)’ _5(f(X)) - f(Xo) AX _‘ NG |AX _‘X Xa—l|AX
A —aA——a o(X)=5—— 0.02 =0.005
X | 20.00|

Omek: y= f(x)=logx fonksiyonunun ; x bagmsiz degiskenin x, degerine
karsiik gelen mutlak ve bagl hatalarmi1 hesaplayniz.

Coziim: Bu fonksiyonun diferansiyeli almacagmdan, burada on tabanh logaritmik
bir  ifade olarak verimis olan y = f(x)=1logx fonksiyonunun o6nce Neper
logaritmasma  dondstiiriilmiis  sekli elde edilerek, y=f(x)=logx=uxu Inx
bigimnde yazlr. Burada g =Ine=0.43.. on tabanh logaritma ile Neper
logaritmas1 arasmda doniistimii saglayan  bir katsayidwr. Dana sonra; neper
logaritmas1 bigiminde ifade edilmis olan fonksiyonun tiirevi alnarak,

. . 0.43
V===
X X

elde edilir.

X

Burada, tek degiskenli bir fonksiyonun mutlak hatasm veren; A, = f(x), A
bagmntisindan faydalanarak, bu fonksiyonun mutlak hatasi,

O43A —043——043 0,

PR

A, =f'(X) A, =

olarak bulunur. Aym sekilde, bagil hatasi da,

_ ST LGS N7 Sl N R Sl
=0 =y 10, > o ™
H
= X Ax:ﬁ . Ax: . Ax
uinx X ulnx X In x

olarak hesaplanir.
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3.3.1.3 iki veya Daha Fazla Degiskenli Fonksiyonlann Mutlak ve Bagil
Hatas

Benzer sekilde hareketle; z = f(x,y) gibi ki bagmsiz degiskenli bir fonksiyonun
mutlak hatasi, bagmsiz degiskenlerin ; x, Ve y, degeri igi; AX=X-X, Ve
Ay=y—y, olmak iizere, fonksiyonun birinci dereceden diferansiyel ifadesine
gore,

of of 0z 0z
Az = f(X, y) - f(xo’ yo) = ‘(&)0 AX+ (5)0 Ay = ‘(&)0 AX+ (@)0 Ay
acillmindan faydalanarak,
0z 0z
Az = ‘(&)0 Ax +‘(5)0 Ay

seklinde hesaplanabilir.

Daha sonra bagl hatann genel tammindan hareket ederek, bu fonksiyonun &,
oransal hatasi da,

olarak bulunabilir.

Ornek: X, ve y, degerleri i¢cin mutlak hatalan A, ve A, olan ki bagmsiz
degiskenin; z =xy gibi bir fonksiyonun mutlak ve bagl hatalarin1 hesaplaymniz.

Coziim: Once bu fonksiyonun her iki degiskene gore tiirevieri alnarak;

1074 1574
ox oy

X
degerleri elde edilir. Bu degerlerden, z fonksiyonun mutlak hatast;
A, =Yy A+ X A,

olarak hesaplanmir. Benzer sekilde; bagl hatasi da;

A, Yo Ay+X A A A

= — y — X + y :5)( +5
2] |(xy)o] %] Yol ’

seklinde bulunabilir.
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Buradan, bir genelleme yapilirsa; z= f(x,y,....,t) gbi fazla sayda bagmsiz
degiskenl bir fonksiyonun mutlak hatasi, bagmsiz degiskenlerm ; x, , y, Ve t,
degeri igin mutlak hatalart A, , A, ve A, olmak izere,

0z
A =|(— A, +....... +
z ‘(ax)o y

0z
A ~ /0
s

seklinde hesaplanabilir. Bu degere karsilk gelen &, bagl hatasi da;

olarak hesaplanabilir.

3.3.2 Karesel Ortalama Hata, Mutlak Hatalar Ortalamas1 ve Muhtemel
Hatalar

Sayisal ¢Ozimlemede; orneklemeler veya gozlemler sonucunda elde edilen
verilerin - kullanimas1 ile yapilan sayisal hesaplamalarda, input wverileri belli bir
miktar rasgele Olcli hatalarmi igereceklerinden, yapilan ¢6ziim sonucunda kestirilen
parametrelerm ne derece dogru ve gilvenilir olmalarmm da bilinmesi istenir. Bu
gibi durumlarda, hata teorisi kurallarma uygun olarak baz hata Olgiitleri
tanmmlanarak kullanihr, Daha ¢ok matematik istatistk bir anlam tasiyan bu hata

Olctitleri,

e Mutlak hatalar ortalamasi
e Muhtemel hata
e Karesel ortalama hata (bunun i¢in kisaca “ortalama hata” da kullanilir)

seklinde ii¢ ayr1 isim altnda ele almabilirler.
Deneysel veriye konu bir biiyiikliigiin,

A : gecek degeri,
a :deneysel veri degeri

ise, kaba sistematik hatalardan armdrilmus @ deneysel veri degeri bir takim rasgele
diizensiz hatalar1 icermektedir. Bu hatanm toplam degeri, Gauss’un ifadesine gore,

—-e=a—-A

seklinde ifade edilebilir. Burada; o biiylikligin A geg¢ek degerini ifade ettiginden
¢ gercek hata olur. Bir biiyikliige iliskin N sayida yapilan denemeler sonucunda
elde edilen deneysel veriler; a, ; 1=123,...,n olarak gosterilirse, her biri i¢in
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gercek hata da -—g =a,—-A ; i=123..,n adet olur. Bu hatalardan
faydalanarak;

t-Mutlak hatalar ortalamasi; hatalarm mutlak degerlerinin aritmetik ortalamasmm
almak suretiyle,

t=11 lel]=leo] + || + |eg] + o+

seklinde hesaplanabilir. Burada; koseli parantezler, Gauss gosterimine toplama
islemini  ifade etmektedir. Bir diger hata Oliiti  muhtemel(olas:y) hata
kullanilmaktadr.

r-Muhtemel hata, bir biyiklige iliskin n adet deneysel verinin ¢ =a,—A
gercek hatalar, |€i|=|ai—A| ; 1=123,....,n seklindeki mutlak degerlerine gore;

biiyiikten kiictige yada tersi swada biyiiklik srasma dizilirler. Ortanca deger,
bunlart en iyi temsil eden deger kabul edilir ve  r-muhtemel hata olarak
tanimlanr. n ~ sayismn tek sayr olmasi halinde, r-muhtemel hata; n tekrar
sayismin tek sayr olmasi halinde,

r:|g|Lﬂ
2

ve n tekrar sayisinm cift sayr olmasi halinde de,

bagmtilarindan hesaplanabilmektedir.

m-Karesel ortalama hata; normal dagilimdaki rasgele Ozellklere sahip olan
- =a—-A ; 1=123,..,n hatalarmmn birlesik olasiik fonksiyonunu
maksimum yapan [gs]|=>min . degerine karsik gelen,

m==x/— ; [55]=512+522+3§+ ..... +3§

formiilinden hesaplanr.

Bu olgiit matematk istatistikte “standart sapma” ,ya karsiik gelen bir deger
oldugundan, bazen de degisikk kaynaklarda;  “standart hata”  olarak
adlandrilmaktadir.

Giintimiizde; yapilan bircok incelemeler neticesinde; farkh sekillerde tammlanan
bu tir hata Olgiitleri arasmda; r=0.674 m iliskisinin oldugu ve neticede,
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m>t>r sralamast bulunmaktadw. Biitin hatalarla ilgili Ozellkleri en 1y
yansitmas1 nedeniyle uygulamada daha ¢ok bu hata olgiitii kullanilmaktadir.

Uygulamada; deneysel cahsmalar sonucunda elde edilen verilerden hicbir zaman
A gercek sayr degeri bilinemez. Ancak, bunun yerine her zaman buna en yakmn
olan ve onu en iyi temsil eden en muhtemel degeri olan X - kesin degeri bilinebilir.
Bu durumda, karesel ortalama hata, bu degerlere gore tammlanr. Bu durumda
gercek hatann tammindaki gercek defer yerine, onun hesaplamalar sonucunda
degeri bilinen X kesin degeri kullanlarak tanmlanan, gorimen hata; —v=a-—X
seklinde tanmlanr. ik yillarda bédyle kullamimasma ragmen, daha sonraki
yillarda, ozellkle 1960 yillardan sonra “Hata teorisiyle ugrasanlar tarafindan”, bu
tanmin yerine, gOriinen hatann tersi isaretlisi olan sadece “diizeltme” terimi
kullamlmaktadwr. Bu iki hata arasmda; —v=a—-X ve —g=a—A bagntilarndan
faydalanarak, &= (A-X)+v kurularak, n adet 6l¢i igin,

g =(A=X)+v, el =(A-%X)? +Vv} +2v,(A-X)
g, =(A=X)+V, " g2 =(A-X)?+V5 +2v,(A-X)
£, =(A=X)+V, g2 =(A=X)2+Vv2 +2v_(A—X)

yazip, her birnin [g] ve [88] toplaminda; [V]: 0 ve gercek hatalarm capraz
carpmlarmm umut degerinin E{Siel—}:o ve neticede, [5]2 = [gg] oldugu dikkate
alndiginda, (n—l)[88]= n[vv] oldugu yazlabilir. Buna gore, tek parametreli bir

biiytiklige iliskin n adet deney veri sonuglarmdan, goriinen hatalar1 veya
diizeltmeleri Kullanarak, karesel ortalama hata, duyarlklar1 esit ve korelasyonsuz

veriler i¢in,
[Twv]
m=£ =7 [W]=v? +v2 +vZ+...+V>
n_

olarak hesaplanabilir.

Duyarlklar1 esit ve korelasyonsuz verilerden, [VV]:> min. en kiigik kareler
ilkesine gore,

< [al

X=t-

n

seklinde hesaplanan kesin degerin karesel ortalama hatasi,

olarak hesaplanabilir.

Verilerin farkh duyarlkta ve korelasyonsuz olmalari halinde ise; X kesin degeri
diger adiyla genel ortalama degeri, p; ; 1=1 2,...., n her bir verinin ne derece



dogru ve givenilir oldugunu gosteren ve tekrar sayilari olarak rastlanlan agirlk
degerlerini gdstermek tizere, [va]:> min . ikesine gore elde edilen,

< _ Lpa]
n
bagmntisindan hesaplanr. Buna gore de; birim agrhktaki bir verinin karesel

ortalama hatass;

Pvv
m=£ = [Pv]= p,v7 + pv2 + V2 +..co+ P, V2

bagmntisindan ve genel ortalamanin karesel ortalama hatasi,
m

m;=iﬁ ;. [Pl=pi+po+ Pyt tp,

olarak hesaplanr. Verilerin korelasyonlu olmalari durumunda da; P=Q" veriler

arasmdaki ters agwhk matrisinden faydalanihr. Buna gore; kesin deger,

e’ =1 1 .. 1] birim vektor olmak iizere,
_ e Pa
X ===
e Pe

seklinde hesaplanir. Benzer sekilde, birim agwlkta bir verinin karesel ortalama

hatasi,
=
" :i\/ V' Py

n-1

ve genel ortalamanin karesel ortalama hatasi da,

m, ==+

X

e' Pe

olarak bulunurlar.

Ozetle, hata teorisi bakmmdan, sayisal ¢oziimlemede, durum bdyle olmasma
ragmen, algoritma ¢oOziimlerinde  kondisyon bozukluklart nedeniyle algoritma
¢oziim islemi tinitesinde etkili olabilecek, daha ¢ok bu tinitedeki sayilardaki kesme
ve yuvarlatmalardan kaynaklanacak hatalarla ugrasimaktadr. Buna karsiik, input
yada girdi {nitesi verilerinde olabilecek Ol¢ii hatalari ile parametre kestiriminin s6z
konusu oldugu algoritma ¢oziimlerinde bu hatalarm yannda rastgele olgii hatalar
ile de ugrasimaktadr. Bu nedenle, yuvarlatimis veya kesme hatalarmn da iginde
bulundurabilecek sayllarm kullamildigi, girdi (nitesindeki saylarm hatasiz  kabul
edildigi sayisal ¢Oziimleme algoritmalarmda daha ¢ok mutlak hata ve bagil hata
Olctitleri kullanilmaktadir.
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Omek: Bir deney sonucunda elde edilen verilerin ¢-gercek hatalar, & =-2,
& =43, &=-4, ¢, =46, & =+5 olarak verimektedir. Bu verilere iliskin,

muhtemel hatay, mutlak hatalar ortalamasmi ve karesel ortalama hata degerlerini
hesaplayiniz.

Coziim:

a) Muhtemel hata; Once bu hatalarm mutlak degerleri alarak, biiyiikliklerine
gore;

el=2, le./=+3. le[ =4, |es|=[+9.le.[ = [+

seklinde swralandiklarmda ortaya gelen deger, |83| = |— 4| oldugundan, muhtemel

hata;
r=+4

olur.

b) Mutlak hatalar ortalamasi:

Hé‘”: |81| +|<92| +|€3| +|<€‘4| +|54| =20 ve tekrar sayist N=5
almarak,

j m— |
O™
| )
)

0

= =— =44
n 5

olarak hesaplanir.

C) Karesel ortalama hatasi;

[ce]=c2+e2+&2+&2 +&2 =90
oldugundan,

—=—=1423

3
I
[+

olarak hesaplanr.

Omek: Deney sonucunda, bir biyikliige iliskin elde edilen veriler;

71, 79, 68, 67,71, 64, 73, 76, 79
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olarak verilmektedir. Bu verilere iliskin kesin degeri ve karesel ortalama hatasmi
hesaplaymiz.

Coziim: Coziim daha kolay ve basit bir sekilde yapilabilmesi i¢in veriler,

I a,- veriler vV, =X—4a, v?
1 71 1 1
2 79 -7 49
3 68 4 16
4 67 5 25
5 71 1 1
6 64 8 64
7 73 -1 1
8 76 -4 16
9 79 -7 49
la] =648 v]=0 WE
_ |lal 648 222
X= % ~ 9 ~ 2 Denetim

seklinde bir tabloya yerlestirilerek kesin deger(aritmetik ortalama), goriinen
diizeltmeler ve daha sonra da Kkarelerinin toplamu hesaplanr. Buradan, kesin
degerin(aritmetik ortalamanin)  karesel ortalama hatasi, birim verinin karesel
ortalama hatas;,

m==+|+—=—— =4522
n-1 9-1
seklinde elde edildikten sonra
m o=+ M 4522 41 76
n 9
olarak hesaplanir.
ORNEK PROBLEMLER

Omek 1: A=-c ifadesinde; a=10.00, A, =002, b=200 , Ay, =001,

c=4.00 ve A, =0.03 olarak veridigine gére, A degerinin A, =? mutlak
Ve 6, =7 bagl hatalarini hesaplaymiz.
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Cozim 1: Burada bir ¢arpmmn ve bolimiin bagl hatalarmm hesaplanmasmdaki
kurallardan hareket ederek,

Siny = 5(3) +0() = Oa) + () T

yazilabilir. Her bir elamanin bagﬂ hatas1 i¢in,

A
Aw _ B A
O = » Oy = Ve O =

o b Id
olduklar1 g6z Oniine almarak, A sonucun bagl hatasi,

A A(b) Ae 0.02 001 0.03

+ = 0.0145
a b | 10.00 200 4.00

Ow =9, =%+ 0w + 00 =
b

olarak hesaplanr. Mutlak hatann tanimmndan hareket ederek, A degerinn mutlak
hatasi,

A(A)

A

Oty =
bagmtisindan,

§(A) |Xr A |A|5(A)

Oay = 20(0.0145) = 0.29 olarak bulunur.

Omek 2: Bir dik iiggende; o agisma komsu dik kenar uzunluigu a =10.00m ve
mutlak hatast A, =0.02m olarak verilmistir. Ayrica, sina=0.6 ve A, =0.02°
verilmektedir. Karst dik kenarm mutlak ve bagil hatalarni hesaplaymiz.

Cozim 2: Bu dik iggende, o a¢ismn Kkarsismdaki kenar uzunlugu b ile
gosterilirse,

b=a tana
olur. Burada;
sina  sina 0.6
tana = =0.75
COS(X \1— S|n a 0 8
hesaplanir.

Neticede, kars1 dik kenarm mutlak hatasy, p = 200 =~ 639.6620 olmak iizere,
T

A g
—— — =0.75(0.02) +10.00 1 0027
cos’a p 0.64 63.6620°

=0.0199 = 0.02 m.

Aw=tana Ay, +a
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hesaplanir. Bagil hatas1 da, benzer sekilde bagl hatann tanmindan faydalanarak,

A, _ 002 002
b| |atane| 7.5

5, = 0.0027

olarak bulunur.

Omek 3: Bir dik iicgende; o acisma komsu dik kenar uzunlugu a =10.00m ve
karesel ortalama hatast m, =0.02m olarak verimistir. Ayrica, Sine=0.6 e
m, =0.02° verimektedir. Karst dik kenarm m, =? karesel ortalama hatasm
hesaplayiniz.

Coziim 3: bir Onceki Ormek de oldugu gbi, bu dik tggende, « agisn
karsismdaki kenar uzunlugu b ile gosterilirse,

b=a tana

olur. Burada;

tana:SIna— sin a _%:0.75

cosa 1_sin2g 0.8

olarak hesaplanabilir.  Hatalarm yayilmasi kuralndan hareket ederek, tiggenin b
dik kenarmm m, —karesel ortalama hatasi,

2 2
Mv) :i\/(a_b)2m§ +(6_b)2m_3 =i\/tan2 a m; +(a 12 2m_02f —
oa da” p cos’a’ p
2
—+ /075 (002 +@0.00-2 )20 _ 501578 m
0.64" (63.6620)

olarak hesaplanir.

Problem:1)
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d =(a’ -¥b) d =(a’ +b) 4@ -b)

d=(a’-%¥b)10 ; d=@2+3¥b)10 e 3C o)
d=(’-%b) c d=(a*+¥b) c d=%

islem sonuglarmmn A, mutlak ve &, bagl hatalarm; a=4.00, b=8.00,

c=3.00 alarak ve mutlak hatalan i¢in de A, =0.03, A, =0.02, A, =0.01
degerlerini kullanarak, hesaplaymiz.

(c)

Problem 2)

y=sina-sinf  y=sina—-Cosf  y=sin(a-p) ve y =cos(a — f)
y=sina+sinf ' y=sina+Cosp ' y=sin(a+p) y = Cos(a + )

fonksiyonlarmm A, mutlhk ve 5, bagl hatalarm, sina=0.866 |,
sin f=0.471 degerleri icin, A, =0.06, A, =0.02 mutlak hatalarma gore
hesaplayiniz.

Problem 3)
y =1Inx y = log x y=hJx y=hx° y = log x*

fonksiyonlarmin A, mutlk ve &, bagl hatalarmi;; X =25.00 i¢cin A, =0.02
alarak hesaplaymiz. (Burada; yaklagik olarak p = 0.43.. alinabilir.)

Problem 4)

Z:IOgX_y 7= 22y M )
X+Yy X+Yy X+Y Z=4X-Y z=(x-Y)

z_IogX+y Z:|nu Z:ﬂ Z=,\X+Yy Z=(X+y)2
X=y X=y X—y

fonksiyonlarmm, A, mutlak ve 6, bagl hatalarm; Xx=8.00, y=2.00 ve
mutlak hatalart A(,) =0.06, A, =0.02 alarak hesaplaymiz.(x = 0.43..alinabilir.)

Problem 5) Bir eskenar tiggenin kenarlarmdan biri, a=8.00cm ve mutlak hatasi
da A, =0.5cm olarak verildigine gore, liggenin alam, mutlak ve bagil hatalar1 ne

kadar olur? Hesaplayiniz.
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Problem 6) Bir kiipiin kenarlarmdan biri a=10.00cm ve mutlak hatasi da
A, =0.5cm  olarak verildigine gore, kiipiin hacmi, mutlak ve bagl hatalari ne

kadar olur? Hesaplaymniz.
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