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Istatistiksel Tahmin

1.  Nokta Tahmini
2.  Aralk Tahmini

Tek popdulasyon icin
Yigin ortfalamasi p’nun aralik tahmini
Yigin varyansi o#'nin aralk tahmini

Yigin (kitle) orani 7'nin aralk tahmini

ki popUlasyon icin

Ortalamalarin farki (u; — py) icin aralk tahmini
2

Varyanslarin orani (%) icin aralk tahmini
2
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Istatistiksel Tahmin

Nokta Tahmini

l

~\
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! Aralik Tahmini !

Alt Sinir: AS Ust Sinir: US
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Nokta Tahmini

Tahmin edici: Bilinmeyen bir 0 kitle parametresini tahmin etmek icin kullanilan
T orneklem istafistigine denir.

Nokta tahmini: Bir T tahmin edicisinin bir tek degderine denir. Bir rassal
orneklemden hesaplanan T istatistiginin degerini, ilgili yigin parametresi 6
de@erine esit kabul eden tahminleme surecidir. Nokta tahmini, tahmin isleminin
guvenilirligi hakkinda bilgi vermez.

Yigin Parametresi Ortalama: p Oran: Varyans: ¢*

Nokta tahmincisi X P s2
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Nokta Tahmini

Ornek: X=25, X,=30, X5=29, X,=3], olan X; rassal degiskenleri, ortalamasi p olan
normal dagiima wuysun. Bu durumda Orneklem ortalamasi, bilinmeyen
populasyon ortalamasi p’ntn nokta tahmin edicisidir.

Bu durumda p’nun nokta tahmini su sekildedir:

5 25+30+29+31
X =

= 28,75

Benzer sekilde, eder populasyon varyansi o? bilinmiyorsa, tahmin edicisi
orneklem varyansi S?dir. Bu durumda 6rneklem verisinden hesaplanan S? =
6,9 sayisal degeri, populasyon varyansinin nokta tahminidir.

END2010 Muhendislik istatistigi-Il /istatistiksel Tahmin




Nokta Tahmini

» Bir tahmin edici, bilinmeyen parametrenin gercek dederine kismen “yakin”
olmalidir. EQer T'nin beklenen degeri 8'ya esitse T'nin 8'nin yansiz tahmin
edicisi oldugunu sdyleyebiliriz. Bu T'nin olasilik dadiliminin ortalamasinin (ya
da T'nin 6rneklem dadiiminin ortalamasinin) @’ya esit oldugunu sdylemekle
ayni anlama gelmektedir.

« Eder E(T) = 6 ise T nokta tahmin edicisi 8 parametresi icin yansiz
fahmin edicidir.

« Eger tahmin edici yansiz degilse (yanl ise); E(T) - 6 farki T tahmin
edicisinin hatasi (bias) olarak bilinir.
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Nokta Tahmini

Ornek: Orneklem ortalamasi olan X istastistigi, ana kitle ortalamasi olan p’nin
yansiz bir tahmin edicisidir. CUnkU E(X) = p'dir.

Peki X2 p2'nin yansiz bir tahmin edicisi midir?
= E(X — w)? olmak Uzere;

=EX?) - p

FE R RN

+ 2 =E(X?9 ise E(X?) # p?

n

Yani X2 p2'nin yanh bir tahmin edicisidir.
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Nokta Tahmini

Ornek: Orneklem varyansi S?nin populasyon varyansi ¢%'nin yansiz bir tahmini oldugunu
gosterelim.

() - 5 (D ) ﬁE(Z(X" ) Y)Z)
y |

n n
_ 2 %’ _oxX) —_ 1+ 2 _ 57
_n_lEZ(X,+X 2X.X) _n—lE(ZX‘ nX)
= =

- 1 - [i E(X?) — nE (fz)]
=1
E(X?) = u? +a? ve E(Yz) = u? + 0% /n oldugundan

1
E(S?) = 2 2
( ) n_l(nu + no

— nu? — 62) = g2
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Nokta Tahmini

Yanl ve yansiz tahmin ediciler s0z konusu oldugunda yansiz tahmin edici tercih
edilir.

ki ya da daha fazla yansiz tahmin edici s6z konusu oldugunda, parametreye
yakin olma olasiligi yUksek olan bir fahmin edici fercih edilir. Yani en kOc¢Uk
varyansl tercih hangisi ise o secilir. Secilen bu tahmin ediciye, minimum varyans
yansiz tahmin edicisi denir.

Ornek: X, X, ., X, 6rnekleminde E(X) = p ve EX) = p oldugundan X; ve X'nin
her ikisi de u’nUn yansiz bir tahmin edicisidir. Bununla beraber;

Var(X)= 0% ve VarX) = ¢?/n ‘dir.

Bu durumda X daha kicUk varyansl oldugundan X/e gore tercih edilir.
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Aralik Tahmini

Aralik tahmininde, belirlenen bir hata payi (anlam/énem dizeyi) a veya glven
dizeyi (1-a) ile ana kitle parametresi 6 icin alt ve Ust gUven sinirlari olusturulur.
Olusturulacak alt sinir a ve Ust sinir b ile ifade edilirse,

Pla<B8<b)=1-a olacaktr.

GiUven Dizeyi: Aralk ftahmininin @ popUlasyon  parametresini  icermesi
konusundaki kesinlik dizeyidir. 1 - o ile gosterilir En c¢ok kullanilan gUven
duzeyleri: %90, %95, %99 ‘dur.

Onem Dizevyi: Gercek degerin tahmin aralidi disinda olma durumunu temsil
eder. a ile gosterilir, anlamliik dUzeyi olarak da bilinir.

Given Araligr:  Tahminin given duUzeyini kullanarak bir parametre icin
belirlenen araliga denir.
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GUven Aralig

Ornek: Bir anakitlenin ortalamasi tahmin edilirken nokta tahmini 5 olarak elde
edilmis olsun. 0.05 hata payl veya 0.95 guven olasiigi ile alt ve Ust gUven
sinirlari 4 ve 6 olarak hesaplanmis olsun.

Bu sonu¢ anakitle ortalamasi degerinin 0.95 olasilikla 4-6 arasinda
oldugunu; anakuUtle ortalamasi degerinin 4ten kucuk veya é6'dan buyuk olmasi
olasiiginin ise 0.05 oldugunu ifade etmektedir.
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GUven Aralig

Bir gUven aralidi (interval):
Ortalama igin %90 guven aralg

Ornekten 6rnede, 6rnek istatistiklerindeki
degisimi dikkate alan

Bir ornekten elde edilen gozlemlere
dayanan

Bilinmeyen populasyon parametrelerine
yakinlik hakkinda bilgi veren

GUven seviyesi ifadesiyle belirfilen Al limit < Ost fimit

bir deder araligi (range) verir.
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Yigin Ortalamasl p'nun Aralik Tahmini

Varyans bilindiginde yigin ortalamasi p’nin aralk tahmini

Varyans bilinmediginde yigin ortalamasi p’nOn aralk tahmini
Orneklem hacmi n > 30 ise
Orneklem hacmi n < 30 ise

Tanim: Hata payi (e), given aralidinin kapsadidi nokta tahminden muhtemel
en bUyUk uzaklik olmak Uzere, picin genel aralk tahmini:

X—e< MU <X+e
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Bilindiginde p'nin Aralik Tahmini

Bir kitlenin p ortalamasini tahmin etmek istedigimizi varsayalim. X arzu edilen
dzelliklere sahip oldugundan, onun Uzerinden araligi daha iyi kurabiliriz. X,
biinen 6% varyansl bir normal yodunluktan alinan n rasgele degiskenden

N - o X— .. o L.
bulunmus ise; X normal dagilma ve Z = ~5= birim normal dagiima sahiptir.

Vn
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Bilindiginde p'nin Aralik Tahmini

Tanim: AnakUtle ortalamasi p'nun a énem duzeyi veya l-a guven duzeyi ile
icinde bulunacagi araligin alt ve Ust sinirlari hesaplanirken her iki kuyruk icin
de Zq,, kritik degerine bakilacaktir. Bu durumda; P(- Zg,, < Z < Zgjz) = 1-a
olmak Uzere p icin aralk tahminimiz;

— 0] — o)
‘Za< <Za === X —Za—=<u<X+Zag—
2 \/ﬁ 2 7\/_ 7\/6

Burada + Za in bizim ‘@’ hata payimizdir.
2
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Bilindiginde p'nin Aralik Tahmini

%20k bir glven aralidi icin » Zq/, degerinin hesaplanmas

%90 gUven duzeyini ele alalm.
Bu durumda 1-a = 0.90 ve a=0,]
olur.

: Zo1/2 = Zos degerini bulmak
~Zg2 = -1,64L5 0 Zosz = 1,645 istiyoruz. Bunun i¢in Z tablosundan
1- a/2 degerine bakariz. Bu drnek
icin fablodan 1-0,05=0,95 degerini

. . O Z _ . © bulursak: 1,64 ile 1,65 arasinda
X _Z — X X Z - 7 Uy Y2
ZVn " > yn kaldigini géririz.
- ~ - BUNG gore Zoos dederi 1645
GuUven arald olarak alinrr.
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Bilindiginde p'nin Aralik Tahmini

Ornek: Genis normal dagilimli bir popUlasyondan alinan 11 elemanli bir dérneklem icin
ortalama direnc 220 ohmdur. Gecmis test verilerinden populasyonun standart
sapmasinin 0.35 ohm oldugunu biliyoruz. PopuUlasyonun dogru ortalama direnci icin
%95 guven araligi olusturalim.

n=1: X=220; ¢ = 0,35 olmak Uzere
(0] 0]

X—Za—<u<X+Za
2 2 vi

Zaj2 = Zop2s olduguna gore tablodan 0,0975 degerini buluruz: 1,96

2,20

0,35 0,35 = 1,1932 < u< 2,4068
Vil Vil ' e

Buna gore; %95 given aralidinda ortalama direncg icin sinirlarimiz (1,1932 ; 2,4068)dir.
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Bilindiginde p'nin Aralik Tahmini

Ornek: Bir tezgahta Uretilen parcalarin dis caplari normal dagiima uymaktadir ve
standart sapmasi 2.4 cmdir. Tezgahin Uretiminden rastgele secilen 16 parcanin dis ¢cap
ortalamasi 3.2 cm olarak bulunmustur. %1 hata (%99 gUven) seviyesinde anakitle
ortalamasinin guven araligini tahmin edelim.

n = ]6, X= 3,2 , O = Z,LI p Za/z — ZO,OOS — 2,575 olmak Uzere

2,4 2,4
== 1,655 < u< 4,745

V16 Vi6 "

Alinan &drneklere gdre s6zU edilen tezgahta Uretilen parcalarin dis  caplari

ortalamasinin %1 hata (%99 dodruluk) payi ile 1,655 cm ile 4.745 cm arasinda olacad

soylenebilir.
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Bilindiginde

w'non Aralik Tahmini

Kitle sonlu elemanli oldugunda ve iadesiz secim sGz konusu ise, u icin guven
araldi su sekilde hesaplanir:

X—Za

N—n

2\/_V

N-1

N —n
\/_VN_l

<u<X+Za

— < 0,05 oldugunda / ferimi gUven sinirlarini ¢cok az etkilemektedir.
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Tek Uclu GUven Siniri

Ust glven siniri Alt gUven siniri

l1—a a l1—a
N\\\
0 Zy
<X+ Zgq— X — Zg— <
H a\/ﬁ OL\/H H
\ J \ J
Y Y
Ortalama icin Ust sinir Ortalama icin alt sinir
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Orneklem bUyUkIUGU ne kadar olmali?

Kitle parametresinin iyi bir tahmini icin yeterli bUyUklUkte &rneklem
secilmelidir. Bu karar U¢ faktore baglidir:

GUven aralidi ne kadar dar olmalidir?
GUven araligi ne kadar guvenle kitle parametresini icine almaldir?

Orneklemin secilecedi kitledeki degiskenlerin sayisi ne buyUklUktedir?

Tanim: X ile p arasindaki fark olarak tanmladigimiz e = Zgin olmak Uzere;

secilmesi gereken orneklem bUyUklGgU su sekilde hesaplanir:

Zg.O‘2
e
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Orneklem BUyUKIGGU Hesab

Ornek: Tirkiye'de her bir sahsin yiyecek icin yaphd aylk harcamayr tahmin etmek
amaciyla n=49 kisinin rasgele secildigini kabul edelim. Orneklem ortalamasi 500 birim
lira olsun. Ge¢cmis veriler gbéz 6nUnde bulunduruldugunda kitle standart sapmasinin 90
birim lira oldugu bilinmektedir. Buna gbre aylk ortalama yiyecek harcamasi icin %95'lik
guven araligini bulalm. Guven arald genisliginin 20 birim lira olabilmesi i¢in gerekli
orneklem bUyUkIOgUNU hesaplayalim.

n = LIQ, X= 500 , O = Q0 , Za/z — ZO,OZS = 1,96 olmak Uzere

90 90
500-1,96—< u<500+196— = 479,8<u<5252

Va9 Va9
EGer gUven sinirlari arasindaki farkin 20 birim olmasini istiyorsak; e = 20/2 = 10 olur.
Buna gore;
1,96 * 907°
n= [1—01 ~ 311 olmaldr.
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Chebyshev Esitsizligi ile n Hesabi

Tanim: Kitlenin dagiimi bilinmiyorsa ve ornek hacminin bUyUk olacagr kesin
dedilse orneklem bUyUklIigUnUn hesaplanmasinda Chebyshev  (Cebisev)
esitsizligi kullanilr.

2

0) .. T
02 = — olmak Uzere bu esitsizlik;
n

1
>1-— 12 olarak yazillr.

% _
P[l H
Ox
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Chebyshev Esitsizligi ile n Hesabi

Ornek: Bir kitlenin standart sapmasi 2000 olsun. Bilinmeyen kitle ortalamasi p
ile orneklem ortalamasi arasindaki farkin 100den az oldugunu %95 guUvenle
soyleyebilmemiz icin 6rneklem bUyUkligUu n ne olmalidir?

Bahsi gecen olasilik: P(]X — p| < 100)

X — u| 100
P < Yazacak olursak:
Og %
_|X _ Ll| 100
P <kl>1—— icin k=—
o = Kz iGin K o olur.
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Chebyshev Esitsizligi ile n Hesabi

Buna gore; P(IX — pl < 100) > 1 —— = 0,95 olmak Uzere;

ox%

o . 02 . 20002
1002 n*1002 n* 1002

095=1-—

—=)> N = 8000 bulunur

Il EGer n'nin bu kadar buyUk olacagini bilseydik, ayni hesablr normal dagiim
Uzerinden yapardik.

1, 96*2000]2

O halde n = [ — 1600 olarak bulunurdu.

END2010 Muhendislik istatistigi-Il /istatistiksel Tahmin




o \J o

o Bilinmediginde w’nin Aralik Tahmini

AnakUtle varyansinin bilinmedigi, fakat érnek hacminin 30 veya daha bUyUk
oldugu (n=>30) durumlarda orneklemin varyansi (5% kullanilarak Z dagilimi
yardimiyla guven araligi olusturulur.

_ Sy _ Sy
X —Zo——=< u< X+Za—=
2 vi 2

n

AnakUtle varyansinin  bilinmedidi durumlarda &rnek hacmi 30 dan kOg¢Uk
(n<30) ise kigUk Ornek teorisine gore gelistirilen t dadiimi yardimiyla given
arahdi olusturulur. Bu durumda

_X-u

X —
7 — B H

istafistigi yerine t,_; =

I
vn Vo

istatistigi kullanilir,
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o Bilinmediginde w’nin Aralik Tahmini

Tanim: Eger X ve S, varyansi biinmeyen normal dagdilimdan alinmis rassal
orneklemin ortalamasi ve standart sapmasi ise u icin (1 - a) dizeyinde olusturulan
guven aralgy; S S

X —ta — < u< X+ta —
?,n—l n l’l E,n—l \/H

Seklinde hesaplanir. ta . ‘deki (n-1) ifadesi t dagiliminin serbestlik derecesini ifade
=

eder.
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o Bilinmediginde w’nin Aralik Tahmini

a2

1 —-a a
l1—«a a/z N\\\\
. 0 ta
7 &\\\\
~ta)2 0 tas2 Tek yonli given sinirlari
— (0} = — ()
X —t X
%n—l = X+ t%,n—l 7n
\ ~ /

Guiven aralidi
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o Bilinmediginde w’nin Aralik Tahmini

Ornek: Normal dagiima uydudu bilinen bir veri setinden ortalamasi X = 50 ve
standart sagpmasi S = 8 olan n = 25 buyukligunde bir ornek alalm. p icin %95
guven aralgini olusturalm

Serbestlik derecesi n - 1 = 24

a =0,05ve ta = fagp5. o, = 2064 olmak Uzere p icin guven araligy;
2

8 8
50—-2,064—< u< 50+ 2,064 —
N V75

46,698 < 1 < 53,302
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o Bilinmediginde p'nin Aralik Tahmini

Ornek: Otomobil lastigi  Ureten bir firmanin  yoneticisi, Uretilen lastiklerin - ortalama
omdurlerinin km olarak tahmin etmek istemektedir. Bu amacgla rassal olarak 25 lastik
secilmis ve bu lastiklerin ortalama omdurlerinin 30.000 km ve standart sapmasinin da
1.500 km oldugu tespit edilmistir. %99 gUven diuzeyinde otomobil lastiklerinin en az ve
en fazla dayanma dmorlerini tahmin edelim.

Serbestlik derecesi n - 1 = 24

a =0,01ve ta = tggos = 2,797 olmak Uzere p igin given aralidr su sekildedir;
2

30000 — 2,797 1500 < 1< 30000+ 2,797 1500
"7 425 3 " \25

29.160,9 < n < 30.839,1
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o Bilinmediginde w’nin Aralik Tahmini

Ornek: 10 hastaya A ve B olarak Hasta B ilaci ile kazanilan fazla uyku saati (X)
nitelendirilen iki cesit uyku ilag 1 12
verilmistir. Her bir hasta icin B 2 2.4
ilacinin etkisinin A ilacina esit ya z 13
da daha fazla oldugu
4 1,3
saptanmistir. Fazla uyku
saatlerinin ortalamasi icin %95’lik 2 2
guven aralidini bulalim. 6 1
Vs 1,8
8 0,8
9 4,6
10 14
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o Bilinmediginde w’nin Aralik Tahmini
Cozim:

X = 1,58dir

2 = %1% (x; — 1,58)2= 1,513
Sy = 1,23
n = 10, serbestlik derecesin—1=9

toos i¢in fablo degeri 2,262 olmak Uzere
2

)

V10
0,70 < u< 246

)

1,58 — 2,262
v10

< u< 1,58+ 2,262
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Sorulariniz?




