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Kitle Varyansi ¢# icin Aralik Tahmini

62 ve o'yl tahmin etmek istiyorsak, o?’nin yansiz bir tahmin edicisi olan S?'yi

kullanarak bir aralik olusturabiliriz.

Xy, Xo, .., X, 02 varyansh ND'll bagimsiz rassal dediskendir ve S2 = ﬁZ(Xi —X)? ise,
(n—1)Sg
o2

2
Xn—l

istatistigine K-kare (Chi-square -x? ) dagilimina sahip n-1 serbestlik dereceli x?
istatistigi denir.

END2010 Muhendislik istatistigi-Il / istatistiksel Tahmin




x* Dagilimi

x? rassal degiskeninin olasilik yodunluk %)
fonksiyonu su sekildedir.

£ = =

7 x(k/2)=1g—x/2 x>0
220 (k/2)

k serbestlik derecesini gostermektedir. k=2

Dagilimin ortalamasi k; varyansi 2kdrr.

x? dadiimi genellikle saga carpikfir. k
artfikca dagiim daha simetrik hale
gelmeye baslar. Yani normal dagiima k=10
benzerlik gosterir.

k=5

END2010 Muhendislik istatistigi-Il / istatistiksel Tahmin




Kitle Varyansi ¢# icin Aralik Tahmini

. 2 (n—1)S)2( 7.
Buna goére x5_1 = — yi kullanirsak;

(n — 1)S2
2 X 2 4
P (Xl—%,n—l < 52 < X%,n—l =1l-a

X2 o X2, o2 icin 1- « dizeyinde bir given aralig;
5 . L 5 (n — 1)S2 (n — 1)S2

x° icin 1 — a dUzeyinde bir guven araligs; P > < 0% < —; =1—-«
X%,n—l X1—%,n—1

P (Xi—ﬁ,nq <Xioq < Xé,n—l) =1—-« o
2 2 olarak belirlenir.
Seklinde hesaplanir.

END2010 Muhendislik istatistigi-Il / istatistiksel Tahmin



Kitle Varyansi ¢# icin Aralik Tahmini

(n-1)Sk ; (;1 1)SX> olduguna gore, benzer bir sekilde

2
Xo X «
Zn-1 1-%n-1

Kitle varyansi icin alt ve Ust sinir (

kitle standart sapmasi o icin guven araligini olustururken asagidaki aralik kullanilir;

2 ) 2
X%,n—l X1—7 n—1
\ \

END2010 Muhendislik istatistigi-Il / istatistiksel Tahmin




o? icin Alt-Ust GUven Siniri

Kitle varyansi icin alt glven siniri:

(n — DSg

2 o’
Xa;n—l

Kitle varyansi i¢cin Ust guven siniri:

(n - 1)8)2( 2
o

2
Xl—a;n—l

END2010 Muhendislik istatistigi-Il / istatistiksel Tahmin




Kitle Varyansi ¢# icin Aralik Tahmini

Ornek: Bir firmanin Urettigi recel kutularindan rastgele 10 kutu secilmis ve tartilarak
agrrliklarr soyle bulunmustur:

Xi[gr]: 164, 161, 158, 170, 161, 159, 158, 169, 152, 160

Firma tarafindan ihra¢ edilen bu recel kutularinin varyansi icin %951k gUven
arahgini bulalm.

X = = (164 +161 + ..+ 160) = 1612 gr

S2 = ——3(X;—X)? = 28,6 gr

Serbestlik Derecesi k =10 - 1 = 9 olmak Uzere;

10 — 1)SZ 10 — 1)SZ 9 x 28,6 9+ 28,6
( )X<O_2<( )X

— <og? < = 13,5 < g? < 953
X(2),025 ;9 X(2),975 ;9 19,023 2,70

END2010 Muhendislik istatistigi-Il / istatistiksel Tahmin



Kitle Varyansi ¢# icin Aralik Tahmini

Ornek: Denenen bir motorun 16 deneme siUrUsindeki yakit tiketimlerinin standart
sapmasi 2,2 galondur. Motorun yakit tUkefiminin gercek degdiskenligini dlcen anakUtle
varyansinin %99 given araligini hesaplayalim.

n=16; k =16-1 =15

S2 = (2,2)? = olmak Uzere;

16 — 1) * 4,84 16 — 1) 4,84
( ) cg2 <& )

o
X(Z),oos 115 X(2),995 15
15484, 15484 221 <02 <1578
32,80 4,60

P(2,21 < 0% < 15,78) = 0,99 dir.

END2010 Muhendislik istatistigi-Il / istatistiksel Tahmin




Kitle Orani m icin Aralik Tahmini

Kitle orani (m) icin aralk tahmini yapilirken, kitle oraninin yansiz tahmin edicisi
ornekleme orani (p) kullanilr.

Merkezi Limit Teoremi'ne gore oran icin gUven araliklari olusturulurken z-standart
normal dagiimi kullanilir.

pP'nin drnekleme dagiiminin standart hatasi:

MW dir. Eger drneklemdeki birim sayisi n yeterince biyik ise, o,

p(1-p)

Op= yazilabilir.

END2010 Muhendislik istatistigi-Il / istatistiksel Tahmin




Kitle Orani m icin Aralik Tahmini

Not: nt > 5 ise ya da m'nin bilinmedigi durumda tahmincisi olan np > 5 ise, 'n" buyUk
olarak dusunulr.

Bu durumda normal dagiim kullanilir. Ornek bUyUk oldudunda kitle orani m icin glven

aralgr:
- -~ T nl-m _ T p(1-p) .
P +Zay. 0p =P + Zoy, — =p+ Ly, - ile hesaplanr.
p(1-p) p(1-p)

—> p—Za/z - <T[<p"'Za/2 "

n n

P(p - Zoc/2 p(1-p) <n<p+ Zoc/2 p(l—p)>= 1—«a

END2010 Muhendislik istatistigi-Il / istatistiksel Tahmin




Kitle Orani m icin Aralik Tahmini

Bazi durumlarda &rneklemdeki birim sayisi kicuk olabilir. Bu durumda p*= —
olmak Uzere, guven araligl

x p*(1-p*) x 4 p*(1-p*)
p* - Zay, — <M< p o+ Zay, —

ile hesaplanir. Burada p*: DUzeltilmis érnek oranidrr.

Il Burada alt limit O'dan kucuk cikarsa O yazilir, benzer sekilde Ust limit de 'den buyuUk
cikarsa 1 yazilir.

END2010 Muhendislik istatistigi-Il / istatistiksel Tahmin




Kitle Orani mt icin Alt-Ust GUven Sinirlari

Kitle orani icin alt gbven sinirt:

p(1-p)
n

P - Zy <T

Kitle orani icin Ust guven sinirt:

p(1-p)
n

<P+ Zy

END2010 Muhendislik istatistigi-Il / istatistiksel Tahmin




Kitle Orani m icin Aralik Tahmini

Ornek: 100 kisilik rasgele bir 6rnekte 25 kisinin solak oldudu bilinmektedir. Solaklarin
gercek orani icin %95 guven araldini olusturalim.

p = 25/100
(1-p) = 75/100
n =100

a = 0,05 ve Zygys = 1,96 olmak Uzere;

p(1-p) p(1-p) ~ 0,25x0,75 X 0,25%0,75
P - Loy, |=— <TM<P + Zay, / . == 025-1,96. [——--— <1< 0251,96. |[——

0,1651 < m < 0,3359

END2010 Muhendislik istatistigi-Il / istatistiksel Tahmin



Kitle Orani m icin Aralik Tahmini

Ornek: 400 lise &Jrencisinden olusan bir drnekte 32 &Jrenci Universite sinavini

kazanmistir. Universite 6grencilerinin sinavi kazanma orani icin %95k guven aralidini
bulunuz.

p = 32/400 = 0,08 ; (I-p) = 0,92

a = 0,05 ve Zygys = 1,96 olmak Uzere;

0,08-1,96. [22% < < 0,08+1,96. [~~~
400 400

—> 0,053 <m<0,106

P(0,053 < 1 < 0,106) = 0,95

END2010 Muhendislik istatistigi-Il / istatistiksel Tahmin



Kitle Orani m icin Aralik Tahmini

Ornek: Bir bolgede salgin hastalik tespit edilmisti. Bdlgeden rastgele secilen 250
kisiden 3’'Unun bu hastaliga yakalandigl belirlendigine gore bu bodlgedeki herkes igin
%95 glven dizeyinde hastaliga yakalanma oranini tahmin edelim.

n = 250

p = 0,012 olmak Uzere np < 5 oldudu icin; p* = ):2 = 32 0,019

+4 250+4
. p*(1—p") * /p*(l—p*)
p - Zoc/z. o << p + ZOL/Z. n—+4

= 0,019-1,96. \/0'01;9;2981 < 1 < 0,019+1,96. \/""’1;’;2'981 = 0,0023 < 1 < 0,035

Yani P(0,0023 < m < 0,035) = 0.95

END2010 Muhendislik istatistigi-Il / istatistiksel Tahmin



Orneklem BUyUklO§Uo Ne Olmali?

1—
P - Zoc/z. <mnm<p+ Zoc/z. p(np)

\ J \ J
Y Y
e e

p(1-p)

Zgc/z- p(1—-p)

lle hesaplanr.
eZ

===)> Orneklem bUyUkIigl n =

END2010 Muhendislik istatistigi-Il / istatistiksel Tahmin




Orneklem BUyUKIGGU Hesab

Ornek: Bir fabrika midiry yeni sahin alinan bir makinanin Urettigi kusurlu  (bozuk)
Urdnlerin  oranini tahmin etmek istemektedir. 200 birimlik bir orneklem sectiginde
Urdnlerin %3’0On0n kusurlu oldugu belirlenmigstir. Yigin orani = ‘nin - p ‘den 0,01 farkl bir
aralkta ve %99 glven duzeyinde olusturulacak guven araligini belirlemek icin n ne
olmalidir?

Plo - 0,01 <mt<p +0,01) =099
Bu durumda e = 0,01; p = 0,03; Zygo5 = 2,575 olmak Uzere

_ 2,575%%0,03%0,97 1927 adet
n = 0.012 = ade

END2010 Muhendislik istatistigi-Il / istatistiksel Tahmin



Olcum Ciftleri Icin Aralik Tahmini

Pek cok durumda ciftfler halinde elde edilen gozlemlere (eslestirimis gdzlemlere)
dayanarak iki yiginin ortalamasi karsilastirimak istenebilir.,

PopUlasyon PopUlasyon

> D = Xy - Xy farklart p; —p, ortalamal 63
varyansh normal dagilima sahiptir.

> D = % Y D; ise: D, pup ortalamall 65/n varyansli
normal dagiima sahipfir.

> Bu durumda ZD=g_/‘i/‘SHis’ro’ris’rigi gecerli olup
D
Ng}ﬁ;{%ﬂgﬁ;“ Niirféf"é‘érg.‘.’.r'kh standart normal dagilima [Zp~N(0;1)] sahiptir.

END2010 Muhendislik istatistigi-Il / istatistiksel Tahmin



Olcum Ciftleri Icin Aralik Tahmini

Eger o2 biliniyorsa given aralid

- §) = 6
P[D—Za/z-fﬁ<(u1—uz)< D+ Zy2 -TE] =1l-«a

Eder o2 bilinmiyorsa given aralid

Sg = ﬁZ(Di —D)* ve tp= g;\l/ﬁﬁ olmak Uzere

— SD — .
P[D—t%;n_1ﬁ< (U — Hy) <D+t%; L —=]=1-aq

seklinde tanimlanir,

END2010 Muhendislik istatistigi-Il / istatistiksel Tahmin




Olcum Ciftleri Icin Aralik Tahmini

Ornek: Bir ilacin kan basinci Uzerindeki etkisini incelemek icin rasgele secilen 12 kisinin
ilact kullanmadan Onceki ve sonraki kan basinclari OlcUlmustiur. Elde edilen Olcum
sonuclart asadidaki tabloda verilmistir. Yiginin (kitlenin) ilactan &nceki ve sonraki kan
basinglarinin ortalamalari arasindaki fark igin %95lik given aral@ini bulunuz.

Xsnce 120 124 130 18 140 128 140 135 126 130 126 127
Xsonra 128 131 131 127 132 125 141 137 0 M8 132 129 135

%
D=X,-X, -8 7- -1 -9 8 3 ] 2 8 2 3 8 22
D2 64 49 1 8 64 9 ] 4L 6L 4 9 64 414

END2010 Muhendislik istatistigi-Il / istatistiksel Tahmin



Olcum Ciftleri Icin Aralik Tahmini

D=X0_XS=E=_1'83

S§ = —%(D; — D)? = 3397
Sp = V33,97 = 5,83

te ., =1to02511 = 2201 olduguna gore guven araligy;
2)

5,83 ) _ 5,83
~1,83 - 2,201 7= < (15 - Ko < —1,83 +2,201 =

—> —5537< (uz - ug) < 1,87

Diger bir deyisle, (us - ) farki icin %95k given aralig -1,87 ile 5,537 arasindadirr.

END2010 Muhendislik istatistigi-Il / istatistiksel Tahmin



ki Ortalamanin Farki Icin Aralik Tahmini

Gercek hayatta pek cok deneyde, O&zellikleri farkhh iki kitlenin  ortalamalarinin
karsilastirilmasi istenir.

Populasyon 1 Populasyon 2
Bu karsilastirma icin 3 durum sdz konusudur:

> Kitle varyanslari 67 ve o4 biliniyorsa

> Kitle varyanslari o¢ ve of bilinmiyorsa ancak

X1 X2 07 = 05= 07 ise
> Kitle varyanslari o ve o7 bilinmiyorsa ve o7 # o35
ise
M1 M2
o o5

END2010 Muhendislik istatistigi-Il / istatistiksel Tahmin




ki Ortalamanin Farki Icin Aralik Tahmini

1. Durum: Kitle varyanslari ¢ ve o7 biliniyor

Sirasiyla pq ve p, ortalamal iki normal kitleden m ve n birimlik orneklem c¢ektigimizi

varsayalm.
X1 —X5) — (Mg — . . y
7 = (X17X2) = (1 = M) G imak Gizere ortalamalar fark icin gUven aralg;;
o1, 9
n m

T _% o1 G% o o5
(Xl _XZ) _Z% F E (l’ll H‘Z) < (Xl XZ) +Z(X F + E
i i X,—X % 4 % %,-X o% 4 o3
Yine benzer sekilde P (X;—X3) —Z% =+ 2 < (g — 1) < (X1 —XR) +Z% G12)=1-q

END2010 Muhendislik istatistigi-Il / istatistiksel Tahmin




ki Ortalamanin Farki Icin Aralik Tahmini

2. Durum: Kitle varyanslari 6% ve ¢4 bilinmiyor ancak ¢% = o2= ¢* kabul ediliyor

of ve of srasiyla S§ ve Si yansiz tahmin edicilerine sahip olsun. Bu durumda Sj

tahmin edicisi;

olmak Uzere

2 (n—1)S§ + (m — 1)S5
p n+m-—2

_ KamXp) =i mHe) 0 serbestlik dereceli t istatistigi kullanilir. Bu durumda  ortalama

1,1 L Ny
Sodntm farklari icin giiven aralig:
— 1 1 — - 1 1 :
(X1 —X53) —t%mm_z Sp - + - < (g — K1) < (X1—X3) +t%n+m_2 Sp - + — seklinde hesaplanir

t

END2010 Muhendislik istatistigi-Il / istatistiksel Tahmin




ki Ortalamanin Farki Icin Aralik Tahmini

3. Durum: Kitle varyanslari 62 ve ¢4 bilinmiyor ve a5 # o3

Kitle varyanslarinin birbirinden farkl oldugu ve bilinmedigi durumda t istatistigi;

_ (X1—=X2) — (Mg — Hp) olmak Uzere;

¢ 2 2
S S
T tm
[&ﬁz
v = n  m b istafistiginin  serbestlik derecesi su sekilde hesaplanir. Bu

2 2
(%) (S7)? .\ (%) (S5)? durumda ortalama farklari icin giiven araligr:
n—1 m-—1

< (U — 1) < (X;—X5) +t%;V seklinde hesaplanrr.

% %)) —ta L4 32
(X1—X32) %;V n m

END2010 Muhendislik istatistigi-Il / istatistiksel Tahmin



ki Ortalamanin Farki Icin Aralik Tahmini

Ornek: Bir sirket tarafindan kullanilan demir, A ve B ile nitelendirilen iki farkll bélgeden
clkariimaktadir. Demirin erime nokfasini belirlemek amaciyla bu bdlgelerden elde edilen
orneklemlerin erime sicakliklari olcUimuUs ve asagidaki gibi bulunmustur.

X
A Bolgesi 1493 1519 1518 1512 1512 1514 1489 1508 1508 1494 1506,7
B Bolgesi 1509 1494 1512 1483 1507 1491 1499,3

Bu iki bolgeden elde edilen demirlerin varyanslar % = 100 ve o3 = 100 olduduna
gore ortalamalari arasindaki fark igcin %95lik given aral@ini bulalm.

END2010 Muhendislik istatistigi-Il / istatistiksel Tahmin




ki Ortalamanin Farki Icin Aralik Tahmini
¢oz0m:

Xa = 1506,7 ; Xg = 1499,3 ; X, — Xg = 7,4 ; 04 = o5 = 100 ol. Uzere

of L 03 _ [100 100 _ _
4% = 20420 = 26,67 = 516

7%95'lik glven aralidr igin Zg g5 =1,96

O halde A ve B bodlgelerinden elde edilen demirlerin ortalamalari arasindaki fark igcin %95'lik
guven aralgr:

74 —196 %516 < (uy —ug) < 7,4+ 1,96 * 5,16

—2,71 < (pa — ug) < 17,51

END2010 Muhendislik istatistigi-Il / istatistiksel Tahmin



ki Ortalamanin Farki Icin Aralik Tahmini

Ornek: Bir sinav doéneminde istatistik dersinin sinavina giren &Jrenciler arasindan
rasgele secilen grupta 12'si kiz 10°'v erkek ogrenci bulunmaktadir. Kiz 6grencilerin not
ortalamasi 85, standart sapmasi 4; erkek oOgrencilerin not ortalamasi 81, standart
sapmasl Stir. py ve p, sirasiyla bu sinava giren gereken tUm kiz ve erkek ogrencilerin
notlarinin ortfalamasi ise, varyanslari esit olmak sartiyla kiz ve erkek ogrencilerin not
ortalamalar farki igin %90k guven araligini bulalm.

n=12;X,=85;S¢=16

m =10 ; X, = 81 ; S5 = 25 olmak Uzere

Xl —Xz - LI ve

2 _ (12-1)16 + (10 — 1)25
P 12+ 10 — 2

S, = 4,478

= 20,25

END2010 Muhendislik istatistigi-Il / istatistiksel Tahmin




ki Ortalamanin Farki Icin Aralik Tahmini

En+m-2 Lo 05:20 = 1,725 ise

Kiz ve erkek &grencilerin notlari ortalamalarinin farki icin guven aralig:

,1 1 ,1 1
4—1,725 4,478 E+1—O<(ul—u2)<4+1,725*4,478 ERET

0;69 < (Ul _ HZ) < 7J31

END2010 Muhendislik istatistigi-Il / istatistiksel Tahmin




Varyanslarin Orani Icin Aralik Tahmini

2

o : . . © .. S%
o2 ve o3 iki kitlenin bilinmeyen varyanslari ise 6—3 oraninin nokta tahmini S—; dir.
2 2

Tanim: X;;, Xq2 .., Xin V€ X1, X202, o, Xom MVe W, ortalamal, 6% ve o5 varyansh iki

kitleden alinan n ve m birimlik X; ve X, ortalamall rasgele drneklemler ise;

n (Xli _ X1 )2 S%

. B =1 62(n—1) _of
nmbmet m Xgi—X3)2 S3
“Uoim-1) o

degerine, pay! v;= n-1 paydasi v,=m-1 serbestlik dereceli F istatistigi denir.

END2010 Muhendislik istatistigi-Il / istatistiksel Tahmin



Varyanslarin Orani Icin Aralik Tahmini

Bu durumda varyanslarin orani i¢in guven aralgi su sekilde olusturulur:

Serbestlik derecesi sirasinin farkli
olduguna dikkat edilmeli, bu durum f testi
tablosunda deger okurken onem arz
eder.

END2010 Muhendislik istatistigi-Il / istatistiksel Tahmin




Varyanslarin Orani Icin Aralik Tahmini

Varyanslarin orani icin alt gbven siniri:

1 S¢  of
* 2 <3
Fa,n—l,m—l Sz 0,

Varyanslarin orani icin Ust guven siniri:

02 S2
1 F 1
2 < am—1n—-1 * 2

03 S7

END2010 Muhendislik istatistigi-Il / istatistiksel Tahmin




Varyanslarin Orani Icin Aralik Tahmini

Ornek: Lise 6grenimini tamamlamis 13 erkek ve 16 kiz dJrenciye genel yetenek sinavi
uygulanmis ve asagidaki sonucglar elde edilmistir.

Erkek ogrencilerin not ortalamasi 82, standart sapmasi §;

Kiz 6grencilerin not ortalamasi 78, standart sapmasi 7dir.

o2 ve o3 sirasiyla lise dJrenimi gdérmis ve kendilerine test uygulanmis erkek ve kiz
ogrencilerin kitlelerinin varyanslari ise, bu varyanslarin oraninin %90k guven aralgini

bulalim.

END2010 Muhendislik istatistigi-Il / istatistiksel Tahmin




Varyanslarin Orani Icin Aralik Tahmini

Coézim: n =13 ;S =64 ; m=16; S5 =49

SZ 64
S2 49

a = 0,10 olduguna gore; Fa = Fo05:12:15 = 2,48
2)

n-1m-1

Fa
2

@ 1no1 = Foosiis1z = 2,62

Bu durumda erkek ve kiz dgrencilerin varyanslarinin oranina iliskin guven aralige:

2 2

01 01
13<—5<262%13 == 052<—=5<3,40

2,48 o2 * 1.3 o2

END2010 Muhendislik istatistigi-Il / istatistiksel Tahmin




ki Oranin Farki Icin Aralik Tahmini

: X Xy . : .
M, ve T, kitle oranlari sirasiyla p; = ;1 ve p, = EZ le tahmin edilirse normal yaklasim
kullanarak yeter derecede buyuk n ve m icin guven araligi kurabiliriz.

1- 1- 1— 1—
(p1—p2)—Za/2Jp1( p1)+p2( p2) <M -, < (p1—P2) +Zoc/2\/p1( p1)+p2( p2)

n m n m

END2010 Muhendislik istatistigi-Il / istatistiksel Tahmin




ki Oranin Farki Icin Aralik Tahmini

Ornek: Agri kesici iki tip ilac 100 ve 150 Kkisilik iki gruba verilmistir. Birinci gruptan 65,
ikinci gruptan 118 kisi agrilarda azalma oldugunu sdylemislerdir. Iki ilacin etkisi icin
verilen yanitlardaki gercek oranlar farki icin %95’lik given araligi olusturalim.

n=100,; X, =65; m=150; X, = 118 olduguna goére

p1= 0,65 ve p, = 0,79 bulunur. p; <p, oldugu icin farki pozitif olarak korumak
amaciyla p, — p; farki icin given aralidi olusturulacaktir. Buna goére;

0,65(0,35) N 0,79(0,21)
100 150

0,65(0,35) N 0,79(0,21)
100 150

—0,14 — 1,96J <m-m,<—014 + 1,96J

—0,254 < 1, -1, < —0,026

Yada 0,026 < T, - T, < 0,254

END2010 Muhendislik istatistigi-Il / istatistiksel Tahmin




Aralik Tahmini (GUven Araligi)

|
! }

Tek Popiilasyon icin iki Popilasyon icin
— Ortalama icin aralik tahmini () — Ortalamalarin farki icin aralik tahmini (u; — py)
— Kitle varyansi biliniyorsa - z tablosu — Kitle varyanslaru biliniyorsa - z tablosu
— Kitle varyansi bilinmiyorsa — Kitle varyanslarn bilinmiyorsa
—— n > 30 ise - z tablosu — Varyanslar esit kabul edilirse - t tablosu
— n < 30 ise - t tablosu __» Varyanslar esit kabul edilmezse - t tablosu
— Varyans icin aralik tahmini (6?) - x? tablosu . Varyanslarin orani icin aralik tahmini (6%;/062,) - f tablosu
— Oran icin aralk tahmini () - z tablosu _» Oranlarin farkl icin aralk tahmini (rt; — m,) - z tablosu

END2010 Muhendislik istatistigi-Il / istatistiksel Tahmin




