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Momentler

Beklenen deger islemine dayali olarak gelistirlen momentler, gerek

fonksiyonlarin parametreleri, gerekse ilgilenilen rassal sistemin butlunlesik
davranis goOstergeleri icin turetilen bir genellemedir. Beklenen deger E(X),
moment denilen parametreler sinifinin bir 6zel halidir.

E[(X—a)X|: a bir gercel sayi olmak tizere, X rassal degiskenin a’'ya gore k.
mertebeden momenti (k. momenti) denir.

Eger a=0 ise, X'in k. mertebeden momenti E(XX) beklenen degerine déniisur

ve bu moment my ile gosterilir.
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Momentler

X, X; degerlerini P; olasiliklar ile alan kesikli rasgele degigsken ise, k.

mertebeden moment su sekilde formule edilir;
my = E(XK) = zxk  Pj
i

X, f(x) olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip surekli rasgele degisken ise, k.

mertebeden moment su sekilde formule edilir;

my = E(Xk) = J+ooxk - f(x)dx
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Momentin Ozellikleri

1y
2)

3)

E[(aX)¥] = ak- E(X¥)'dr.

E[(X — ¢)¥| beklenen degerine c noktasina gore k. mertebeden moment denir.

c =0 noktasina gore momentlere adi momentler denir.

e = E[(X — E(X))X]: Beklenen degere (ortalamaya) goére momentlere merkezi

moment denir. Buna gore ilk u¢ mertebeden merkezi moment soyle bulunur;

w =E
uy = E
uz = E

(X —EX))*]
(X — E(X))?]
(X — E(X))°]

=EX—-my) =EX)—m; =m; —m; =0
= E[(X — my)?] = E(X?) — 2m;E(X) + m{ = m; — m}

= E[(X —m;)%] = EX3) — 3m;E(X?) + 3m?E(X) — m3

=m3 —3m;m, + 3mfm; — m3 = m3 — 3m;m, + 2m3
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Momentin Ozellikleri

4) Ikinci mertebeden merkezi momente (1, = E[(X — E(X))?]), X rassal degiskenin

varyansi denir.
Var(X) =62 = m, —m$ bulunur.
5) Standart sapmanin beklenen degere oranina degisim (varyasyon) katsayisi
(DK) denir.

DK=->veya DK=-—-100ile ifade edilr.

m-q M1

Beklenen deger 1'e esit oldugunda DK'da standart sapmaya esit olur.
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Momentin Ozellikleri

6) E[|X — E(X)|¥] ifadesine, X rassal degiskenin k. mertebeden mutlak merkezi

momenti denir.
7) X, f(x) olasilik fonksiyonuna (veya olasilik yogunluk fonksiyonuna) sahip
kesikli veya surekli rassal degisken olsun. h>0 ol. Uz. | t | < h araliginda her
degeri alan t icin e in beklenen dederi X'in moment c¢ikaran fonksiyonu

olarak tanimlanir. Buna gore X ‘in moment c¢ikaran fonksiyonu;

—

y.eX-f(x) ; Xrassal degiskeni kesikli ise.
my (1) = E(e™) =4

fjozo e™ . f(x)dx ; Xrassal degiskeni stirekli ise.

—
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Moment Cikaran Fonksiyonu

Teorem: X rasgele degiskeninin moment ¢ikaran fonksiyonu my(t) olsun.

d"m,(t)
dt”  li=o

= EX) =m

Birinci tirevde; M'(t=0) = % |t=0 = EX) =m (X in 1. momentidir.)

dZM(t)

ikinci tiirevde; M/ (t = 0) = | ico = E(X?) (X ‘in 2. momentidir.)

dn M(t)

n. tirevde; M@ (t = 0) = | =0 = E(X™) (X ‘in n. momentidir.)
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Moment Cikaran Fonksiyonu

Ornek: . _[x/8, x=1,3,4
P(X_X)_{ 0 , diger durumlarda

Yukarida bir X kesikli rassal degiskenin olasilik fonksiyonu verilmistir.

a) X rassal degiskenin moment ¢ikaran fonksiyonunu bulalim.

m, (t) = E(e™) = z e™ . £(x)

1 3 4
— at. 3t, 7 4t |
e 8+e 8+e 3

1
=3 (e + 3e3t + 4e%)
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Moment Cikaran Fonksiyonu

b) Moment cikaran fonksiyonu kullanarak ilk iki momenti bulalim.

Fonksiyonun 1. turevini alirsak;

1
M'(t) =g (e"+3- 3e3t + 4 - 4e*t)

26
M'(0) = 3 EX) =u
Fonksiyonun 2. turevini alirsak;
1
M (t) = §(et+ 3:3-3e3'+4-4.4e%Y

1\/1"(0)—1 14274+ 64)= 2 =2
=gl )= 8§72
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Moment Cikaran Fonksiyonu

Odev: X rasgele degiskeni igin f(x) = i(i) , x=0, 1, 2, 3 olasilik fonksiyonu

verilmis olsun. Bu rasgele degisken icin moment ¢ikaran fonksiyonunu bulunuz.

Bu fonksiyona gore X'in 1., 2. ve 3. momentlerini hesaplayiniz.
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Bir Dagilimda Carpiklik (Skewness)

Ortalamaya gore ugunci moment 3’ e simetrik olmayigin olglisu denir. Yani

carpiklik, bir dagilimda simetriden ayrilisin derecesidir.

Saga ¢arpik dagiim

- Simetrik dagiim

Sola ¢arpik dagiim
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Bir Dagilimda Sivrilik (Kurtosis)

Ortalamaya gore dorduncu moment p,’ e duzlik (yassilik) olgusu denir. Yani

sivrilik, bir dagilimin basikliginin derecesidir.
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Markov Esitsizligl

X rassal degiskenin olasilik fonksiyonu veya olasilik yogunluk fonksiyonu

bilinmediginde, bu degiskene iligkin olasiliklari hesaplamak i¢in gelistirilen bir
esitsizliktir.

Markov esitsizligi bir rassal degiskenin dagilimi hakkinda bilgi saglar ve bu
degiskenin degerlerinin ne kadar dagilmis oldugunu olcer.

Tanim: X, negatif olmayan degerler alabilen bir rassal degisken ise,

P(X>C)<Q

esitsizligine Markov Esitsizligi denir.
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Markov Esitsizligl

Ornek: X, bir cocuk tiyatrosunda rastgele secilmis cocuklarin yaslarini gésteren

bir rassal degiskendir. Bu rassal degiskenin ortalamasi E(X) = 5,5 yas olduguna

gore rastgele secilen bir cocugun yasinin en az 17 olma olasiligini hesaplayalim.

P(X>C)<Q

5—032
- 17
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Chebyshev Esitsizligi

Chebyshev Esitsizligi, aritmetik ortalamasi ve varyansi (veya standart

sapmasil) verilen bir rassal degiskenin, ortalama etrafinda ne kadar dagildigini
olgen esitsizliktir.
Tanim: X, y ortalamali ve 6% varyansl bir rassal degisken olsun. k > 0 degeri
icin Chebyshev esitsizligi,

P(X—w?=k?-62) < = seklinde tanimlanir.
k2

Ayni sekilde;

62

P(IX—pn2k-6)<i; veya P(X—p|2k) <

Siz  veya P()X—p|<k:6)>21-—
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Chebyshev Esitsizligi

Ornek: X, bir cocuk tiyatrosunda rastgele secilmis cocuklarin yaslarini gosteren

bir rassal degiskendir. Bu rassal degiskenin ortalamasi E(X) = 5,5 yas ve 6 = 1
yas olduguna gore rastgele secilen bir cocugun yasinin en az 17 olma olasiligini
hesaplayalim.

P(X217) =P(X—=py 217 — ) =P(IX-=5,5]) 2 11,5) olur. Buradan,

6¢ _ 1
(11,5)2  (11,5)?

= P(IX - 5,5]) 2 11,5) < = 0,0076

Yani, tiyatroya gelen 10000 kisiden en fazla 76 kisi 17 yasindan buyuk

olabilmektedir
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Chebyshev Esitsizligi

X rassal degiskeninin ortalamasi ve varyansi bilindiginde, X'in alabileceqi

degerlerin olasiliklarinin hesaplanmasi icin gelistirilen fonksiyonlari kullanmadan
(veya bu olasiliklarin bilinmedigi durumlarda), X'in 6zel araliklarda deger alma

olasiliklarinin alt ve Ust siniri Chebyshev esitsizligi ile bulunabilmektedir.

Ornek: Istatistik dersinin ddnem sonu not ortalamasi 75 ve standart sapmasi 8'dir.

Ogrencilerin donem sonu notunun 59 ile 91 araliginda olma olasili§ini bulalim.
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Chebyshev Esitsizligi

Cozim: u=75 6=8, US=91, AS=59 olarak verilmis.
US=p+k.6 ve AS=p-k.6 olmak Gzere;

u+k.6=091 ':>75+k.8=91}

k=2
u—k.6=59 = 75—k .8 =59

Bu durumda P(59 < X <91)=P(u-k.6<X<u+k.0)
=P-k.6<X-p< k.0)
1
=P(X—-pul<k-6) 21—-— =1—-——==0,75
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Chebyshev Esitsizligi

Soru: Buyuk bir lokantanin Cumartesi aksamlari hizmet verecegi musteri sayisi,

ortalamasi 160, standart sapmasi 7,5 olan rasgele bir degiskendir. Bu lokantanin
bir Cumartesi gecesi 145 ile 175 arasinda musteriye hizmet verme olasiligi en

az ne kadardir?
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Chebyshev Esitsizligi

Chebyshev esitsizligi ile X’in ortalamadan her iki yonde belirli bir sapma ile

bulunan aralikta deger alma olasiliginin alt siniri hesaplanabilir.

Ornek: Ortalamadan en az 2 6 uzakta bulunmanin maksimum olasili§i nedir?

k-6 =206 olmak Uzere k=2 ‘dir.

P(

P(

X—H

X—H

>k-6) <

>2.6) <

1
k2
1
22

= 0,25
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Chebyshev Esitsizligi

Ornek: X rassal degiskenin ortalamasinin 8 ve standart sapmasinin 2 oldugu

bilinmektedir. Bu rassal sistemden gelisi guzel ¢ekilen bir birimin;

a) 5,6’ya esit veya klcuk ya da 10,4’e esit veya buyuk cikma olasiligini bulunuz.
0, ={X|x=<5,6 veya x=10,4}
P(0,) =P(x<5,6 veya x=10,4)

K6=8-56=24 k6=104—8=24 P(IX -l 2 k-6) <
A A

[ | |

P(IX—8|>1,2-2) < —
5,6 8 10,4 1,2

P(0;) < 0,6944
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Chebyshev Esitsizligi

b) 4 ile 12 arsinda ¢ikma olasiligini hesaplayiniz.

0, ={X| 4 < x <12} olayi olmak uzere P(0,) = P(4 < x < 12) isteniyor.
US=p+k 6 =8+k2=12
AS=p-k 6 =8-k2=4 } =2

BudurumdaP(4 <x<12) =P(u-k.6<X<pu+k.0)

1 1
P(lX—u|<k6)21—E =1—?=0,75

Bu sonuca gore, rastgele ¢ekilen bir birimin belirtilen aralikta (4 ile 12 arasinda)

olma olasiligi %75den buyuktdr.
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Chebyshev Esitsizligi

X, ortalamasi y olan ve negatif degerler almayan rassal degisken olsun.

Herhangi bir k> 0 igin;

P(X > kp) < i seklinde hesaplanabilir.
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Dersin Isleyisi ile ligili Oneriler?




