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Iki Boyutlu Rasgele Degiskenler

Bir deney yapildiginda, ayni deneyle ilgili iki rasgele degiskenin ayni andaki

durumunu incelemek isteyebiliriz.

Bu durum kesikli ya da sdrekli halde iki boyutlu (veya iki degiskenli) rasgele

degiskenler olarak isimlendirilir.
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Iki Boyutlu Rasgele Degiskenler

Ornek: Diizgln bir paranin 3 kere atilmasi deneyinde gelen turalarin sayisi X,

ilk iki atista gelen turalarin sayisi Y olsun. Bu durumda S 6rnek uzayi;

X’in Y’nin

degerleri  degerleri Bu durumda X ve Y degerlerinin her bir ¢ifti icin karsilik
TTT 3 2 . o
— 5 5 gelen olasiliklar su sekilde gosterilir;
TYT 2 1 P(X=0,Y=0)=1/8
LRI - 1 P(X=1,Y=1)= 1/4
TYY 1 1
YTY 1 1 Burada virgul aslinda kesisim (N) olarak kullaniimaktadir.
U L L Yani P(X=0, Y=1) = P(@) = 0'dur.
YYY 0 0
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Iki Boyutlu Rasgele Degiskenler

Bu durumda X=i (i=0,1,2,3) ve Y=j (j=0,1,2) icin P(X=i, Y=j) ortak olasilik tablosu;

Y P(X=x,Y=y)
i 0 1 2 TOPLAM | t
X; 2
0 18 0 0 118 1@
1 118 14 0 3/8 S
> X
2 0 1/4 1/8 3/8 = ‘
®
3 0O 0 1/8 1/8 ° off 1 2 7 X
— o 1 ’,, ,,/ J,,/
TOPLAM 1/4 12 1/4 1 < , -j;::f--l-j;: ]‘
\ } @ 7’ /’
! y

Y’nin olasilik fonksiyonu

» Peki X=1 olayinin olasiligi nedir?
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Ortak Olasilik Fonksiyonu

Tanim: (X)Y) sirall ikilisi bir S ornek uzayinda tanimlanan iki boyutlu kesikli bir

rassal degisken olsun. (X,Y)'nin alabilecegi degerler (x;,y;) i = 1,23, ... , M ve
=123, ..., N ise,

f(xi,y;) = fxy(x1,y5) = PX =x;, Y = y)
fonksiyonuna X ve Y rassal degiskenlerin ortak olasilik fonksiyonu (OOF) denir.

Burada belirtilen f(x;, y;) fonksiyonu su kosullari saglamalidir;

> f(xl,y]) >0, tim (x,y) degerleriicin

’EEMW”

i=1 j=
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Ortak Olasilik Fonksiyonu

X ve Y rassal degiskenlerine ait OOF asagidaki tabloda gosterilen formdadir.

Y Tablodaki son sutun X’in olasilik
X Y1 y2 YN P(X=x)
dagilimlarini verir, buna X'in marjinal
X1 f(x1,y1) f(x1,¥2) f(x1, ¥N) f(x1) _ _
% 50 y1)  fnys) o fayn) () olasilik fonksiyonu denir ve su
sekilde gosterilir:
Xj fixi,y1)  fxpy2) o fxpyn)  f(xp)
g(x) = z f(x,y)
s faoys) fGaoyz) o fGaoyn) o) d
POYay)  fva) ) . ) 1 h(y) = Z fx.y)
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Ortak Olasilik Fonksiyonu

Ornek: Bir kimyasal proseste, prosese eklenen X X 1 2 3 4

ve Y maddelerinin miktarlari karisimin ozelligini 0 0O 0 10 20
etkilemektedir. Bu etkilesim tablosu yanda verilmistir. W
2 20 0 10 10

a) X ve Y'nin ortak olasilik fonksiyonunu yaziniz.

» P(X=0, Y=1)=0/100=0; . 1 2 3 4 TOPLAM
» P(X=1,Y=1)=10/100=0,1; 0 0 0 01 0,2 0,3
1 0,1 0,1 0 0,1 0,3
o ~ | 2 02 O 0,1 0,1 0,4
> P(X=2,Y=4)=10/100.=0,1; TOPLAM 03 01 02 04 1
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Ortak Olasilik Fonksiyonu

b) X rassal degiskeninin marjinal olasilik fonksiyonunu elde ediniz.

X=x 0 1 2
gx)=P(X=x) 0,3 0,3 0,4

c) Y rassal degiskeninin marjinal olasilik fonksiyonunu elde ediniz.

Y=y 1 2 3 4
h(y) = P(Y=y) 0,3 0,1 0,2 0,4
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Ortak Olasilik Fonksiyonu

Ornek: Bir kutuda 3 beyaz, 2 siyah, 4 kirmizi top bulunmaktadir. Bu kutudan

rasgele 2 top secildiginde beyaz toplarin sayisi X, siyah toplarin sayisi Y olmak
Uzere, X ve Y'nin tum olanakli deger ciftleri icin ilgili olasiliklari bulunuz. Ortak

olasilik fonksiyonunu belirleyiniz, X ve Y’nin marjinal olasilik fonksiyonlarini

yaziniz.

Torbadan 2 top secildiginde olasi (X,Y) durumlari su sekilde olacaktir;
(0,0), (0,1), (0,2), (1,0), (1,1), (2,0)
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Ortak Olasilik Fonksiyonu

o) (0)-G) _ 6

Cekilen iki topun kirmizi olmasi durumu yani P(X = 0,Y = 0) = (9) =36
2
3\ (2) (4
A2). 12
Cekilen 1 topun beyaz 1 topun kirmizi olmasi P(X =1,Y=10) = (1) Eg) (1) ~ 36
Y 9 1 2
X Bu durumda (X,Y) ciftleri icin f(x,y)=P(X=x, Y=y) OOF;

0 16 2/9 1/36

=0,1, 2
1 13 16 0 ) = ()() (ny) 3:0,1,2
2 112 0 0 Y G O=x+ty=2
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Ortak Olasilik Fonksiyonu

X’in marjinal olasilik fonksiyonu;

X=X 0 1 2

15 18 3

X) = P(X=x — — —
9> (X=x) 36 36 36

Y’nin marjinal olasilik fonksiyonu;

Y=y 0 1 2
21 14 1
h(y) = P(Y=y) 36 36 36
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Ortak Olasilik Yogunluk Fonksiyonu

Tanim: X ve Y surekli rassal degiskenler ise asagidaki kosullari saglayan f

fonksiyonuna (X,Y)nin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu (OOFY) denir;

» f(x,y) 20, tim x ve y’ler igin

+00 400
)j f f(x,y).dx.dy = 1
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Ortak Olasilik Yogunluk Fonksiyonu

Ornek: Iki boyutlu sirekli (X,Y) rasgele degiskeninin ortak olasilik yogunluk

fonksiyonu su sekilde verilmis olsun;

f(x.y) =<

~

N—

X

x2+?y;0 <x<1;0 <y<?2

0

: dd

Bu fonksiyonun ortak olasilik yogunluk fonksiyonu oldugunu kanitlayalim ve

B = {X+Y>1} olayinin olasiligini bulalim.
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Ortak Olasilik Yogunluk Fonksiyonu

Cozim: Once asagidaki esitligi kontrol edelim;

2 1 Xy 2 X3 X2y 1 2 1 y y XZ 2
2 _— = = — — = (— e =

B olayinin olasihgini P(B) = 1- P(B’) seklinde hesaplayabiliriz.

1 1-y Xy
B’ = {X+Y<1} olmak lizere P(B) = 1 —j j (X2+?)-dx- dy

1 1 — 3 1 — 2
_1_f ( X |1 ydy =1—f (( ” y)y)_dy
g=0 3 6
Sy  2y3  1y? 7 65
=1_(__y+y_y |1:1___
0 72 72
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Ortak Olasilik Yogunluk Fonksiyonu

Tanim: Rasgele degiskenlerin biri sabit tutulup sadece digeri uzerinde hesaplanan

olasiliga marjinal olasilik denir.
g(x) = f:’; f(x,y)dy : X'in marjinal olasilik yogunluk fonksiyonu

h(y) = f_J’OZO f(x,y)dx : Y’nin marjinal olasilik yogunluk fonksiyonu
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Ortak Olasilik Yogunluk Fonksiyonu

Ornek: Ozel bir sirket, misterilerine yuriyls gezisi ve araba gezisi imkani

sunmaktadir. Rasgele bir gun secildiginde, X rasgele degiskeni yuruyus gezisini,

Y rasgele degiskeni araba gezisini gostermek Uzere ortak olasilik yogunluk

fonksiyonu asagidaki gibi tanimlanmaktadir.

~

2
“(2x+3y);0 <x<1;0 <y<1
fxy) =< >

_ 0 ; dd

Buna gore, X ve Y degiskenlerinin marjinal olasilik yogunluk fonksiyonunu

bulunuz.
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Ortak Olasilik Yogunluk Fonksiyonu

a) X'in M-marijinal olasilik yogunluk fonksiyonu;

g(z) = / f(z,y)dy =/1§(2x+3y)dy
- .
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Ortak Olasilik Yogunluk Fonksiyonu

b) Y’'nin marjinal olasilik yogunluk fonksiyonu;

00 1
h(y) = /_ f(z,y)dz =/0 §(2m+3y)da:

2 r= 2
= - +3mys, =5(1+3y),0<y<1
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Ortak Olasilik Yogunluk Fonksiyonu

Ornek: X ve Y sirekli degiskenlerinin ortak olasilik yodunluk fonksiyonu su

sekildedir;

f(x,y) =<

-

—

g(6—x=y) ; 0 <x<2;2<y<+4

0

: dd

a) P(X <1; Y <3) olasiligini hesaplayiniz.

b) P(X+Y < 3) olasiligini hesaplayiniz
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Ortak Olasilik Yogunluk Fonksiyonu

a)

P(X<1,Y<3) = / / f (z,y) dydz —//—(6—m—y)dydm

1 y2y3 L/ 1
- 6 < dr = S _ =
8/0 Yoy — o x /0 (16 Sm)dm

7 1
= —T— —:1:2

16 16

END2013 Muhendislik Istatistigi-| / Rasgele Degiskenler ve Dagilimlari - 2



Ortak Olasilik Yogunluk Fonksiyonu

1
P(X+Y<3)—// —(6—:v— y) dydx
2 1Y=3—=
=—/ 6y — my—y— dz
8 Jo 2 |,—o

=%/01 (6(3—:1:)—:1:(3—1:)— (3_233)2 —12+2x+2) dx

1 /1, 7 11, _ ., 7x
—g‘/o (§$ —4$+§)d$ —g(gx — 2x +7)
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Kosullu Olasilik Yogunluk Fonksiyonu

Tanim: X ve Y, f(x,y) ortak olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip iki boyutlu

surekli rassal degiskenler olsun. g(x) X’in, h(y) Y’'nin marjinal olasilik yogunluk

fonksiyonu ise;

Y=y verilmisken X’in kosullu olasilik yogunluk fonksiyonu;

f(x,y)
f(x/y) = , h(y) >0
/y h(y) y
X=x verilmigsken Y’nin kosullu olasilik yogunluk fonksiyonu;
f(x,y)
f(y/x) = , (x) >0
y/ o (%) g

END2013 Muhendislik Istatistigi-| / Rasgele Degiskenler ve Dagilimlari - 2



Kosullu Olasilik Yogunluk Fonksiyonu

Ornek: Bir dnceki soru igin P(X <1 /Y <3) olasili§ini hesaplayalim.
PX <1,Y <3)
P(Y <3)

olmak tlizere;

PX <1/Y <3)=

P(Y <3)=P(0<x<2;Y<3)

2 3 1 5
= —(6—x—y)dxdy =—
jx=oj;z=28 8

P(X <1/Y <3 —3/8 —§
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Ortak Dagilim Fonksiyonu

Tanim: (X,Y) iki boyutlu (kesikli veya surekli) rassal degisken olsun. (X,Y)nin

ortak dagilim fonksiyonu;
F(X)Y)=P(X<x,Y <y)esitligi ile tanimlanir.

Bu durumda kesikli degiskenler icin ortak dagilim fonksiyonu;

F(X,Y) = Z Z £(%, )

XiSXVisy

Surekli degiskenler icin ortak dagilim fonksiyonu;

y X
F(X,Y) = j j f(x,y)dx.dy
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Ortak Olasilik Fonksiyonu

Tanim: X ve Y surekli veya kesikli rassal degiskenler, f(x,y) ortak olasilik

fonksiyonu, g(x) ve h(y) marjinal olasilik fonksiyonlari olmak Uzere;

f(x,y) = 9(x) . h(y)
kosulu saglaniyorsa, X ve Y rassal degiskenleri istatistiksel bagimsizdir denir.

END2013 Muhendislik Istatistigi-| / Rasgele Degiskenler ve Dagilimlari - 2



Ortak Olasilik Fonksiyonu

Ornek: X ve Y rasgele degiskenleri bagimsizdir ve marjinal olasilik fonksiyonlari

su sekilde verilmistir.

X=x 1 2
gx)=P(X=x) 0,6 0,4

Y=y 5 10 15
h(y) = P(Y=y) 0,2 0,5 0,3

Buna gore X ve Y sikli rasgele degiskenlerinin ortak olasilik fonksiyonunu

bulunuz.
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Ortak Olasilik Fonksiyonu

~_ 1 2 h(y)
5 9(1).h(5)=0,6.0,2=0,12 g(2).h(5)=0,4.0,2=0,08 0,2
10 9(1).h(10)=0,6.0,5=0,3 g(2).h(10)=0,4.0,5=0,2 0,5
15 9(1).h(15)=0,6 .0,3=0,18 g(2).h(15)=0,4.0,3=0,12 0,3

g(x) 0,60 0,40 1
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Ortak Olasilik Fonksiyonu

Tanim: X,;, X,, ..., X, kesikli veya surekli rasgele degiskenlerin ortak olasilik

fonksiyonu f (X4, X5, ..., X,) = P(X{= X4, Xo= Xo, ..., X,= X,) fonksiyonudur ve

asagidaki sartlari saglamaktadir;
f (X4, X9, ..., X5) =0

2ixq 2ix, - 2x T (X1, Xo, ..., X)) = 1 (kesikli rasgele degiskenler igin)

f_o; f_ojo f_O;f (X4, Xo, ...,X,) = 1 (surekli rasgele degiskenler igin)
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Beklenen Deger

Beklenen deger, bir olayin veya rastgele bir degiskenin uzun vadeli ortalama

degerini temsil eder.

Bu deger, bir olayin tekrarlanmasi durumunda elde edilen sonuclarin agirlikl

ortalamasi olarak dusunulebilir.
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Kesikli Rasgele Degiskenin Beklenen Degeri

Tanim: X, asagidaki olasilik fonksiyonuna sahip kesikli bir rassal degisken olsun.

X =x X1 X9 ce XN
f(x)=P(X=x) f(xq) f(x5) . f(xn)

X ‘in E(X) ile gosterilen beklenen degeri asagidaki gibi tanimlanir:

E(X) = xq - f(xq) + x, - f(x3) + - +xy * f(xn)
N

= z Xj * f(x1)

i=1

co

X rassal degiskeni sayilabilir sonsuzlukta degerler aliyorsa E(X) = z X; * f(X;)
i=1
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Kesikli Rasgele Degiskenin Beklenen Degeri

E(X) sayisina ayrica X rassal degiskenin ortalamasi ya da kitle ortalamasi da

denir.
Fakat ortalama genellikle p ile gosterilir.
Birden fazla rassal degisken olmasi durumunda (X, Y, Z, ... gibi), u'ler
ortalamalari gostermek Uzere,
E(X) = ux ve E(Y) =y seklinde gosterilir.
Yalniz bir rasgele degiskenin oldugu durumlarda

E(X) = uxy = p ifadesi kullanilir.
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Kesikli Rasgele Degiskenin Beklenen Degeri

Ornek: Dlzguin alti yizIi bir zar atalim. Uste gelen yiizdeki noktalarin sayisinin

beklenen degeri nedir?

Uste gelen sayilari X ile gosterelim. X ‘in olanakli degerleri (S 6rnek uzayi)

S={1,2,3,4,5,6} ve her bir elemanin olasiligi 1/6 olduguna gore;

E(X)—11+21+31+41+51+61
76 76 6 6 6 6

3,5
6
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Kesikli Rasgele Degiskenin Beklenen Degeri

Ornek: Bir parayi 3 kere atma deneyinde bulunan T’lerin beklenen degeri nedir?

Ornek uzayr T  Olasilik Tura sayisina X dersek;
TTT 3 18 X =y 0 ’ 5 3
TTY 2 1
/0 fx)=P(X=x) 1/8 3/8 3)8  1/8
TYT 2 1/8
YTT 2 1/8 3
TYY 1 1/8 EX) = Z xj - f(x;)
YTY 1 1/8 i=1
YYT 1 1/8 1 3
=0—+1-=+2-=+3-=
YYY 0 1/8 8 8 8 8

Toplam olasilik = 1
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Kesikli Rasgele Degiskenin Beklenen Degeri

Ornek: icinde 3 beyaz ve 2 siyah top bulunan bir kavanozdan yerine koyarak 2

top cekilmistir. Cekilen her beyaz top icin 100 lira kazanilacak, cekilen her siyah

top icin ise 50 lira kaybedilecektir. Oyunda beklenen kar nedir?

P(Beyaz, Beyaz) =

*

9 ~N
= 5 (100 + 100 = +200)

P(Beyaz, Siyah) =

*

6
— (100 — 50 =
5% (100 — 50 = +50)

9 6 6 4
- E(X) = 200% o2 +50% o2 +50 % o — 100 %

= 80 lira

*

6
P(Siyah, Beyaz) = =5 (=50 + 100 = +50)

P(Siyah, Siyah) =

*
Ul ol ol O W

N Ol Otlw O w

4
5 (—50 — 50 = ~100)

~/
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Surekli Rasgele Degiskenin Beklenen Degeri

Tanim: X sdrekli rassal degisken olsun. f(x), X'in olasilik yogunluk fonksiyonu

olmak Uzere, X'in beklenen degeri (ortalamasi) E(X) asagidaki gibi tanimlanir;

E(X)=f+ozox-f(x), —00 < X < 00
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Surekli Rasgele Degiskenin Beklenen Degeri

Ornek: X , sirekli bir rassal degisken olmak lizere, olasilik yogunluk fonksiyonu

asagidaki gibidir. f(x)'in beklenen degerini bulalim ve grafigini cizelim.
0 :x<0

fx)=< 1 ;0 <x< 1

0 'x =1

N—

foxn .
Buna gore;

E(X) = folx. f(x).dx = flx.l.dx

_x*1 ‘i
. |0-1/2 dir.
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Surekli Rasgele Degiskenin Beklenen Degeri

Ornek: X bir pilin émur siresini olmak Uzere, X rassal degiskenin olasilik

yogunluk fonksiyonu asagida verilmistir. X’in beklenen degerini bulalim.

2 D<x<
f(x) = 3x4, 0<x<1
0 , dd

Buna gore;

E(X) = fle. f(x).dx = folx. 3x2.dx

3 (1 g e
== |, = 3/4 dur.
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Beklenen Degerin Ozellikleri

Tanim: Kesikli X rassal degisken icin olasilik fonksiyonu asagidaki gibi verilmis

olsun. Y, X ‘in fonksiyonu olsun. Bu durumda yeni rassal degisken Y = g(x) olur

ve bu fonksiyonun beklenen degeri:

X=X X4 X5 XN

f(x)=P(X=x) f(x;) f(x;) ... f(xy)
E[g(X)] = g(x1). f(x1) + g(x2). f(x2) + ... + g(xn). f(xn) veya,
E(Y) = E[g(X)] = XiL; g(x;) - f(x;) olur.
> X, f(x) olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip surekli rassal degisken ise;

E[g(X)] = E(Y) = [ 800 - fG)dx olur.
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Beklenen Degerin Ozellikleri

Ornek: X rassal degiskenin olasilik fonksiyonu asagidaki gibi olsun.

X = x 1 2 3 4 5 6
f(x)=P(X=x) 1/6 1/6 16 1/6 16  1/6

a) E(X?) =7
X =x 1 4 9 16 25 36 NPT S .1 91
=1-—+4-—+...4+36-—=—
f(x)=P(X=x) 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 (X%) 6 6 6 6
b) E(2X) =?
- 1 1 1 42
X =X 2 4 6 8 10 12 E(2X) = 2 o4 d sp ot 12 2= 22
f(x)=P(X=x) 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 6 6 6 6
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Beklenen Degerin Ozellikleri

Ornek: X stirekli rassal degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu su sekildedir;

/"
XZ

f(x) = < -l =x=2 Bu durumda g(x) = 4X + 3 rasgele

3
_0 ; dd degiskeninin beklenen degeri nedir
E[g(X)] = f_+;° g(x) - f(x)dx olmak Uzere;

2 2
=f (4x + 3).—.dx
_1 3

1(T+X2).dx = (?+?) |:1:=—1
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Sorulariniz?




