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Kosullu Olasilik

Ornek: Bir fabrikanin Birinci boliminde Uretilen 60 Urinin 15 ve Ikinci

bolumunde uretilen 40 urinun 10'u bozuk olmak uzere, toplam ayni urunden

100 adet Uretilmistir. Bu fabrikanin tretilen Grdnlerden rastgele biri secildiginde,
a) Ikinci bélimiinden secilen bir Griiniin bozuk olma olasili§ = 10/40

b) ikinci béliminden secilen bir Griniin saglam olma olasihgr = 30/40

c) Birinci bélimiinden secilen bir Griinin bozuk olma olasiligr = 15/60

d) Birinci boliminden secilen bir Griinlin saglam olma olasiligi = 45/60

e) Secilen Urindn bozuk olmasi durumunda, Birinci boliminden olma olasihgr = 15/25

END2013 Mihendislik istatistigi-1 / Olasilik 2



Kosullu Olasilik

f) Secilen Uriinlin bozuk olmasi durumunda, Ikinci Blumden olma olasiligr = 10/25

g) Secilen Urunun saglam olmasi durumunda, Birinci Bolumden olma olasiligi = 45/75
h) Secilen Uriintin saglam olmasi durumunda, Ikinci Blimden olma olasiligi = 30/75
i) Segilen Grlntn bozuk ve Birinci Bolimden olma olasihgr = 15/100

j) Segilen Uriintin bozuk ve Ikinci Boliimden olma olasih@r = 10/100

k) Segilen Urlinin Birinci Bélimden ve bozuk olma olasihgr = 15/100

) Secilen Urtinlin Ikinci Bélimden ve bozuk olma olasiligi = 10/100
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Kosullu Olasilik

Ornek: Bir makine iyi (90%), hafif kusurlu (2%) veya yiiksek kusurlu (8%) parcalar
Uretmektedir. Uretilen bu parcalar, yiksek kusurlu olanlarin tespit edilip atildig
otomatik bir kontrol makinesinden gec¢cmektedir. Bu kontrol makinesini gegip
sevkiyata gonderilen parcalarin kaliteli olma orani nedir?

Parcalarin iyi olmasi durumu A olmak uzere P(A) = 0,90
Parcalarin hafif kusurlu olmasi durumu B olmak Gzere P(B) = 0,02

Parcalarin yuksek kusurlu olmasi durumu C olmak tzere P(C) = 0,08

N 0,90
pa/cy = PANC) D70 _ 978
P(C) 0,92
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Kosullu Olasilik

Ornek: Komsunuzun 2 ¢ocugu var. Cocuklardan birinin adinin Burak oldugunu

ogreniyorsunuz. Burak’in kardesinin erkek olma intimali nedir?
2 kardes icin ornek uzay S = {KK, KE, EK, EE}
1 kardesin erkek oldugu durum A = {KE, EK, EE}

2 kardesin de erkek oldugu durum B = {EE}

_P(BNA)  1/4
P(B/A) = OREREY =1/3

Soru: Komsunuzun 2 cocugu var. Iclerinden rastgele birini secip evinize getiriyor;

adi Burak. Burak’in kardesinin erkek kardes olma olasiligi nedir?
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Carpma Teoremi

Teorem: A, A,, A; ... A, olaylari bir deneyin S 6rnek uzayinda ise;

P(ANB) = P(B).P(A/B)

P(Al N AZ Nn--N An) - P(Al) P(Az/Al) P(A3/A1 N Az)
P(A,/JA{NA,..NA,_{)
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Carpma Teoremi

Ornek: 52'lik desteden yerine koymaksizin 3 kart cekiliyor. Bu U¢ kartin as

olmasi olasiligi nedir?

: 4 4
A: 1. kartbirastir. 2 P(A) = 5 » PA) = )

B: 2. kart birastir. 3 P(B) = S Y P(B/A) = 3

51 51
. 2 2
C: 3. kartbirastir ¥ P(C) = 0 » P(C/ANB) = =5
4 3 2 24

O halde; P(ANB N C) = P(A) .P(B/A). P(C/ANB) =

k k =
52 51 50 132600
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Ornek Uzayin Parcalanisi

B; N Bj=@, timi# | lerigin
K

UB1=S

i=1

P(B;) > 0 tim i'lericin.

ise B4,B,,...,By olaylari S ornek uzayinin bir parcalanisini gosterir.

Buna gore; bir E deneyi yapildiginda B; olaylarindan bir ve yalniz biri

gerceklesecektir.
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Ornek Uzayin Parcalanisi
Ornegin bir zarin atilmasi deneyinde;
B,={1,2},
B,={3,4,5} ve

B;= {6} O0rnek uzayin bir parcalanisidir.

Teorem: B, B,, ..., By olaylari sonlu bir S 6rnek uzayinin bir parcalanisi ise
P(B,) + P(B,) + ... + P(By) ‘dir.
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Toplam Olasilik Formulu

Teorem: B4, B,,...,By olaylari sonlu bir S 6rnek uzayinin bir parcalanisi ise

S’deki herhangi bir A olayi igin A'nin olasiligr su sekilde hesaplanir:

k
P(A) = ) P(B;) * P(A/By)
i=1
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Toplam Olasilik Formulu

Ispat:
B

Be P(A) =P(ANB;)UP(ANB,)U--UP(ANB)
\ ) \ v ) \ Y )

By | Big Ayrik kiimeler

P(A) =P(AnB;)+P(AnB,)+:-+P(ANBy)

1 1 1

P(A/B1).P(B1) P(A/B,).P(B,) P(A/By).P(Byx) Olmak lizere;

P(A) = P(A/B,).P(By) + P(A/B,).P(B;) + -+ + P(A/By). P(By)
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Toplam Olasilik Formulu

Ornek: Bir depoda 20 kusurlu, 80 kusursuz ampul bulunsun. Yerine koymaksizin

2 ampul secelim. Ikinci secilen ampulUn kusurlu olmasi olasiligini bulunuz.

A = {lIk secilen ampul kusurludur}
A = {ilk secilen ampul kusursuzdur}

B = {ikinci secilen ampul kusurludur}

Bu durumda P(B) = P(A) .P(B/A) + P(A") .P(B/A")

20 19 80 20 1
= * -+ *
100 99 100 99 5
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Toplam Olasilik Formulu

Ornek: lyi, hafif kusurlu ve yiksek kusurlu parca Uretimi sorusunu tekrar ele

alalim. Ama simdi musteriye gonderilen parcalar icin bir yil garanti verildigini
kabul edelim. lyi bir parcanin ilk yil icinde 0,01 olasilikla arizalandigini, hafif
kusurlu bir parcanin ise ilk yil icinde 0,10 olasilikla arizalandigini varsayalim. Bir
musterinin ilk yil icinde arizalanan bir parcayi almasi ve dolayisiyla garanti

kapsaminda degistirme hakkina sahip olmasi olasiligi nedir?
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Toplam Olasilik Formulu

Kontrolu gegip sevkiyata giden pargalardan iyi olanlarin durumu A = 3—2

KontrolU gecip sevkiyata giden parcalardan hafif kusurlu olanlarin durumu B= 92—2
Ik sene icinde ariza ile karsilasma durumu E olmak Uzere;
P(E/A) = 0,01 ve P(E/B) = 0,10 oldugunu biliyoruz. Bu durumda E’nin olasiligt;

P(E) = P(A)*"P(E/A) + P(B)*P(E/B)
290 1 2 10

= * -+ *
92 100 92 100

= 0,012
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Toplam Olasilik Formulu

Ornek: Pense iretim firmasi, U¢ ayri fabrikasinda ayni penseleri Gretmektedir. 1
no’lu fabrikada, hem 2 hem de 3 no’lu fabrikalardaki uretimlerin iki kati kadar
pense uretiimektedir. Hem 1 hem de 2 no’lu fabrikalardaki Uretimin %2’si, 3
no’lu fabrikadaki Gretimin %4’G kusurlu ¢ikmaktadir. Uretilen penselerin timi
ayni kasaya konularak bu kasadan rastgele bir pense cekiliyor. Bu pensenin
kusurlu olma olasiligi nedir?

UrGnin 1. fabrikada tretilmesi durumu A, ¥ P(A;)=0,5
Uriiniin 2. fabrikada uretilmesi durumu A, 3 P(A,) = 0,25
Urlintin 3. fabrikada Gretilmesi durumu A; 3 P(A3) = 0,25

Urtinin kusurlu olma durumu B olsun.



Toplam Olasilik Formulu

1. fabrikada Uretilen Grinin kusurlu olmasi olasiligi 3 P(B/A,) = 0,02

2. fabrikada Uretilen Grintin kusurlu olmasi olasiigr ¥ P(B/A,) = 0,02

3. fabrikada Uretilen Grinun kusurlu olmasi olasiligi 3 P(B/A;) = 0,04
Bu durumda kasadan rasgele ¢ekilen bir pensenin kusurlu olma olasiligi;
P(B) = P(B/A1)"P(A) + P(B/A2)"P(Az) + P(B/A3)"P(As)
2 1 2 1 4 1
~7100°2 7100 "4 " 100 "4

= 0,025
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Bagimsiz Olaylar

P(A/B) = P(A) ise A ve B olaylari bagimsizdir.
Diger bir ifadeyle, bir olayin elde edilmesi, diger olay! etkilemiyorsa bu iKki

olaya bagimsiz olaylar denir.
P(AnB) =P(A/B).P(B)
ifadesinde P(A/B) = P(A) oldugu varsayimi ile P(A N B) = P(A) = P(B) bulunur.

Tanim: A ve B olaylarinin bagimsiz olmasi igin gerek ve yeter kosul

P(ANnB) =P(A) = P(B)' drr.

END2013 Mihendislik istatistigi-1 / Olasilik 2



Bagimsiz Olaylar

Teorem: Ave B ( P(A) =0 ve P(B) # 0 ) bagimsiz olaylarsa A ve B kimelerinin

en az bir ortak 6érnek noktasi vardir. Yani AN B # @’dir.

Ornek: Bir para 2 kere atilsin, iki sefer de tura gelme olasili§i nedir?
Ik atista para gelmesi durumu A,
Ikinci atista para gelme durumu B olsun. Bu durumda;

P(ANB) = P(A) * P(B) — % % — 0.25 olur

Burada; A={TT,TY}ve B ={TT,YT} olmak Gzere AN B={TT} + 0@
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Bagimsiz Olaylar

Ornek: Ayni anda iki zar atalim, zarlarin Ust ylzindeki sayilarin toplaminin 11

(x+y=11) ve ayni anda x # 5 olmasi olasiligi nedir?
x+y=11 kosulunu saglayan kiime A={(5,6), (6,5)} 2 P(A) = 2/36
X # 5 kosulunu saglayan kiime B olmak lizere 2 P(B) = 30/36

A ve B’nin ayni anda gerceklesmesi durumunda tek ortak nokta (6,5) ol. Uz.

- * —
Il. u UIU|II a, I I -_ *

Yani A ve B olaylari bagimsiz degil, bagimli olaylardir.
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Bagimsiz Olaylar

Tanim: Ug¢ ya da daha cok olay bagimsiz oldugunda, bu olaylarin ayni anda

elde edilme olasiligi, olasiliklarinin carpimina esittir. Yani;

P(ANB N C) = P(A) * P(B) * P(C)

Hatirlatma: Bagimsiz olaylar ayrik olaylar ile karistiriimamalidir.

Teorem: A ve B bir S ornek uzayinda bagimsiz uzaylar olsun O halde; A ve B’ ;

A ve B; A’ ve B’ de bagimsizlardir.
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Bagimsiz Olaylar

Tanim: m olayin tam bagimsiz (karsilikli bagimsiz) olabilmesi icin gerek ve yeter

kosul, bir defada alinan herhangi sayidaki olayin her bir kombinasyonunun

bagimsiz olmasidir. m=3 alindiginda A, A,, A; Un tam bagimsizligi igin;

P(Al N A2 N A3) — P(Al) * P(Az) * P(AB) b
P(A1 0 Az) = P(Ay) * P(A2) denklemleri ayni anda
P(A; N A3) = P(A,) *P(A3) saglanmaldir.

P(A, NAz) =P(Ay) *P(A3)

-

> P(A;nA', nA3;) =P(A;) «P(A’,) = P(A3) gibi cikarimlar yapabiliriz.
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Bagimsiz Olaylar

Ornek: 2 paray attigimizi dustinelim. A = {ilk paranin tura gelmesi}, B = {Ikinci
paranin tura gelmesi} ve C = {her ikisinin de tura veya yazi gelmesi} olayl olmak
Uzere, bu olaylar bagimsiz midir?

A={TT, TY} P P(A)=1/2
B={YT,TT} ¥ P(B)=1/2
C={TT,YY} P P(C)=1/2

P(AnB)=P(AnC)=P(BnC)=P(AanC)={TT}=%

1
P(ANBNC) = 2 + P(A) « P(B) * P(C) Yani bu 3 olay tam bagimsiz degildir.
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Bagimsiz Olaylar

Ornek: A ve B ayrik iki olay ve P(A) # 0 ve P(B) # 0 ise A ve B’nin bagimli

olaylar oldugunu gosteriniz.

A ve B ayrik olaylar ise; P(An B) =0 ‘dir.
P(A) > 0 ve P(B) > 0 oldugu bilindigine gore; P(A)*P(B) > O’drr.
Bu durumda; P(An B) = P(A)*P(B) olur.

\ )
Y

Yani A ve B olaylari bagimsiz degil, bagimli olaylardir.

END2013 Mihendislik istatistigi-1 / Olasilik 2



Bagimsiz Olaylar

Ornek: ki zar atalim, S={(x,y) | x=1, 2, ..6; y=1, 2, ..,6} tim sirali ciftlerin drnek

uzayi olsun. A={ilk zar=1, 2 veya 3} ; B={ilk zar=3, 4 veya 5} ve C={iki zarin Ust

yuzundeki sayilarin toplami=9} olduguna gore, bu olaylar bagimsiz midir?
P(A) =18/36 ; P(B)=18/36 ; P(C)=4/36

AnB = {(3,1),(3,2),..(3,6)} » P(AnB)=6/36

ANnC = {(3,6)} >» P(ANnC)=1/36
BNnC = {(3,6),(45),(54)) P PBNC)=3/36
ANnBNC = {(3,6)} >» P(AnBNC)=1/36
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Bagimsiz Olaylar

6 18 18
P(ANB)?PA)*P(B Bagimli ola
( ) ? P(A)P(B) P YR TRET: (Bag y)
P(AnC)? P(A*P(C) > ! + 18* * (Bagimli olay)

36~ 36 36

3 18 4 3
P(B N C) ? P(B)*P(C (Bagimli olay)
(BNC)?PE)PC) B or= 203
P(ANBNC)?PAPBYPC)» L _18 18 % Bagimsizolay)

36 36 36 36
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Bayes Teoremi

Bayes Teoremi, bir olayin gerceklesme olasiliginin, bu olayin onceden bilinen

bazi kosullar altinda nasil degistigini incelemek icin kullanilir.

Bayes teoremi, stokastik (belirsiz) surecler sirasinda ortaya cikan bir rastgele
A olay! ile bir diger rastgele B olayi icin bu olaylarin kosullu olasiliklari ve

marjinal olasiliklari arasindaki iliskiyi ifade eder;

P(B/A) = P(A)

P(A/B) = —— 553
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Bayes Teoremi

Ornek: 2 torbadan birincisinde 4 siyah ve 6 kirmizi top, ikincisinde 3 siyah 2
Kirmizi top vardir. Rasgele bir torba secer ve bu torbadan rasgele bir top
cekersek;

a) Cekilen topun siyah bir top olma olasiligi nedir?

b) Cekilen topun siyah oldugu bilindiginde birinci torbanin secilmis olma
olasiligi nedir?

Ik olarak olaylari tanimlayalhm;
A,: Birinci torbanin segilmesi
A,: Ikinci torbanin secilmesi

B: Siyah topun secilmesi
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Bayes Teoremi

a)P(B)=P(BNnA,)+P(BNA,)

P(B) = P(A))"P(B/A) + P(A)"P(B/Ay)

14+13_1
27107275 T2

P(A;NB)  4/20 4
b) P(A;/B) = (P1(1§) ) =1/—/2 =5

Bu ornegin genellestiriimis hali Bayes Teoremi olarak bilinir.
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Bayes Teoremi

Teorem: B4, B,, ..., By ‘lar bir S ornek uzayinin bir pargalanisi olsun. A, S icinde
P(A) # 0 olan bir olay ise;

P(B;) . P(A/B;)

PEA) YK P(B). P(A/B)

END2013 Mihendislik istatistigi-1 / Olasilik 2



Bayes Teoremi

Ispat: S=B; UB, U--UBy
B - B; N B; = @ olduguna gore (i,j=1,2,..k);
A=(B;NA)U (B, NA)U...U (BxNA)
P | Buo P(A)=P(B;NA)+ P(B,NA)+... + P(BLNA)

Buradan kosullu olasilik tanimina uyarsak;

P(B.nA) _ P(B,).P(A/B,)

PEIA) =@ TIK. PBy). P(A/BY)
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Bayes Teoremi

Ornek: Civata Uretimi yapan bir fabrikada toplam Uretimin %30'u A, %30'u B
ve geri kalanini da C makinalarinda uretilmektedir. Bu makinalarin sirasiyla
uretimlerinin 1/100, 3/100 ve 2/100'U4 kusurlu civatalardir. Bir gunlik Gretim
sonunda rastgele bir civata seciliyor ve kusurlu oldugu tespit ediliyor. Bu

kusurlu civatanin A makinasi, B makinasi ve C makinasinda uretilmis olma
olasihigi nedir?

Uretilen civatanin kusurlu olmasi durumu: E
Civatanin A makinesinde uretiimesi durumu: A
Civatanin B makinesinde uretilmesi durumu: B

Civatanin C makinesinde uretiimesi durumu: C

END2013 Mihendislik istatistigi-1 / Olasilik 2



Bayes Teoremi
P(A)=0,3 3 P(E/A)=0,01
P(B)=0,3 >» P(E/B)=0,03
P(C)=04 ¥ P(E/C)=0,02

P(AN E) = P(A)P(E /A) = 0,003
P(B n E) = P(B)*P(E / B) = 0,009
P(C N E) = P(C)*P(E / C) = 0,008
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Bayes Teoremi

P(A ] E) = P(ANE) ) 0,003 3
PAANE)+P(BNE)+P(CNE) 0,003+0,009+0008 20
PBNE 0,009
P(B/E)= (BN E) - _2
PAANE)+PBNE)+P(CNE) 0,003+ 0,009 + 0,008 ~ 20
P(CNE 0,008
P(C/E)= (CNE) - _8
P(ANE)+PBNE)+P(CNE) 0,003+0,009+0,008 20
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Basit olaylarin

olasiliklari
P(A), P(B _
Olaylarl n (A). PE) Bir arada olusamayan
— (Ayrik) olaylarin
OIaSlIIkIarl olasiliklari
Bilesik olaylarin ANB =0 PATE) =0
st olaylarin _1 - p(AUB) = P(A) + P(B) Bagimli (Kosullu)
olasiliklari —
olaylarin olasiliklari
P(A N B)
Bir arada olusabilen | P(ANB)=P(B/A).PA)

olaylarin olasiliklari
ANB 2 @ — P(ANB) %0
P(AUB) = P(A) + P(B) |, Bagimsiz olaylarin
— P(ANB) olasiliklari
P(AN B)=P(A).P(B)




Cozumlu Alistirmalar

Ornek: Universitemizin Proje Uretim Merkezinde (PUM) calisan 20 kisiden 15’

insaat muhendisi, 5'i mimardir. Muhendislerin 9'u ve mimarlarin 3'U erkektir.
PUM'den rastgele segcilen bir personelin; a) Miuhendis ve kadin olma olasiligini,
b) MiUhendis veya kadin olma olasiligini bulalim.

M: Secilen personel muhendistir

K: Secilen personelin kadindir olmak Uzere;
a) P(MNK) =6/20 = 0,30
b) P(MUK) = P(M) + P(K) - P(MNK) = (15/20) + (8/20) — (6/20)

= (17/20) = 0,85
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Cozumlu Alistirmalar

Ornek: Bir kisi her giin evden ise ylriyerek gitmektedir. Bu kisinin yagmur

yagmayan bir ginde ise gec¢ gitme olasiligi 1/5, yagmurlu bir ginde ise gec gitme
olasihgi ise 2/3’'tur. Herhangi bir ginde yagmur yagma olasihgi 1/4’tar. Buna gore
bu kisinin ise gec¢ kaldigi bir guinde yagmur yagmis olma olasiligi kagtir?

Havanin yagmurlu olma durumu: A
Iscinin ise ge¢ kalma durumu: B olmak Uzere;

~

> P(A) =025 P(B/A).P(A) 5

- ) | ) 0,66 * 0,2
PPBIA)=0066 - PATB) =55 A) P(AyP(B/A)PAY) 0,66+ 0,25 + 0,2+ 0,75
»>PB/A)=02 | =052
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Cozumlu Alistirmalar

Ornek: Bir ceza sorusturmasinin belirli bir asamasinda, gdérevli mufettis belirli

bir suphelinin sucluluguna %60 oraninda ikna olmustur. Diyelim ki, yeni bir kanit
parcas! katilin belirli bir 6zelligini (solak, kel v.b.) ortaya cikarmistir. Nufusun
%20'si bu 0zellige sahipse, suphelinin bu 6zellige sahip oldugu ortaya c¢iktiginda

mufettis suphelinin suclulugundan ne kadar emin olacaktir?
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Cozumlu Alistirmalar

Cozum: Suphelinin suclu olmasi durumu A

Suphelinin yeni kanitta bulunan ozelliklere sahip olmasi durumu B ise

P(B/A).P(A)

P(A/B) =
(A/B) P(B/A).P(A) + P(B/A").P(A)

1x0,6 0,6

T1+06+02+04 068

=0,882

Soru: Soruda yeni bulunan delilin farkli olasi yorumlara olanak verdigini
disunelim. Katilin bu ozellikleri %90 ihtimalle tasidigi varsayimi altinda,
elimizdeki stphelinin suclu olma olasihigi nedir?
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Cozumlu Alistirmalar

Ornek: Bir sirket ydnetici kadrosuna kendi calisanlarindan birini atayacaktir.

Ahmet bu kadroya basvurdugu taktirde isi elde etme sansini merak etmektedir.
Ahmet, is arkadasi Esra bu kadroya basvurmazsa isi elde etme sansinin %75
oldugunu, Esra basvuru yaparsa bu sansin 1/3’e dusecegini dusunmektedir.

Esra’nin bu kadroya basvurma olasiligi 2/5 ise Ahmet'in yonetici kadrosuna

atanma olasiligi nedir?
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Cozumlu Alistirmalar

Cozum: Ahmet’in kadroya atanmasi A,

Esra’nin kadroya basvurmasi B olsun.

~

> P(A/B)=1/3

> P(A/B)=3/4
- P(A) =P (ANB)+P(ANB)

> P(B) = 2/5
=P (A/B)"P (B)+ P (A/B)* P (B’)
> P(B) = 3/5
- 1 2 3 3 35
=—%—4 —%x = =—
3 5 4 5 60
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